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Abstract

In this paper we will prove that each algebra homomorphism from a unit-
ary Jordan-Fréchet algebra onto a unitary semi-simple Jordan-Fréchet algebra
is automatically continuous. As a consequence, the uniqueness of the Fréchet
topology on unitary semi-simple Jordan-Fréchet algebra follows. A spectral
characterization of the radical in a complex unitary Jordan-Fréchet algebra is
given.

Introduction

Dans ce papier on montre que tout homomorphisme surjectif d’une algebre
de Jordan-Fréchet unitaire sur une algebre de Jordan-Fréchet unitaire semi-simple
est automatiquement continu (théoreme 2). Il s’ensuit que la topologie de Jordan-
Fréchet est unique sur une algebre de Jordan-Fréchet unitaire semi-simple (corollaire
1). Pour une algebre de Fréchet associative et commutative, ce résultat est connu.
On le généralise au cas non commutatif. La preuve développée est une adaptation
de la preuve courte de Ransford pour le théoréeme de Johnson classique [11]. Une
caractérisation spectrale du radical dans le cas Fréchet est donnée.
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1 Préliminaires

Soit J une algebre sur le corps des nombres complexes. J est une algebre de
Jordan si le produit non nécessairement associatif vérifie :

i) Va,be J , ab=ba .
ii)Va,b € J , a*(ba) = (a*b)a.

C’est le cas par exemple du produit de Jordan < o > défini comme suit
soit A une C-algebre associative. AT dénote 1’espace vectoriel A muni du produit de
Jordan : aob = %(ab + ba). A" est une algebre de Jordan. Toute algebre isomorphe
a une sous-algebre de A™ est dite algébre de Jordan spéciale. Dans le cas contraire
on parle d’algebre de Jordan exceptionnelle.

Dans toute la suite J désigne une algebre de Jordan unitaire sur le corps des
nombres complexes. Tout élément a de J définit les opérateurs R, et U, de J par :

Ry(z) =ar et U,=2(R,)?*— R,.

On dit qu'un élément a de J est inversible s’il existe b dans J tel que ab = 1
et a’h = a, ce qui est équivalent & I'appartenance de 1'unité de J & I'image de
V'opérateur U, , [3]. Dans [6] McCrimmon a défini le radical de J qu’on note
Rad(J). Si Rad(J) = {0} on dit que J est semi-simple.

On dit que J est une algebre de Jordan-Fréchet si J est munie d’une topologie
métrisable compleéte définie par une suite croissante de semi-normes (HH p)p>1 sous-
multiplicatives (ie. [|ab||, < [[al, V], , Va,b€ J). -

Pour tout p > 1, N, = {a € J|lall, = O} est un idéal de J et le quotient
J /N, est une algebre de Jordan normée par la norme :

la+ Noll = int {lla+¢ll, | £ € N}

On pose J, = J/N,, et J, son complété. La surjection canonique de J sur J, est
notée m,. my(1) est une unité de J, et J,, Vp > 1.

La suite des semi-normes étant croissante (ie. [[al|; < [lal|; , Vi < j, Va € J)
donc Va,y € J, Vi < j, mj(z) = 7j(y) = mi(z) = m(y). On peut donc définir
Iapplication m;; : J; — Jipar m;j (m;(x)) = m(z) , V5 > 4. Il est clair que m;
est un homomorphisme continu, donc on peut le prolonger par continuité en un
homomorphime 7;; de J; dans J;. Considérons le produit cartésien Il,>1 J, et 7;
la projection de II,>1 J, sur J;. Alors I'ensemble :

LP(J) = {x € Wpp1 T, | 7575 () = Tile) , ¥ > i},

est une sous-algebre de Il,>1 J,,.

L’application canonique ¢ : J — I, J, définie par : ¢(z) = (mp()),5, est
un homomorphisme injectif de J dans I, J, qui permet d’identifier J et ¢(.J).
Ainsi pour tout x de J et pour tout i > 1, m;(z) = 7;(x). Le théoreme 5.1, page 17
de [7] reste valable pour une algebre de Jordan :



Unicité de la topologie de Jordan-Fréchet 469

Proposition 1 : En gardant les notations précédentes on a :

i) J=LP(J).

ii) Six; € J; Vi > 1 et si mj(x;) =z, Vi > alors il existe z € J tel que :
mi(x) = x;, Vi > 1.

La preuve de la proposition suivante est identique a celle du théoreme 5.2 page
18 de [7] :

Proposition 2 : Soient (J, (||..||, ),>1) une algébre de Jordan-Fréchet unitaire
p/PZ

et x un élément de J. Alors : x est inversible dans J si et seulement si, T;(x) est
inversible dans J; pour tout i > 1.

Contrairement aux algebres de Jordan-Banach, ’ensemble des éléments inversibles
d’une algebre de Jordan-Fréchet J n’est pas en général un ouvert.

Définitions : Soient (J, (I-- Hp)pzl) une algebre de Jordan-Fréchet unitaire et
x un élément de J.

1) On appelle spectre de x dans J l’ensemble des nombres complexes X\ tels que
x — X ne soit pas inversible dans J. Cet ensemble est noté Sp;(x).
1
2) Pour tout p > 1, on pose p,(x) = inf{ (Hx”Hp)" , n> 1}( alors py(x) <

l]1,)-
3) p(x) = sup {p,(x) , p > 1} qui est un élément de [0, +o0]. Si pour tout y de
J, p(y) est fini on dit que J est a spectre ponctuel borné.

Avec ces notations on a :

Proposition 3
i) Sps(z) = Upz1 Spgz; (Tp(2)).

) nilL
ii) p(x) = sup,zy py; (Tp(@)) = sup,sy limy o ([l27]7).
Preuve :

Soit A un nombre complexe :

A € Spy(x) <= x — X non inversible dans J

<= dp > 1 tel que T,(z — A) non inversible dans J,
< Jp > 1 tel que A € Spyz- (T,(2)) .

ii) La premiere égalité découle de (i), la deuxieme est déduite de la définition du
rayon spectral dans les algebres de Jordan-Banach J,, [5].

Proposition 4 : Soit (J, (H..Hp)pzl) une algebre de Jordan-Fréchet unitaire.
Avec les notations précédentes on a : Rad(J) = Ny>1 7, " (Rad(jp)).

Preuve :

Soit p > 1, Rad(J) étant un idéal quasi-inversible de J (voir [6]) et 7, homo-
morphisme d’algebre donc 7, (Rad(J)) est un idéal quasi-inversible de J,, donc
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7 (Rad(.J)) C Rad(J,) donc Rad(J) C 7,~' (Rad(7J,)) , Vp > 1, d’oit I'inclusion
directe. B

Inversement pour tout p > 1, Rad(J,) est un idéal de J.
D'ott N1 7t (Rad(7,)) est un idéal de J.

Soit & € NMy>1 7 (Rad(jp)). Vp > 1, m,(x) € Rad(J,), donc Tp(1 — x) est
inversible dans J, . Par suite 1—z est inversible dans .J et N> 7 (Rad(jp)) est un
idéal quasi-inversible dans J. Par définition de Rad(.J) on a donc Ny>1 7, (Rad(jp))

est contenu dans Rad(J).
En utilisant cette propriété et le corollaire 1, page 34 de [2] on obtient :

Théoréme 1 : Soit (J (-l )p>1) une algébre de Jordan-Fréchet unitaire.
Alors Rad(J )—{a€J|VxEJ p(Uy(a)) = 0}.

Preuve : Soitae J :
a € Rad(J) <= ¥p>1, a €, " (Rad(J,))
== Vp > 1, my(a) = T,(a) € Rad(Jp)
< Vp>1,Y¢ € Jy, pp (ng mp(a ) 0 ([2] corollaire 1, p.34).

Donc a € Rad(J) <= Yp > 1,V¢, € J,, pp (ng(ﬂp(a))) =0. (E)

Supposons que a € Rad(J).

D’aprés I'équivalence (E) on a : Vp > 1, V¢, € J,, p, (ng(ﬂp(a))) = 0.

Soit y € J, I'élément &, = m,(y) de J, vérifie donc p, (Uwp(y) (ﬂp(a))) = 0, donc
b 1y (U, (@))] = 0. D't (U (a)) = 0.

Inversement, soit a € J tel que p (Uy(a)) = 0, Yy € J. Alors pour tout scalaire
non nul A\, Uy(a)— A est inversible dans J. Vp > 1, 7, (Uy(a) — ) est inversible dans
Jp. Dot Uy, () (mp(a)) — X est inversible dans J,, VA # 0. Considérons I'application
Yy o Jp — Jp définie par ¢y, (y) = U, () (mp(a)) — A. 9, est continue sur J,, soit ¢,
son prolongement par continuité a J,. On a : ¥,(&,) = U, (mp(a)) — A, V&, € J,.

Si Inv(J,) denote I’ensemble des ¢léments inversibles dans l’algebre de Jordan—
Banach J, alors v, (I n'U(Jp)) est un ouvert de .J, qui contient .J,. Comme J,

est dense dans .J,, donc J, C z/J_p_l (Imj(jp)). D'ou V¢, € J,, U, (my(a)) — X est
inversible dans .J, (VA # 0). Donc p, (ng(ﬂp(a)) = 0, V¢, € J,. De I'équivalence
(E), on déduit que a € Rad(J).

Remarque : Soit (A, (I-- Hp)pzl) une algebre de Fréchet associative unitaire
sur le coprs des nombres complexes. Alors I’algebre de Jordan spéciale J = AT est
une algebre unitaire de Jordan-Fréchet pour la topologie définie par la suite des
semi-normes (H . Hp)p>1. Dans [6] McCrimmon a montré que Rad(A) = Rad(A").

Donc on a :
Corollaire : Soit (A, (I-- Hp)pzl) une algébre de Fréchet unitaire et associative

sur le corps des nombres complexes. Alors Rad(A) ={a € A / Vx € A, p(xax) = 0}.
Si de plus A est commutative alors Rad(A) = {a € A /Vx € A, p(z*a) =0}.

Le lemme suivant est une forme dans le cas d’une algebre de Jordan-Fréchet du
lemme de Ransford pour une algebre de Banach (Lemma 2, [11] ) :



Unicité de la topologie de Jordan-Fréchet 471

Lemme : Soient (J, (II-- Hp)pzl) une algebre de Jordan-Fréchet unitaire et Q)(z)
un polynéme en z (complexe) a coefficients dans J. Alors pour tout R > 0 et pour
toutp>1lona :p, (Q(l))2 < supp—g pp (Q(2)) SUD|—1 Pp (Q(2)) .

Preuve :

Soient p > 1 et R > 0. D’apres l'extension du théoreme de Hahn-Banach aux
semi-normes (corollaire 2, page 29, [12]) il existe une forme linéaire ¢ de J (qui
dépend de p) telle que [¢(z)| < [lz]|, , Yo € J et |¢(Q(1))] = |Q(1)]],. On pose
q(2) = 0 (Q(2)) = F=2 32", ot d est le degré du polynome Q(z). Alors :

QI = ¢ (@)

2

< kfw R0 B)
(d+1) (Z 5 R) (Z IﬁkIZR‘%)%
D(& [ e(emefa)’ (& [ (o) ar)

(d+1) sup [[Q(= )lesllig 1R, -

IN

IN

|zI=R

Done Q1) < (d+ 1) supy_g [|Q(2)[l, supp. 1 [|Q(2)]],,
En remplagant Q(z) par Q(z)™ qui est de degré md, on obtient :

1Q()™; < (md +1) sup [|Q(=)"], el (=)™,

|zI=R |z|=

En prenant la racine m®™¢ des deux membres de cette inégalité et en faisant tendre
m vers l'infini on obtient I'inégalité du lemme.

Théoréme 2 : Soient (J, (| [|,)p=1) et (J', (|- II})p>1) deux algebres de Jordan-
Fréchet unitaires. Si le radical de J' est nul alors tout homomorphisme 6 surjectif
de J sur J' est automatiquement continu.

Preuve :

Soit S(8) ={be J" / 3(an) C J avec (a,) — 0 et (f(a,)) — b} I'espace sépa-
rant de 6. D’apres le théoreme du graphe fermé, 6 est continu si et seulement si,
S(0) = {0}.

Soit b € S(0). 1l existe a dans J tel que 0(a) = b et il existe une suite d’éléments
de J, (an)n>0 qui converge vers zéro telle que (0(ay)n>1) converge vers b.

Pour tout m > 1, on pose @, (2) = 20(ay,) + (6(a) — 6(anm)) qui est un polynome
en z a coefficients dans J'. Pour tout p > 1 on a :

i) 9y (@m(2)) = py, (0(20m + a — am))

< sup p, (0(zam +a — an) = p' (0(zam +a — am))
q>1

< p(zam + (@ — a,,)) (car € est un homomorphisme d’algebres).
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Par définition, p (20, + (@ — am)) = sup,s; pg (2am + (a — a,,)). 1 existe donc
q > 1 tel que :

P (Qm(2)) < pglzam + (a = am)) + 1

< [lzam + (@ = am)llg + 1
< [llllamllg + lla = amllq + 1.

Or limy,— o0 (Haqu) =0 et limy,— 400 (Ha - aqu) = |lal|, , donc il existe M, >
0 tel que :

Pp (Qm(2)) < |z[ llaxll, + lla — axll, + M, , Yk > 1. ()

ii) 0, (@ (2)) = pp, (0(2am + a — am)) < [|20(am) + (6(a) — O(am))|l, -

Done p), (@m(2)) < |2[[|0(am)l[,, + [16(a) — 6(am)]l, (IT)

En combinant les relations (I) et (II) avec le lemme on obtient :
2
Pp(0)* = 0, (@m(1))” < supp,i_p £, (@m(2)) supp—1 p) (Qm(2))
< [Rllaelly + lla = axll, + M| [R710(am)ll, + 110(a) = Oam);] . vk > 1.

En faisant tendre k vers 400 puis m vers +00 et enfin R vers 400 on obtient :
p'(b) = 0.

Donc p/(b) =0, Vb e S(6). (

Soit o' un élément de J', il existe un o’ dans J tel 0(a’) = V'. La suite (Uu (an)),,>
tend vers zéro dans J et (6(Uy(an))),>; converge vers Uy (b) (car 0 (Uy(an))
Ug(ay (8(ay)) et application # — Uy (z) est continue sur .J'). Donc Uy (b ) S(0).
D’apres (III), p' (Uy (b)) = 0 et le théoreme 1 implique que b € Rad(J’). Donc b = 0
et S(6) = {0}.

Corollaire 1 : Soit (J, (|- Hp)pzl) une algébre de Jordan-Fréchet unitaire sur

le corps des nombres complexes telle que Rad(J) = {0}. Alors toutes les topologies
de Fréchet sur J sont équivalentes.

I11)

>1

Au cas ot J = AT est une algebre de Jordan spéciale on obtient :

Corollaire 2 : Soit (A, (|- Hp)pzl) une algebre de Fréchet associative semi-
simple (non nécessairement commutative). Alors toutes les topologies de Fréchet
sur A sont équivalentes.
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