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Von
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(Eingegangen am 10. 1. 1952.)

, Es sei ?R ein kommutatwer Ring, ohne 1rgendwelche hmzugefugte Bedin-
gungen vorauszusetzen.’ Dann heisst ER ein Mu'tzplzkatwwmg, Wenn nur
folgende Bedingung erfiillt 1st

Zu je zwei Idealen o und b aus R, wo aCB ist, gzbt es stets ein Ideal ¢
in R, so dass a=Dbc ist

Die vorliegende Arbeit setzt sich zum Ziel, die Strukturtheorie der Multi-
plikationsringe weitgehend zu entwickeln. In friiherer Zeit habe ich schon
einige Eigenschaften der Multiplikationsringe gewonnen,? und diese Theorie
auf Grund einiges Annahmen behandelt. Jm folgenden soll nun meine
.Strukturtheorie noch verallgemeinert, und vertieft, und auf einem neuten, ein-
facheren Wege bewiesen werden.

Fiir die Strukturtheorie der Mult1phkat10nsrmge 1st es. aber von wichtiger
Bedeutung dié¢ kritische Bemerkung dariiber zu machen, ob in einem Multi-
plikationsring ein idempotentes Element in eine direkte Summe von unendlich
vielen idempotenten Elementen verwandelt werden karm, welche untereinander
orthogonal sind. Aus der Definition fiir abstrakte Ringe ergibt sich keine
Aussage  iber die d1rekte Summe der unendlich vielen Elemente aus dem
OrthOgonalsystem von idempotenten Elementen Slcherhe1t halber legen wir
damit die folgende grundsitzliche Annahme vor : ‘

Annahme. Jedes idempotentes- Element ldsst sich als eine direkte Summe
von endlich vielen, primitiven Elementen darstellen. o

Dabei bedeutet direkte Summe eine Summe von Elementen, die unterein-
ander orthogonal sind, und primitives Element ein idempotentes; in eine direkte
Summe von idempotenten Elementen unzerlegbares Element.

Um Missverstidndnisse zu vermeiden, mache ich hier die Aussage, dass
im grundlegenden Multiplikationsring die Ex1stenz von Einbeitselement nicht
vorausgesetzt wird. '

1) S. Mori, Uber allgemeine Multiplikationsringe I. IL. Journal of Sci. of the Hiroshima
Univ. 4 (1934).
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1. Die Grundlagen der Strukturtheone

In diesem Abschnitt beweisen wir die. Satze, welche auf dem. Wege zu
unserem Ziel unentbehrlich sind. . : :

Satz 1.2 1Ist a ein von Null verschiedenes Ideal aus Multiplikationsring
R und idempotent, und ist ba fir ein Ideal b, so gibt es in a ein idempo-
tentes Element, welches nicht zu b gehirt.

Zunichst zeigen wir, dass es in- a, aber ausserhalb von b, ein in bezug
duf b nicht nilpotentes Element ¢ glbt Ist a’($0 (b)) ein Element aus a, SO
folgt nach der Definition vom Multxplikatlonsrmg ER

- (a') = ab’ = aab’ = (a’)a .
weil a idempotent ist. Daraus ergibt sich ¢'=a'a fiir ¢in Element « aus a,
und folglich ¢’=a/a” fiir jede natiirliche Zahl n. Da aber o micht zu b gehort,
50 muss jede Potenz von a nicht zu b gehéren.

Es sei nun § die Gesamtheit aller nilpotenten Elémente aus a. Dann ist
b durch a teilbar, aber von a verschieden, weil mach dém soeben gewonnenen
Ergebnisse a ¢ b ist. Sei ferner m, die Gesamtheit aller Elemente m, aus g,
fir welche m,a=0(h) gilt. Dann ist aDm,2p, me)Zh. Es sei dazu m
die Gesamtheit aller Elemente m aus d von der Art, daes (‘m)moCb ist Dann -
-erhalten wir a € m, mm,C9, und folglich a2m>h. Wenh d- ein. gememsames
Element von m, und m ist, so folgt daraus d? € . Da § halbprim im Bereiche
des Ideals a ist, so soll danach d €9 sein. Hiermit haben wir

(1) |  my\m=5.

Aus (9, (@), my)a und a=q? :erhalten_ wir auch, wie eben bewiesen,
(9, (@), mo)=ab,=aab,=a(h, (@), m,), und folglich ‘

(2) (5 (@)= (5 (@), me)os’ = (5, (a), my)ably, meaby'(H, (@)).

Nach (9, (a) )Y=m haten wir daraus m,ab,/Cm. Aus (1) folgt damit myab’, T,
‘und weiter durch die Konstruktion von m ergibt sich ab,’Cm. Nach (2) und
mm,<H ist nun damit ‘ -

(5, (a)) = ( (5, (a) )m, B).
Fiir ein Element m aus m gilt danach ;
(3) - e =am (H), a(m—m3)50(f)).

2) Ein halber Teil dieses Satzes ist schon in verschxedener Weise bewiesen, Vgl S "Mori,
Uber allgemeine Multiplikationsringe I.
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'Dabei ist m nicht nilpotent in bezug auf ), denn' e gehort nicht zu ). Nach
~unserer Definition fiir m, ist nun m—m® em,. Ferner ist m—m? €m nach
mem. Somit ergibt sich nach (1) endlich ' )

(4) m—mieh.

Nach diesem Resultat kénnen wir folgendermassen die Emstenz emes
idempotenten Elementes beweisen. Aus (4) ergibt sich (m—m?)"=0 fiir eine
natiirliche Zahl #, also m"=m"*m’, wo m' ein Element aus m ist. Nun ist
auch

m* = m*im/ = m(mm')t = --- = m*(mm')" .

Hierbei ist m"==0 (9), denn m ist nicht nilpotent in bezug auf §. Setzen wir
jetzt m m’”—e, S0 ist e=e*¢h, eca. '

Endlich miissen wir e ¢ b beweisen. Wenn e cb wire, 0 wiirde m" €b,
und folglich nach (3) a (b, b). Daraus ergibe smh @ €b, im deerspruch
‘zum im Anfang gewonnenen Resultat.

Damit sind d1e ausgesprochenen Behauptungen tiber d1e Ganzheit bewiesen.

Diesen Satz konnen wir auch zu dem folgenden - allgemeinen Satze
‘erweitern. 4 ‘ :

 Satz 2. Sind aZb und a=ab fir zwei Ideale a und b aus dem Multipli-
katwnsrmg R, und ist em Element aus a nicht mlpotent so gibt es m b ein
zdempotentes Element

Aus der Elgenechaft von R folgt zunichst, dass fiir ein nicht nilpotentes
Element ¢ es ein Element b in b gibt, so dass ea=ab ist. Nach a=F0 ist
damit b nicht nilpotent. Ist h die Gesamtheit aller nilpotenten Elemente aus

, 50 folgt daraus a¢), b¢H. Andererseits gilt a(b—b*)=0 aus a=ab. So
gehen wir schrittweise vor.

I. Wenn b-—b° e[) ist, s0 bekommen wir leicht, wie beim Beweise von
Satz I, ein idémpotentes Element aus b.

II. Im Falleb—b°¢Y, sei m die Gesamtheit aller Elemente m aus b, fiir
welche am=0(9) gilt. Dann ist bOm>Hh, b—b*cm, a ¢Y. Ferner sei m, die
Gesamtheit aller solchen Elemente m, aus b, dass (m,)mC}p ist. Dann ist
‘auch

(1) b2omy>H, eem,, m \m,=5H.

Nach (a)=(a)p und (@, h)=(a, b, mb)e=((a, mb)c, b) gilt (s, h)=((a, m)be, H)
fiir ein Ideal ¢. Daraus folgt mbc<(a, H)&m, , und folglich erhalten wir nach (1)
mbeCh. Damit besteht nach der Eigenschaft von m, beSm,, (@, §)=((a)bc, b)
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cumd daraus folgt a=ab,(h), wobei b, ein Element aus-m, ict. ‘Hiermit muss
by—b} zu mund'auch zu m,.gehoren. Somit wird nach (1) b, —b}=0(h), und
daraus folgt leicht die Existenz eines idempotenteh Elementes in b.

2. Stmktur vom mcht-ldempotenten Multlphkatlonsrmg

M1t Hilfe vorstehender Satze Iasst sich d;e Strukturtheorle vom Multi-
phkatmnsrmg R, fur Welohen ?R=%=§R‘ ist, enthckeln '

Setz' 3. Ist R+-R* ‘fufr den Multzphkatwnsmng R, 50 zst jedes Ideal (#(0))
aus R gleich einer endlichen Potenz. von . o

Zum Beweise wihlen wir ein Element r aus 2R mit rgE R2. Dann soll

—(r) sein. Denn wire ‘2R>(r), so folgte (r) =RbCR? nach der Eigenechaft
vom Multlphkatlonsrmg ER Durch r 959{2 soll aber dlese Mdglu:hkelt aus-
geechlossen sem

“Uber SR—-(r) beweisen wir noch, dass 2R"=1=5R"+1 fur Jede na,turhche Zahl
n ist, wenn R"34=(0) ist. Dazu sei m die klemste Zahl fur welche ER”‘
SR”‘”#(O) gxlt Dann ist ER’" ER*“”,’m>2 und daher folgt r” —rz"fro fur ein
"Element 7o aUS ‘. Setsen wir nun e—r Ty 0 erglbt sich e=e? eR™,
r*=r"¢==0. Damit ist R zerlegbar in die direkte Summe R=n 4-91"‘ WO

"“1=i=(0) n —-(O) und R"4=(0) ist. Durch unsere Annahme. dass R ein
Multxphkatlonsrmg ist, ergibt sich n™- 1~(n"‘ 1 E}t"‘)b fiir ein IM b Da
BSR aber ist.  So folgt daraus n™'C(n™7?, R™)(n, ‘zR"’) ?Rz"‘—SR"‘ und daher
wegen der d1rekten Summe von n und ™ erg1bt s1ch nm- 1—(0), 1m WIdEI’-
“spruch zur’ Annahme von . ‘ ' '

Fiir ein beheblges, von Null vercchledenes Ideal a(#ﬁiﬁ) konnen wir zwe1
folgende verschiedene Fille betrachten. . )
1. Es sei R"Ca fiir eine natiirliche Zahl #. Wenn a gleichﬂk,e.iner Pofenz

‘von R ist, so gilt R o, R"Ca, m<n. Nachdem ist (a, ®™ !)>a, und
‘aus der Multiplikationseigenschaft folgt 4 ' L

a__(a R™-1b < (a, §R”° 1)$RCa

Daher ist a—-(af}i ER"‘), aR=(aR2, R+, also swher a—(aER2 SR"‘) Auf solche
Weise gelangen wir endlich zur Beziehung a=R™, im Widerspruch zur frdher
Annahme. In diesem Falle muss a damit glelch einer Potenz von R sein.

. I Es stehe R"&a fiir jede natiirliche Zahl », Dann ist R ni¢ht nilpo-
tent und daraus folgt nach dem im vorigen Gesagten, dass jede Potenz von
_ER‘ nicht idempotent. Wenn -aCCR™, adER™*! ist, so folgt nmach der Multi-
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likationseigenschaft ein Widerspruch a=R"bCR™+1.  Nachdem muss aCR®
fiir alle m sein. Setzen wir nun b= ﬁ R"*, so ergibt sich daraus da.
=]

Nach den soeben gewonnenen Ergebnissen gilt be fir das Ideal b mit der
Eigenschaft b>=Rb, also db=Rb, und somit

b =Rd =R = ... = »234+(0)

Nach Satz I enthilt damit R ein idempotentes Element e. Es sei nun
m die Gesamtheit der durch m=em definierten Elemente m und n die Gesamt-
heit aller Elemente n von der Art, dass zne=0. Dann ist m/\n=(0) und
m=m?. Folglich ist R=+m, denn R+4R? ist. Ist 7, ein beliebiges Element
aus R, so ist rpe=r,e?, er,—r,)=0. Danach ist r,—re=nen, re=mem
und folglich 7y=%+m. Damit erhalten wir die Darstellung von R in direkter
Summe R=n+m, wo n==(0), m=m?*==R ist.

Wiare fiir alle Elemente # aus n  (n)=(n)n, so wiirde n=n? und daraus
ergibe sich ein Widerspruch R=%R2. Also konnen wir fiir ein Element #,
aus n  (nm,) >(n,)n setzen. Nach der Multiplikationseigenschaft gilt (n,)=
(n,, m)b fiir ein Ideal b. Daraus folgt nach m/\n=(0), mb=(0) und bTn
Hiermit ist (n,)=(n,)n im Widerspruch dazu, dass (n,)>(n,)n ist. Mit diesem
Widerspruch ist die Richtigkeit des Satzes 3 vollstindig dargetén.

Zum Schlusse dieses Abschnittes miissen wir also, auch zur Volistindig-
keit der Strukturtheorie folgende selbstverstindliche Bemerkung hinzufiigen :

Ist jedes Ideal aus einem Ring R glewh einer Potenz von R, so ist R ein
Multzphkatwnsrmg

3. Struktur vom idempotenten Multiplikationsring.

Am Anfang stellen wir den Satz auf:

Satz 4. Ein idempotenter Multiplikationsring R erzeugt sich aus einem
Orthogonalsystem von idempotenten, primitiven Elementen. D. h. R lisst sich
als eine direkte Summe R=(e,)+(eg)+ -+ darstellen, wobei (e, , eg, ...) ein
Orthogonalsystem von idempotenten, primitiven Elementen bedeutet.

Wenden wir Satz I auf den Ring R an, so erhalten wir ein idempotentes
Element e. Nach der in der Einleitung ausgesprochenen Annahme lisst sich e
als eine direkte Summe von endlich vielen, idempotenten, primitiven Elementen
darstellen. Es sei nun (e,,es,...) ein maximales Orthogonalsystem von
idempotenten, primitiven Elementen, dann ist a=(e,)+(eg)+ - eine direkte
Summe der Hauptideale (e,), und sie wird ein idempotentes Ideal aus .

Wenn R Da ist, so kénnen wir nach Satz I ein idempotentes Element ¢,
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ausserhalb von a finden, und das Ideal (e¢,) ist.idempotent. Dabei konnen
wir nach unserer grundlichen Annahme voraussetzen,-dass -¢, ein durch a
untexlbares, primitives- Element ist,. Damit .ist . offenbar (e). a. Setzen wir
nun b=(¢,)N\a, so ist 8 q, b((eo), und ferner nach der Multlphkatlonselgenv
schaft von R folgt db=(e,)b=(¢,)(eo)b=(e,)d, d=ab’ =ab. Hleraus ergibt sich
weiter d=(¢,)add2, weil (e,)ab ist; also ist b 1dempotent Nach Satz I
hat b ein idempotentes primitives Element ¢,’ und ¢,’=e,r besteht fiir ein
Element r aus ‘R. ‘Da._aber e,’¢,=e,re,=re,=e¢,’ €b ist, so :folgt daraus
(es—€, ey’ =0, (e,—e, ¥=6,—2e,6,’ +e,/=e,—e,' €(6,). Nach. der Annahme,
dass ¢, ein durch a unteilbares primitives Element ist, soll ¢,'=0 und folglich
»=(0) sein. Daraus bekommen wir ein Orthogonalsystem von idempotenten,
primitiven Elementen, welches grosser als (e, ,¢;s,...) ist. Das widérspricht
unserer Annahme, dass (e, , €, ...) maximal ist. Hiermit muss R=a. sein.

Unsere Aufgebe ist nun die Untersuchung der Struktur eines in direkte
Summe unzerlegbaren, 1dempotenten Multxphkatlonsringes Dazu brauchen
wir vorerst zu beweisen.

Satz 5. Ist R ein unzerlegbarer, idempotenter Multiphlcatwnmng, 80 hat
R Einheitsclement und sein Radikal ist prim. Hierbei bedeutet Rattzkal die
Gesamtheit aller nilpotenten Elemente von R.

Es sei § das Radikal von R, dann ist. I;(’&i Denn es gibt in R nach
Satz I ein idempotentes Element e. ' Zum Beweice sei § nicht prim. Dann
besteht abch fir zwei Elemente ¢ und b mit der Eigenschaft a ¢ ¥, b¢.
Dabei sind beide ¢ und b nicht nilpotent in bezug auf h, da § halbprim ist.
Betrachten wir nun b=} :(¢) und a=} :b, so wird beb, a€a. Da b halbprim
ist, so folgt daraus

(1) - aﬂb*' o
Aus a((a, b) und nach der Elgenschaft vom Multlphkatxonsrmg folgt ferner
(2). ‘ a—(a,b)cCc, la.

Nach (1) erhalfen wir damit becSh, und folglich besteht ¢Ca. Aus (2) folgt
(3) . , a=c, a=(a, b . |

Dabei ist aber abCf, mithin besteht a=(a? §). Nach der Multiplikations-
eigenschaft’ ergibt smh (5, a)=a c'z(az b)e'=(aac’ hc")= (a(B, a), bc'). Daraus
erhalten wir . : :

4y a=aa(h), o(a'—a")=0(p),

— 6 =
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wo o' ein Element aus a ist. Aus (4) und b=¥%:(a) folgt a’—a’® €b. An-
dererseits ist aber a’—a'® €a, und folglich' erhalten wir nach (1) @' —a”® €Y, -
und daher auch (o' —a’®)*=0 fiir eine hinreichend grosse natirliche Zahl #.
Durch die Entwickelung der Potenz ergibt sich ¢"=a'?"r. Setzen wir a'*r=g¢,,
so ist e, € a und idempotent. Daraus konnen wir schliessen, dass R in-direkte
Summe zerlegbar, oder R=a ist. Der erste Fall widerspricht- der im Satz
aufgestellten Annahme. Im zweiten Falle ergibt sich RbCH, H2Sp, im Wider-
spruch zu b2¢ Y. Danach muss das. Radikal § prim sein. g .

Nach Satz 1 besitzt R ein idempotentes Element ¢ und fiir ein beheblges
Element r aus R gilt e(r—re)=0. Setzen wir m die Gesamtheit aller Elemente
m mit der Eigenschaft em=m und n die Gesammtheit aller Elemente % mit
der Eigenschaft en=0, so ist R in die direkte Summe R=m+n zerlegbar.
Nach der Unzerlegbarkeit von R muss damit n=(0) sein, also re=r. Hieraus
folgt Satz 5. A :

Lassen wir uas bei der. We1terentw1ck1ung der Strukturtheorle von. Ana-
logieen aus der gewohnlichen Ringtheorie leiten, so ist -das nichste Ziel die
Untersuchung von Primidealen. Zunichst wird die Existenz des Primideals
durch folgenden Satz hergestellt : .

Satz 6. Wenn R ein idempotenter, unzerlegbarer Multzplzlmtwmrmg ist,
s0 hat jedes Ideal -a(==(0),. R) einen von R verschiedenen Primidealteiler, und die
Anzahl der kleinsten Primidealteiler von a ist endlich. o

Zum Beweise sei a ein beliebiges, von Null verschiedenes Ideal aus R .
und R=R/a der Restklssenring von ‘R nach a. Dann ist R auch. ein
idempotenter Multiplikationsring, und . R hat nach Satz 5 Einheitselement e.
Zu e von R ist ein Element ¢ von R zugeordnet, und dabei ¢ ist Einheits-
element von R. Nach Satz 4 lisst sich R als eine direkte Summe
R=(e,)+(&;)+ - darstellen, wobei (&,, &,, «----- ) ein Orthogonalsystem der
idempotenten, primitiven Elemente von R bedeutet. Nach unserer grundsitz-
lichen Annahme ist aber ¢ in eine direkte Summe é=eé,’+ée,’'+ --- +¢&,’ von
endlich vielen idempotenten, primitiven Elementen e, zerlegbar, und ferner
gehort ¢’ zu einem aus (¢,), weil ¢’ primitives Element ist. Nach eg,=¢,
=¢[e,'+ --- +¢,') besteht damit ¢,=e,e,’ €(e,’), und folglich (&,)=(zg,’).’ Daher
erkennen wir cofort, dass die "Anzahl der Elemente des Orthogonalsystems
(€14 gy wveree ) endlich sein muss. Andererseits ist aber nach Satz 5 das Radikal
t, von (&) prim, und folglich ist t,+(&)+ - +(&_1)+(8s)+ - +(&,) ein
Primideal in R und ein kleinstes. Damit ist jetzt unsere Behauptung - als
richtig erkannt. ‘
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- Aus Satz 6 folgt waiter: :

Satz 7. Ist R ein idempotenter, unzerlegbarer Multiplikationsring, so ist
jedes Primideal p(==(0)) von R ein mavimales Ideal, und es gibt kein Ideal
zwischen b und p2. Ferner ist jede Potenz vom b primir und umgekehrt ist
ein Primirideal von R gleich einer Potenz des zu ihm gehorigen Primideals.

Nach Satz 6 hat ® einen Primidealteiler p(==(0)), und nach Satz 5
Einheitselemente e. Aus Satz 1 folgt auch nach Unzerlegbarkeit von ER
pr==p" 1 fiir jede ganze Zahl - n, wenn p nicht nilpotent ist.

Wenn p, m zwei Ideale von der Art sind, dass SR)m)p ist, und wenn
p pnm 1st so gibt es nach der Multlpﬁkatlonselgenschaft von R p——mp
Wenn ein Element aus p nicht nilpotent 1st 0] folgt daraus nach Satz 2 die
Existenz eines 1dempotenten Elements in m und zwar die Zerlegbarkext von
R, im Widerspruch zu unserer Annahme. ‘Wenn jedes Element aus p nilpotent
ist, so ist b nach Satz 5 das Radlkal von R. Fir ein Element p(=!-—0) aus p
gllt (p)—(p)m, und daraus folgt p—mp, p(m—ma)—o wobe1 mem, mﬁp ist.
Im Falle m/'=m— m3 ep folgt Teicht die Exxstenz von 1dempotenten Element
im Widerspruch zu der Annahme, dass R unzerlegbar ist. Im Falle m/' £y
ergibt sich p=(p, m)b und bTp, weil m’ ¢p ist. Also erhalten wir p=(p, m')p
und daher folgt (p)—(p)(p, m'). Da pm'=0 ist, so folgt p=pp,=pp}=0, da
p, €p ist. Das ist aber ein W1derspruch Zussamenfassend gilt, dass P em
maximales Ideal sein soll. ' ~

Wire p>a>p?, so folgte aus ‘a=pb ein Widerspruch a—p oder alp2
Denn nach bDa>p? kénnen wir zwei Fille betrachten. Im Falle bTp ergibt
alCyp? Im Falle b&p ist (b, p)=%R und daraus folgt a—pb_p(b’p)‘_'péﬁ_p,
da % ‘Einheitselement hat Damit g1bt es kein Ideal zwischen p und p2
Danach erhaIten wir
(1) - , : p=(z,p2). | |

Ist rp=0(p™) fiir zwei Elemete p und » mit der EiQen‘schaft pPEY, PEP?,
r ¢y, so kénnen wir nach (1) p=ryz+ --- +7,_ ;2™ (p™) setzen, wobei 7, ¢p
ist, und daraus folgt rr,z + --- +rrm_,7z'”“150(p”‘), Da p maximal ist, so wird
rrire=ce(p) fiir ein Element r,. Hieraus folgt »=0 (p?), und- p=p?, im
Widerspruch zum friiher Bemesenen - Mithin gilt, dass Jede Potenz von p
primér ist. : )

Endlich sei q ein Primérideal und § das zu q gehérige Halbpr1m1dea1
dann ist nach Satz 6 und Priméreigenschaft von q § ein Primideal. - Hiermit
setzen wir nun h=p. Wenn p™>q ist, so wird q=p™b, und dabei ist b,Tp,

—_8 —



1952y STRURTUR DER MULTIPLIKATIONSRINGE

weil q ein zu p gehdriges Primdrideal ist. Danach ist qCp™+*. Hieraus- folgt
also die Aussage: Wenn q gleich keiner Potenz von p ist, 6 soll q durch
jede Potenz von p teilbar sein. Adererseits ist p™ fiir jede m nicht idempotent
und fir d=p N\P2N\P?N\ ...... gilt db=bpq, und folglich d=5?. Denn aus
b=bpp" folgt by, da p* pi'imér ist. Nach e)) ‘muss damit b pn-1 sein,
was aber fiir alle » gilt. Also ist b=b Damit muss nach Satz 1 und der
Unzerlegbarkeit von R »=(0) sein. Daraus folgt die Behauptung, dass q
gleich einer Potenz von b ist.

Jetzt endlich sind wir in der Lage, folgenden Satz zu beweisen. ,

Satz 8. Im idempotenten, unzerlegbaren Multiplikationsring R lisst sich
jedes von Null verschiedenes Ideal als ein Produkt von endlich vielen Primidealen
eindeutig darstellen. D.h. R ist ein Dedekindscher Integritiitsbereich, oder ein
primirer, einreihiger Ring.

Zum Beweise sei a(=#=(0)) ein beliebiges Ideal von Rt und 9 das zu «a
gehoriges Halbprimideal. Da wird § nach Sitzen 6 und 7 durch endlich
viele Primideale p,, p,, ..., p, teilbar, und sie sind durch einander unteilbar.
Wenn § das Radikal von R ist, so wird nach Siitzen 5 und 7 Hh=p und folglich
a=p”*, '

Im anderen Falle, sei b=p,/\p,/\ - /\P,, s0 wird bDf. Wire d>b, =0
folgte h=>bbC b aus der Multiplikationseigenschaft. Wenn p=>b ist, so
wiirde R nach Satz 2 in direkte Summe zerlegbar, und im Falle HCb wire
h=d/\b nach der Eigenschaft von Y. Durch Betrachtung von R/§ ergibe
sich, dass § durch ein von p,, b, --- b, verschiedenes Primideal teilbar wire.
In beiden Fallen hitten wir damit Widerspruch gegen unserer Annahme. Also
ist H=p;/\P2/\ ++- N\Pn « ‘ .

Durch Ubergang zu den p, gehérigen isolierten Primirkomponenten q,
von a ergibt sich daraus a=q;/\gy/\ - /\d». Nach Satz 7 ist aber q,=p
und (pf‘ , ’,”):ER fur ¢9=j. Daraus argibt sich nimlich sofort : a=bf‘bf" ien pln
und die Darstellung ist eindeutig.

Nach Satz 5 ist aber das Radikal b von R prim, und nach Satz 7 ist b
maximal, wenn b==(0) ist. Damit gelangen wir zum Schlusse; Im Falle
b=(0) ist R ein Dedekindscher Integritdtsbereich und im anderen Falle 5=-(0)
ist R ein primdrer, einreihiger Ring. ' '

Jetzt konnen wir die vorig gewonnenen Resultate in dem Hauptsatz dieser
Strukturtheorie zusammenfassen :

Satz 9 (Hauptsatz). FEin idempotenter Multiplikationsring lisst sich. als

—_0 —
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eine direkte Summe von endlich oder unendlich vielen Dedekindschen Inte-
| grititsbereichen und primdren, éinreihigen Ringen darstellen. i
Zum qchlusse dieses. Abschmttes fiigen wir.noch eine Bemerkung hinzu :
Eine direkte Summe von, endlich oder. unendllch vielen Dedekmdschen
_ Integrltatsberelchen und pnmaren, emre1hlgen ngen ist umgekehrt ein
1dempotenter Multlphkatlonsrmg

4. Ubersicht.

Um eine Ubersicht iiber -die Struktur der Multiplikationsringe und die
Relationen zwischen Multiplikationsringe und Z.P.I-Ringe zu erhalten, fassen
wir zunichst die vorig gewonnenen Ergebnisse im Hauptsatze zusammen :

Hauptsatz. Es sei R ein Multiplikationsring und jedes idempotentes
Element aus R lasse sich als eine direkte Summe von endlich vielen idempo-A
tenten, primitiven Elementen darstellen. Im Falle R=4=R? ist dann jedes Ideal
(==(0) ) aus R gleich. einer endlichen Potenz von R, und- im Falle R=R? ist
R gleich einer direkten Summe von endlich, oder unendlich vielen Dedekindschen
Integritiitsbereichen und primaren, einreihigen Ringen..

Nach Krull® heisst ein kommutativer Ring, in dem jedes Ideal als Produkt
von Potenzen endlich vieler Primideale dargestellt. werden kann, aligemeiner
Z.P.I.-Ring. Fiir diesen Ring ist es schon bewiesen®, dass ein kommutativer
Ring R dann und nur dann ein allgemeiner Z.P.I.-Ring ist, wenn in R die
folgenden Bedingungen erfiillt sind :

1. Es gilt in R der O-Satz.

2. Fur jede Primmaximalideale p und p' existiert kein Zwischenideal
zwischen Y’ und p (einsch. p=p’). :

3. Kein Zwischenideal ewistiert zwischen R und R2.

Danach besitzt ein allgemeiner Z.P.I.-Ring die folgende Struktur: -

Struktur von allgemeinen Z.P.I.-Ringen.

Im Falle R=R* ist R=R,+R,+ --- +R,, wobei R, ein Dedekindscher
Integrititsbereich, oder ein primdirer einreihiger Ring ist, und im Falle R-|-R?2
ist R=Ff+m, oder R=m, wobei .t einen Kiorper und m einen Ring bedeutet,
in dem jedes Ideal gleich einer Potenz von wm.ist.

Aus dem Hauptsatz und der soeben gesprochenen Tatsache ergibt sich
nun -der folgende interessante

3) W, Krull, Idealtheorie (1935) 12, 86.
4) S. Mori, Aligemeine ZPI -Ringe, Journal of Sci. of the Hiroshima Univ., Vol. 10 (1940)
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1952) STRUKTUR DER MULTIPLIKATIONSRINGE

Setz 10. Multiplikationsringe und allgemeine Z.P.I.-Ringe stimmen dann _
und nur dann miteinander uberem, im Falle R=R?, wenn der Tezlerkettensatz
gilt, und im Falle R==R?, wenn R in direkte Summe unzerlegbar ist. Im
Falle R=R? ist somit allgemeiner Z.P.I.-Ring nur ein spezzeller Fall von
Multiplikationsring, in dem der Teilerkettensatz gilt.

Wir kniipfen endlich noch eine wichtige Bemerkung hier an, dass wir
durch eine geringe Verwandlung der Definitionen von Multiplikationsring und
Z.PI.-Ring den Fall R=+-R? aus unserer Betrachtung weglassen konnen.

Z .P.I.-Ring und Multiplikationsring im engeren Sinne. Sind alle Ideale
(=R) aus einem Ring R als Produkt von endlich vielen Primidealen darstellbar,
welche von R verschieden sind, so heisst R Z.P.I.-Ring im engeren Sinue.

Es seien a und b zwei beliebige Ideale aus Ring R, und aCb. Konnen
wir immer ein Ideal ¢ von der Art finden, dass a=bc ist, so heisst R
Multiplikationsring im engeren Sinne.

Nach den obig ausgesprochenen Eigenschaften von Multiplikationsring
und Z.P.I.-Ring im allgemeinen Sinne konnen wir damit zu folgenden wich-
tigen Sitzen gelangen : ' '

I. Jeder Z.P.I.-Ring im engeren Sinne besitzt E'mheztsetement und in
ihm gilt der Teilerkettensatz.

Denn, wenn R ein Z.P.I.-Ring im engeren Sinne ist, so wird R=R2 und
in R gilt der Teilerkettensatz. Daher folgt die Existenz eines Einheitselements.

1. Ist R ein Multiplikationsring im engeren Sinne, so muss R=R? sein.

III. FEin Multiplikationsring im engeren Sinne stimmt dann und nur dann
mit einem Z.P.I.-Ring im engeren Sinne uberein, wenn in ihm der Teiler-
kettensatz gilt.

—_— 1] -
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