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Algebraischen Zahlkorper coia

Von
Noboru NAKANO

(Eingegangen am 31, Oktober 1953)

Im aligemeinen unendlichen algebraischen Zahlkdrper kann ein Primideal pP
idempotent sein. Vor kurzem habe ich bewiesen,? dass ein zu p gehoriges und von
p verschiedenes Primirideal q keinesweg idempotent ist, wenn p auch noch idempotent
ist. In dieser Arbeit zeigen wir, dass immer gp3=¢2 ist und dass q=gp und q3cqp
beide entstehen kénnen, wenn p=p? ist. Ferner ist q=q:p ebenso wie q3=q:p mdglich,
wenn p=p? ist. Andererseits konnen wir beweisen, dass q3¢qp und auch g3gq:y ist
dann und nur dann so, wenn p3p? ist. ’

Danach teilen wir in-§ 1 dieser Arbeit Primiarideale aus unendlichen algebrai-
schem Zahlkorper in folgende vier Arten ein:

Falls pcp?; erste Art nenmnen wir q, wenn Q¢q, 4 q:p sind,
zwetle Art nennen wir q, wenn qp3q, ¢ =q:p sind,
Falls p =12, dritte Art nennen wir q, wenn qp =q, 0q:p sind,
vierte Art nennen wir q, wenn gp=gq, q=q:p sind,

und am Anfang von §2, 3, 4 und 5 dieser Arbeit werden wir Beispiele von jeder
Art geben. _

In seiner Arbeit¥ hat Herr W. Krull den Begriff der Werte von Primaridealen
eingefiihrt und den Zusammenhang zwischen Primiarideal und seinem Wert unterge-
sucht, und dann Primarideale nach ihren Werten in vier Arten eingeteilt.. Hier
wollen wir beweisen, dass unsere vier verschieden Arten beziehungsweise mit den
Krullschen vier Arten iibereinstimmen. Damit konnen wir an die Krullsche bewert-
ungstheoretische Einteilung von Primiaridealen eine idealtheoretische Bedeutung an-
kniipfend erklaren. '

In §2, 3, 4, und 5 dieser Arbeit wollen wir die Eigenschaften von Primiridealen
von jeder Art und den Zusammenhang zwischen Primirideal von einer Art und der

“anderen untersuchen. Zunichst erhalten wir:

1) Im folgenden verstehen wir unter Primideal p stets ein von Einheits- und Null-ideal verschie-
denes Primideal.

2) N. Nakano; ,, Uber idempotente Ideale in unendlichen algebraischen Zahlkorpern,“ Jour. of
Sci. of the Hiroshima Univ. Vol. 17, No. 1, 1953, (s. 16, Satz 6), zitiert mit ,, Nakano (1)*. -

3) W. Krull; ,,Idealtheorie im unendlichen algebraischen Zahlkorper,“ Math. Zeit. Vol. 29, 1929
(s. 49), zitiert mit ,, Krull * )
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Wenn q von lter Art ist, so sind qm:pzqm, gm+k: gk = gm fiir alle m, B,
wenn q von 2ter Art ist, so sind ¢ :p= am, gmk: gk =g fiir alle m, k,
wenn q von 3ter Art ist, so sind qm: p:\:qm qmtk ; qkéqu fiir alle m, k,

wenn q von 4ter Art ist, so sind q”:p = ¢” und auch a7 :px g% (7= 2) moglich.
Dabei stossen wir noch auf folgende wichtige Tatsache:

Ist q von 4ter Art und om:p=q™ fiir alle m, so ist der wert von q eine irrationale
Zahl.
Ist q von dier Art und o#:p>=q» fiir mindestens eine n(n>>2), so ist der Wert
~ von q eine rationale Zahl.

Wir konnen also Primarideale von der vierten Art in eben erwihnte zwei Arten
einteilen. -Es ist. dabei noch bemerkenswert, dass, wenn q”:p3zg” fiir eine n(n=>2)
ist, so erhalten wir q#:p=q#” fiir jede natiirliche Zahl # und o#+k:qk=q" fiir alle k.

Vom bewertungstheoretishen Standpukte aus hat Herr W. Krull ein. Primarideal
q -, endlich “ oder ,, unendlich * genannt, je nachdem q in unserem Sinne mit qp3:=q
oder mit qp=q vereinbar ist, und dann die folgenden Regeln eingefiihrt: endlichx
endlich=endlich, endlich x unendlich=unendlich x unendlich=unendlich./ ' Nun kénnen
wir diese Regeln noch folgendermassen erweitern: 2fe Artx2te Art==2te Art; 3te Art
x2te Art=3te Art, 3te Art x 3te Ari=3te Art; 4dte Artx 2te Ari=4te Art, 4te Artx 3te Art
=dte Art, 4te Artx dte Ari=3te oder 4te Art?

Ausserdem erhalten wir noch folgende Ergebnisse :

Ist q von 2ter Art, so ist gp von 3ter Art, und ist q von 3ter Art, so ist q:p von
2ter Art. ' o '

+. 'Wenn q von 2ter Art ist, so ist q=qp:p, aber q3=(q:p)p, und wenn q von 3ter
(Art ist, so ist q3zqp:p, aber q=(q:p)p. Ferner wenn q von lter Art oder 4ter Art
ist, so ist immer q=qp:p=(q:p)p.

§1. Die Einteilung von Primiridealen

, Im' folgenden bedeutet & einen algebraischen Zahlkorper, welcher als der Ver-
'éi'ﬁiﬁgungskbrper von abzihlbar unendlich vielen algebraischen Zahlkorpern &, 8, -
. , 8, -+ definiert wird, wobei jeder &, von endlichem Grade iiber dem Rationalkérper
und R, in R, enthaltenist. Wir bezeichnen diesen Korper ® mit ®={f,}. Ist ©
‘dle Gesamtheit der ganzen algebraischen Zahlen des unendlichen Korpers !, O, die
'Gesamthelt der ganzen Zahlen aus R,, so ist offenbar: O={D,, Oy, - 3= {D 1.
Ist p ein Primideal in © und bezeichnen wir p/\O,=p,, so ist p, ein Primideal in O,.

Ferner ist ¢ ein zu p gehoriges Primarideal, so konnen wir q/\O,=p}v fiir alle »

.4) ,,Krull* s. 50~51.

5) .Ist q von 4ter Art und der Wert von q eine rationale Zahl, so gélten ¢%: pﬁpq” fiir mindes-
tens‘eine #(#>2) und weiter q®p=q”, folglich ist ¢* von 3ter Art. Also kommt es w1rkl‘1ch vor, dass
4te Art x Ate Art=3te Art ist.
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Uber die Einteilung von Primdridealen im Unendlichen Algebraischen Zahlkorper
setzen. Andererseits setzen wir nacheinander

Pv‘le:P:'Hlavu ’ (hy+1s 9v+1)#Dv+l ’ Py+1=p A ‘Dv+1 ’
Pva=P>f' viLhe™ hAa/\ , (r 02)=00, n=pN\ O,

dann gilt der einfache aber wichtige
Hivrssatz 1.8 Ist q ein zu p gehoriges Przmarzdeal und setzen wir pN\O,=h,,

q/\D —‘pv ] vaA'—P v+1hv+2 hAaM (Pm a}\)"‘—DM So zSt
( —l)hv+l hv+2 k)\ < e\ > < e, hy+1hv+0 e h)‘ fhr alle Ay,

Da zunichst pSv1a:=p®v ist, gibt es ein Element o in p&~), aber ausserhalb von
2. Es sei a=p271,, (p,,5,)=0,, dann wird

aDy=pa* PPz g, B)=0, fiir alle A (A > ). 1)
Andererseits ist a'¢ psy, folglich «a ¢, so ist
a¢Q/\bA=pf>~ fiir alle A A>v). | 4 2
Aus (1) und (2) folgt pyv DAtz s e g h,
(e,—Dhys1 byiz -~ Ba<en  fiir alle r A>v). o ;(3)

eyhyry-

Ist zweitens pv“D)\—p cxgq [\D)\:pf;", so erhalten wir leicht

ex<eh, by by fiir alle A A >’v). @

Nach (3) und (4) ist unsere Behauptung einleuchtend. :

Nach Hilfssatz 1 ist klar, dass (e,—1)%,+1 Byss = B = e,—1 ist. Da erhebt sich

die Frage: Welche idealtheoretische Bedeutung die Tatsache hat, dass (e,—1)A,+15;,+2
« h=e,—1 fiir alle A\ A >v=>N ) ist? Betreffs dieser Frage konnen wir folgenden
Satz beweisen. :

-Satz 1. Ist qein 2u p gehb‘rz‘ges Primc’irideal, so ist der Ide,alquotient‘ q:p dann
und nur dann ein echter Teiler von o, wenn fiir hinreichend grosses N immer

e,—Dhys1h,4g - Ba=erx—1 ist, falls A >v = N ist.

Zunichst nehmen wir an, dass q:p der echte Teiler von q ist. Dann ex1stiert
ein Element «, derart, dass «a¢q, aeq:p ist. Wenn wir den Index N hmrelchend
gross wiahlen, dann ist ae®O, fiir v (W = N). Aus ap < q folgt aep, weil q ein zu
p gehoriges Primidrideal ist. Wegen aep/\O,=p, konnen wir a=p7b,, (b, B,}):D;,

6) Vgl E. Stiemke; “ Uber unendliche algebraische Zahlkorper,“ Math. Zeit. 25 (1926), s. 33,
zitiert mit ,, Stiemke “. Und auch vgl. ,, Krull ¢ s. 48. In diesen Arbelten sehen wir ‘nur auf d1e
Tatsache, dass (ey—l)hy+1<e>\_<.evhy+1 ist. .

Im folgenden ist ein zu p gehodriges Primirideal q stets von p verschieden.
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setzen, wobei a=e,—1 ist. Denn aus ab,=p3*', < qN\O,=p¢ folgt a+1>>e, und
andererseits folgt aus a¢q/\O,=p{" ohne weiteres a < e,, damit erhalten wir
—1<a<e, d.h. a=e,—1. Nach a=p¢* 16, und ap<q ist offenbar

(e,=Dh,+1 by B+l

ap,=p B S aN\O=p* fiir alle . (A D).

Also ist (e,—1)h,+1h+2 -+ B = ex—1. Da aber nach Hilfssatz 1 e\ > (e,—1)A,+1 Bys2
- ky ist, so erhalten wir (e,—1)A,41 7,45 - Bai=e,—1 fiir alle A (A > ). '

Sei umgekehrt fiir hinreichend grosses N immer (e,—1)%, 1%+ - bx=er—1, falls
A>v 2> N, so gibt es ein Element 8 in p{*”,, aber ausserhalb von p5*. Setzen wir
B=p5""1,, (p,,¢,)=D0,, so ist

LA ’ Bp}\:p;ey—l)ku+1hy+2"'h}\"'l Crs (p)\l C)\):D,\ .
Da nach unserer Annahme (e,—1)A,:15,.2 - hy+1=e, ist, so erhalten wi.r
BnprSq  firallea  A>r=N).

Daher muss Bp < q sein, und wegen B¢ q ist q:p der echte Teiler von g

Satz 2. Ist g ein zu p gehoriges Primdrideal, so ist der Idealquotient q;p dann
und nur dann gleich q, wenn wir fiir hin{eichend grosses N einen Index A (A>v=N)
so wiihlen kinnen, dass (e,—1)h,1hy.z -+ B < ex—1 ist.

Nehmen wir jetzt an, dass q:p=q ist. Dann ist nach Satz 1 (e,—1)h,+1h+2

= Iy en—1 fiir einen geeigneten Index A, (A >» 2> N). Wire zunachst (e,—1)%,+,

hy+2 - B> e,—1, so wiirde nach Hilfssatz 1 e,—1 < (e,—1)Ah,+1h,+2 - By << e, sein,
was unmoglich ist. Damit muss (ev—l)hv+1hy+z -+ Iy < ey—1 sein. Wenn umgekehrt
(e,— 17,11k, 15 - By << ex—1 ist, so ist nach Satz 1 offenbar q:p=q.

Ferner ist nach Hilfssatz 1 e, <eh,+1%,+2 - k.. Da erhebt sich die Frage:
Welche idealtheoretische Bedeutung die Tatsé.che hat, dass e.=e,h,1l,+2 - k) fiir
alle A (A>v=N) ist? Zur Antwort auf diese Frage werden wir zunichst folgen-
den Hilfssatz 2 und Satz 3 beweisen. '

Hicrssatz 2. Ist q ein zu v gehoriges Primdrideal und setzen wir p[\O,=b,,
aND,=p%, so ist die Vereinigungsmenge {--,ps*L, pouiltl o pfa "l . 1={p8*1} gleich

qp_?)
Aus p,<p und p*<q ergibt sich p&»*!qp. Also ist offenbar - {pfv*1} < qp.

Umgekehrt ist « eine beliebige Zahl aus gp, so ist « in der Form darstellbar a= i‘.iq;pi,
‘ ‘ k =

wo g;eq und p;ep(¢=1,2, -, n) sind. Wir konnen N so gross wihlen, dass alle ¢;,
i in D fur v>N sind. Dann ist die obige Summe fiir v (# 2> N') durch p{*!

tellbar A1=o ist ae {m 13 folglich ap < {p¢**1}. Damit ergibt sich {pﬁ"*l}—qp

.Satz 3 Ist q ein zu p gehoriges Primérideal, so ist ap dann und nur dann gehch
0, wenn wir fiir hinreiched grosses N eingn Index A (A >v = N) so wihlen kom_zen,
dass e,h, 1k, - By > ey dsl.



Uber die Einteilung von Primdridealen im Unendlichen Algebraischen Zahlkérper

Zunidchst nehmen wir an, dass qp=q ist. Dann ist nach Hilfssatz 2 q=qp={ -, pt»*1,

pf,‘i,‘]”l, ey Py -}. Es sei nun « ein genau durch q/\O,=ps* teilbares ‘Element, so

ist ¢ €q. Daher ist

e tl |

aepr*!  fiir hinreichend grosses A A>v). (5)

Da aber kénnen wir a=ps, (p,c,)=0, festlegen, und erhalten sofort a=py™*!

hyro by by+1h

vz i teilbar. Also ist infolge
von (5) pe”h”r"h"Cpe"ﬂ, d.h. e, 1hy. = e+l>e,.
Sei umgekehrt B ein beliebiges Element aus g, so ist BeD,, falls >N fiir

tr (Da, ©1)=9,, namlich « ist genau durch p"“

hmre1chend grosses N. Dann ist Beq/\O,=p, damit kdnnen wir B:pi“”ﬁv,
(0, 5)=9,, a =0 festlegen. Wenn wir fiir N einen Index A (A >v = N) so wihlen
konnen, dass evhy+1hy+2"'h)‘ > ¢, ist, erhalten wir

(ev+ﬂ)hv+1hy+2 e h)\ Z. e“h'y—}-lhv—l-z e h)\ :Z__ e)\+1 .

Daher folgt 8= p(e"M)h“”h"*Zm g, — pg"ﬂ. Da aber nach Hilfssatz 2 die Vereinig-
ungsmenge {151} gleich qp ist, so erhalten wir B eqp, folglich ¢< gp. Damit muss
q=qp sein. . .

Aus Hilfssatz 2 und Satz 3 ergibt sich der folgende Satz, welcher die obige Frage
beantwort. _ .

Satz 4. Ist g ein zu p gehoriges Prz’miirz‘deal so ist q dann und nur dann ein
echter Teiler von b, wenn fitr hinreichend grosses N immer e)\—ethlhwz - by Zst,
falls A>v > N st

Zunachst nehmen wir an, dass q der echte Teiler von gp ist. Dann ist nach
Satz 3 fiir hinreichend grossés N immer '

ehyihyin - e, . falls A>v=N.

Da aber nach Hilfssatz 1 e, < e,h,+1h,+2 - Ay flir alle A (M > v > N) ist, so erhalten
wir sofort e 2,417, +2 hy=e,. Wenn umgekehrt e,%,.1%,+5 - Bx=e¢, ist, dann ist nach
Satz 3 q3=qp, ndmlich q ein echter Teiler von gy

Wir wollen nun den Wert eines Primarideals q -in Bezug auf Primideal p folgen-
dermassen definieren: Wenn die zu p gehdrige Primzahl p genau durch p}v teilbar
ist und wenn p;_; (7=1,2, -, v; p=p) innerhalb 9; in die Potenz p¥ zerfillt, so
erhalten wir pQ,=ph* b, (p,,¢,)=0,, und #,=hh, - h, Bezeichnen wir q /| O,=pe",

& b1 6
7, Mt T M

unten beschriankt, und muss daher einen endlichen Grenzwert w(q) besitzen.. Dann
heisst w(q) der wert von o in Bezug auf das Primideal p. Zusammenfassend unsere

so ist nach Hilfssatz 1 die Folge -, -, - abnehmend und nach

7) Vgl ,,Nakano (1) “, Hilfssatz 5, s. 16.
8) M. Moriya; ,, Theorie der algebraischen Zahlkérper unendlichen Grades,” Jour. of Sci.
Hokkaido Imp. Univ. Series I. Vol. 3. s. 169, zitiert mit ,, Moriya “. Vgl. ,, Krull“, s. 48.
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Ergebnisse, erhalten wir danach folgenden
Satz 5. Ist q ein zu p gehorzges Primdrideal und N ein hinreichend grosser
Index, so gilt:

i e O Gl O =1
(i) apeq und qcq:p= Pl N n =w(Q) > = =
_&en—1l __ e—1
- 7ny+1 - n, ’
i R S T NS a—1_ e~—1
(i) gpxq und q=q:p 2 n e = T =w(q) > o n
) ap= iy G 6 ==l L en—l el
Gii) ap=q und qXq:p 2 nv>m>w(q)—~ = = nl

e _ —aep—> O En a—1l_ e-1
(v) p=0q und q=q:p2 nv>nx>w(q)> N > ”nv

fiir einen geeigneten Index N (A >v=>N).

Nach den Satzen 1, 2, 3, 4 und der Definition des Wertes ist klar, dass diese

ausser Fall (iii) gelten. Ferner konnen wir den Fall (iii) wie folgt beweisen; aus
q3=q:p ergibt sich nach Satz 1

e—1

(e,— 1D hy+1h,42 -+ By =ex—-1, folglich % +— fiir alle A (A>7>N),
. A

V

daher erhalten wir ohne weiteres

— i O _&—1
w(= ff»’f n\ ny :

In seiner Arbeit® hat Herr W. Krull den Begriff der Werte von Primiridealen
eingefiihrt und dann das Problem des Zusammenhangs zwischen Wert und Primar-
ideal untersucht und folgende vier verschiedene Falle unterschieden.

e
D »zv(q)= »

=ev+1= ves :e)\= ey ny_-:nv_’_l_—_-: oo :n}\z...’

>1, lim n,=+co,

. e,
Q!9 w(q)? ”

bei gekiirzter Darstellung in einem »n, (A >v) aufgeht.

ist eine n'ratlonale Zahl oder eine

ratlonale Zahl, deren Nenner bei ‘gekiirzter Darstellung in keinem #, (A\>v > N)
aufgeht.

Diese vier verschiedenen Fille stimmen beziehungsweise miyt unseren eben er-
wihnten vier Fillen iiberein® Daher hat Satz 5 die Aufgabe, die Krullsche bewer-

9) ,, Krull “, s. 48~49.

10) Uber die Uberemstlmmung von (i) und (I) siehe §2 s.327 dieser Note. Es ist klar dass
i), Gii) resp. mit (II), (III) iibereinstimmen. Uber die Ubereinstimmung von (iv) und (IV)
siehe Sitze 23 und 24 (§5. s. 338) in dieser Note. ’
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tungstheoretische Einteilung von ¢ auf idealtheoretischen Grund folgenderweise
- auszusprechen :

Primdrideal von erster Art heisst q, wenn qpx=q und qcq:p sind,
Primiérideal von zweiter Art heisst q, wenn qp>=q und.q = q:p sind,
Primérideal von dritter Art heisst q, wenn op=q und q>cq:)p sind,
Primirideal von vierter Awrt heisst q, wenn qp = q und § = q:p sind.

In den folgenden Paragraphen wollen wir die Eigenschaften der Primarideale von
jeder Art und den Zusammenhang zwischen dem Primdrideal einer Art und einer
anderen untersuchen.

§2. Primarideale von erster Art

Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkoper ﬁ erhalten wir folgenden
wichtigen Satz:1) Ein Primideal p aus O ist dann und nur dann idempotent, wenn
pN\O,=p, nach p unendlich verzweigt. Aus diesem Satz ergibt sich sofort der
folgende

Hirssatz 3. Ist q ein zu p gehoriges Primirideal von erster Art, so ist p—\-\;pz;

Nach unserer Definition erhalten wir qpzq und q:p3gq, so folgt aus Sitze 4
und 1

evhv+1hu+2 h/\'—'—"ex ’ . : (1)
} fiir alle A A>v>=N).
(ev_"]-)hv+1hv+2 h)\=e)\'_1 (2)
Aus (1) und (2) ergibt sich &,15,:2 -~ I=1 d.h. k=~ = =h=1 ﬁir‘ﬁan‘e 2

(A>v 2= N). Daher muss der Exponent e,, A >v >N fiir hinreichend grosses N
konstant sein, folglich muss p3p? sein.

Ferner erhalten wir auch folgenden Satz12: Ein zu p gehbriges-Primﬁrideal q
ist dann und nur dann gleich einer Potenz von p, wehn p#;p2 ist. Deswegen, ist q
ein zu p gehoriges Primiarideal von erster Art, so ist q glgich einer bestimmten
Potenz von p.

Hirssatz 4. Ist p 12, so ist pm:pn=pm-n fijyr m > n.

pm:pn D pm-n jst klar. Nehmen wir jetzt pm:p» Dbm-" an, so gibt es ein Ele-
ment o in p™:p”, aber ausserhalb von pm-7. Aus ap* < pm folgt aep. Da aep
und aé¢pm-» sind, gibt es eine.Zahl f(1<f<m—n) von der Art, dass aep/ -1, a¢pf
ist. Dann muss :

(1, a)=pf -1 - &)

sein, weil kein Ideal zwischen pf und pf-1 exisfiert.ﬁ) Es sei 7 ein Element derart,

11) ,,Nakano (1), Satz 1, s. 13.
12) ,,Nakano (1), Satz 8, s. 19.
13) ,,Nakano (1) “, Satz 4, s. 15.
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dass wep, m¢p? ist, so erhalten wir in gleicher Weise
(77-91’ pﬂ+1) :pn . . . . (4)
Aus (3) und (4) folgt '
. pf—lﬁn:-_-(pf, Q) (PP, ) =(pf +7+L, ¢, e, a,,,,;) ,

wobei aprtl pr+f, qrpf TS, amteapr pm C_prtf sind. . Damit erhalten wir
pn+f-l=pn+f, Das ist aber unmoglich.? Also muss p™: pr=pm-* sein,

Aus diesem Gedankengang ergibt sich schliesslich der folgende wichtige

Satz.6. Ein zu p gehoriges Primirideal o ist dann und nur dann von erster
Art, wenn pc1? ist. ,

Wenn q ein Primiarideal von erster Art ist, so .ist nach Hilfssatz 3 pagp2  Sei
umgekehrt pzp?% dann ist q von der Form: q=Jp¢, folglich gp=petl. Also ist q2=qp,
weil pedcpet! ist. Ferner erhalten wir nach Hilfssatz 4

, q:p=pe:p=pe-lcpe(=q)
folglich q: p3xq. Daher muss q ein Primarideal von erster Art sein.
ZusaTz. Sind p=p® und a>cq, so ist q ein Primdrideal von zweiter Art Sind
p=p2 und q: p3caq, so ist q ein Primdrideal von dritter Art.

Aus p=p? und qp3pq ergibt sich sofort nach Satz 6 q:p=q, niamlich q ist von
zweiter Art, usw.

Beispiel eines Primirideals von erster Art.
Adjungieren wir zum rationalen Koérper &, sukzessive die 3-ten, 5-ten, 7-ten, -,
D, -ten, -+ Einheitswurzeln, wobei p, die (»-1)-te natiirliche Primzahl bedeutet, so
entsteht eine Folge von Kreiskorpern:
f1=Ro(w3), K2=Ro(w3, ws), 93—90((03, w5, 07) 5 K= Ro(ws, w5 -+ @py), s

i
wobei w,=e > 2 und 3=p,, 5=p,, T=p3, sind. Die Gesamtheit der Zahlen von
allen &, ist wieder ein Koérper, den wir mit
@:{,@0, Ql; 92’ Y QW }
bezeichnen. Ist p eine Primzahl, so hat O, in &, die Zerlegung
] . pDv‘;(vaPVZ 'f' pw\y)e“
und bleibt der Exponent e, fiir hinreichend grosses v konstant, wahrend A, mit v
iiber alle Grenzen wichst1» Ist p ein beliebiges Primideal in £, so muss danach
stets pzp? sein. Ist q ferner ein beliebiges Primirideal in £, so ist q nach Satz 6
stets ein Primiarideal von erster Art.

14) Vor kurzem habe ich den folgenden Satz bewiesen: Wenn pM=pmﬂ= --(mz2) ist, so muss
p=yp2.sein. Vgl ,, Nakano (1) “, Satz 2, s. 13.

15) N. Nakano; ,, Idealtheorie.in einem speziellen unendlichen algebraxschen Zahlkorper “,
Jour. of Sci. of the Hiroshima Univ. Vol. 16, No. 3 (1953), § 1. s.. 427, zitiert mit ,, Nakano (2)“.
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Zum Schluss werden wir diésem Paragraph zwei Sitze hinzufiigen, welche mit
den Satzen iiber die Primirideale von anderer Art im Zusammenhang stehen.

Satz 7. Sind q’ und o' zwez zu demselben p gehorzge Primdrideale von ersier
Art, und o N\O,=p, o' /\szpv, 0" \D,=13" fikr hinreichend grosses v, so st
eitel=e, fiir alle v (v = N).1®

Wegen p 212, setzen wir q/=}¢, ¢/=p¢' und ¢'q’=pe’*¢’, so sind p¢’ N\ O,=p¢, 1¢' N
O,=p¢’ und pe’+e' N\ O,=p¢ "¢ fiir hinreichend grosses » 10, Also sind e'=¢}, ¢''=¢!’
und e, =€ -+¢''=e}+¢l. :

Satz 8. Ist q ein zu v gehoriges Primdrideal von erster Art, so erhalien wir

) g™m:pX=qm™ fitr alle m, (i) gm+k:gk=q™ fiir alle m und k.

Aus Satz 6 und Hilfssatz 4 folgt das ohne weiteres.

§3 Primirideale von zweiter Art
Im folgenden wollen wir vor allem ein Beispiel von Primiarideal von zweiter Art
anfiihren. Zu diesem Zwecke schicken wir folgenden Satz voraus.
Satz 9. Ist p ein idempotentes Primideal und selzen wir nacheinander PO, 41

:pg}:1‘1+1av+h (pv*'lr av+l):Dv+1’ Tty pgD :p s (p}u a}\);—DA) """ y >\'>sz und

ah ah. = h
bezeichnen wir dann mit o die Vereinigungsmenge {p%, pysy™h, -, pr >H17 "

ahy i1 by

, "}, SO ist
q ein Primérideal von zweiter Ari.

Ist qN\Ox=n> so ist offenbar pi";pih“”h“*zm Ex namlich
e,\_gahvﬂ ky+2 h)\ : (1)
Andererseits sei « ein genau durch pi* teilbares Element, dann wird a= PRrby, (p‘\, B,\)

hy 41 BB+l

=0, und aeq, folglich «aep;, e fiiy hmrelchend grosses ,u»(> M Da

aber a, —pe"h*” P By, (D, 6.)=D,. ist, erhalten wir sofort
pe}\h)\+1h)\+2 hll-(pahvﬂ “hy ka1 by , d.h. e,\>akv+1hwz--~ k. ©

Aus (1) und (2) folgt ex=ah,+1h,+2 - k. Daher gilt

qn Ql\:p:hwl”wzm hy . L 3

Danach wollen wir q3cgp beweisen. Ist B ein genau durch pf teilbares Element,

so wird Beq, aber B¢ap. Denn wire B eqp, so wiirde Bepd i M gy hinreil

chend grosses A (A>») sein, weil nach Hilfssatz 2

ahv+1+1 ahy 41 hyt1 }
’

qp= {pa+1, Pvs1 ’ "':ph

16) Vgl Satz 12 und Satz 19 in dieser Note.
17) In,, Nakano (1)* Satz 3 (s. 14) habe ich den fo]genden Satz bewiesen.:. Es set a2, so.ist

2N, fiir hinreichend grosses v (=N) dann und nur dann gleich pZ, wenn pixp2 ist.
18) Vgl Satz 22, und Sitze 26, 27, 28 in dieser Note.
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ist. Aus B=pZc,, (b, ,)=0,, ergibe sich 8= pah"” ha

p:”wl "A(p:hwl b+l

&y My A)=90,. Danach wiirde
sein. Folglich ist px hyr- h"__—_p:h‘“”"’h"” . Das ist aber un-
moglich, also muss B¢ qp sein. Daraus folgt ¢z qp und nach Zusatz von Satz 6 ist

q ein Primiarideal von zweiter Art.

-Beispiel eines Primirideals von Zweiter Art.

Adjungieren wir dem Korper &, der rationalen Zahlen nacheinander die p-ten,
p%ten, -, pv-ten, -+ Einheitswurzeln, wobei p eine natiirliche Primzahl bedeutet, so
entsteht eine Folge von Kopern' &, &, -+, &, - und wir bezeichnen die Gesamtheit
der in samtlichen &, auftretenden Zahlen mit ®={&,, &, &, -, &, - }.19

Die Primzahl p ist in ®, gleich einem Produkt von @(p*)=p"-1(p—1) gleichen

Primidealen: pO,=p?" @1 wenn O, die Gesamtheit der ganzen Zahlen von &,
ist. Wir erkennen hieraus, dass ), in &,+; jedesmal in p gleichen Primidealen p,+;
verzweigt und es ist demnach klar, dass die Vereinigungsmenge {p, by, s, =, Dy, - 1=
ein idempotentes Primideal ist. Dann sind alle Ideale von diesem Korper &, welche
die Form p%0 mit eiﬁér beliebigen natﬁflichen Zahl a haben, die Primarideale von
zweiter Art.2

Als ein Beispiel ist q={p.py, 12, 02", -, p2""", ..} ein Primdrideal von zweiter Art
und der Wert von q in Bezug auf das Pr1m1deal p ist eine rationale Zahl;

tim —— 2 L
w)=lim <5 =1
d : €y €y+1 1
und wird von » (=1) an =22 = . =w(g) > - > 2= > >
n, Nyt n,

Nun wollen wir einige Eigenschaften des Primirideals von zweiter Art unter-
suchen. Zu diesem Zwecke beweisen wir zuerst folgenden vorbereitenden Satz 10
und die Hilfssitze 5 und 6.

Satz 10. Ist q ein Primdrideal von zweiter Art, so gibt es kein echies Zwischen-
ideal zwischen q und qy.

Nach der Voraussetzung erhalten wir p=p2 und qpq. Nehmen wir damit an,
dass ein Ideal ¢ von der Art éxistiert, dass ¢ ¢ 2ap, (3q,q Xq) ist. Aus
q=2¢ Dqp folgt qp 2 ¢'p 2 qp2=qp, so ist ¢’p=qp. Da aber q' 3=qp ist, so wird

e @
Andererseits nach Definition des Idealquotients ist offenbar q<Z qp:p, daraus
ergibt sich

n((qp P)ip=qp:pP=qp:p,

19) Vgl. ,, Stiemke “, Kapitel 6 ,, Der Korper aller pv -ten Emhe:tswurzeln,“ s. 38..

Ty 1 h)‘ - fiir A>V=N.

20) In dem Satz 9 erhalten wir » Dv+1=Pv+l , o B DA=m
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folglich q:p=qp:p, weil q:p 2qp:p klar ist. Aus q ¢ >gp folgt q:p2¢":p2qp:p.
Daher erhalten wir ¢/ :p=q:p. Da aber q:p2q>¢ ist, so wird

LR E @

Nach (1), (2) und Satz 6 ist p kein idempotentes Primideal, weil ¢’ ein zu p gehoriges
Primdrideal istZ> Mit diesem Widerspruch ist die Richtigkeit unseres Satzes
dargetan. ’

Zusatz. In allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkorpern ist q ein zu P
gehioriges Primirideal, so gibt es kein echtes Zwischenideal zwischen q und qop.

Ist q ein Primdrideal von erster Art, so ist q=}¢, und dann gibt es kein echtes
Zwischenideal zwischen y¢(=q) und pe“l(:qp); In diesem Falle. ist daher unsere
Behauptung einleuchtend. Ist q von dritter oder vierter Art, so ist q=qp, folglich
ist die Richtigkeit unseres Behauptung schon klar. Daher existiert jedenfalls zwi-
schen g und gp kein echtes Zwischenideal.

HiLrssatz 5. Sind o und o' zwei zu demselben b gehorige Przmarzdeale und

YNDO, =pi", ' NDO, =pﬁ", v > N, so ist die Vereinigungsmenge {---,pﬁ“”", pi’ﬁl””” e
e’*“" -} gleich o'q". ‘
Aus q'q” ;ps““’” folgt ohne weiteres ¢/q” ;{pfj;”:}. Umgekehrt, ist & ein belie-
‘biges Element aus ¢'¢”, so ist « in der Form a:é‘,la;a;f darstellbar, wobei a€(/,
o eq” sind. Wir konnen N so gross wahlen, dass alle af af (=1,2,-,7) in O,
fir v >N legén. Dann ist obige Summe fiir v > N durch p"’" e teilbar. Also ist
ae{p +""‘} folglich {p% +e“};q’q”. Damit ergibt sich {W "”}:q 7. |
Hivrssatz 6. Sind o und ' zwei zu demslben y gehorige Primarideale und sind

a¢d, B&q”, so ist aBé¢qy’. e
Zum Beweise nehmen wir jetzt an, dass aBeq/q” ist, falls a¢q, B¢q”. Dann

nach Hilfssatz 5 gibt es ein Index A von der Art, dass aBepr'r ist, wobei o N O
=p2, ¢ N\ O\=p;* sind. Anderseits aus «a¢q' ergibt sich a¢p§ folglich « ¢pe" e",

Also erhalten wir sofort Bep, und in gleicher Weise aep, aus Bé¢q”. Da aep,

I, el

und « ¢ p{ sind, gibt es eine Zahl f/ (1 <f/ <e}) von der Art, dass o ¢
sind. Auch gibt es eine Zahl f/(1 <f/<eé!) von der Art, dass’ B¢p,ji+1; Bei){"“

s » - LR .
sind. Daher ist a@ durch genau p/**/* teilbar. Daraus folgt p,\“f;gpff‘”", d.h,

21) Fiir Primitideal aus © gilt bekanntlich folgender grundlegender Satz: Ein Ideal q ist dann
und nur dann ein zu p gehoriges Primirideal, wenn g nur durch ein einziges Primideal p teilbar
ist. Siehe etwa ,, Moriya*“ s. 172. Nach diesem Satze ist ¢/ ein zu § gehoriges Primirideal.
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fitfi! > el+el!. Jedoch ist fl+ fi < éi+ ¢! klar, was aber ein Widerspruch ist. Also
muss- a3 ¢ ¢'q”. sein, wenn «a ¢ ¢/, 8¢’ sind,

Satz 11. Sind o und ' z2wei zu demselben b gehorige Primdrideale von zweiter
Art, so ist oq von zweiter Ari.

Da zuerst ¢’ von zweiter Art ist, sind qp=zq und p=p2. Da aber nach Satz 10
kein echtes Zwischenideal zwischen q’ und q'p existiert, so gibt es ein Element «,
derart, dass ae¢, a¢qp und q'=(¢’p, ®) sind. In gleicher Weise existiert auch ein
Element B, derart, dass q/=(q'p, @) ist. Daraus folgt aB e qy".

Unter diesen Umstanden ergibt sich aus « ¢ q'p, B ¢ o’p nach Hilfssatz 6

aB ¢ app=qq"p.
Damit muss ¢'q" 3¢ ¢/g”p, ndamlich ¢y” von zweiter Art sein.

Sarz 12. Sind o und o' zwei zu demselben P gehorige Primdrideale von zweiter
Art und seizen wir o N\9, —p,," N, —pv und o/q" \O,=p> fiir hinreichend gros-
ses v> N, so ist e,=e,+él.

Ist q von zweiter Art, so ist ¢/ 3¢ q'p. Dann folgt aus Satz 4

ehyiihyg - hi=e) fir alle A W >v = N),
in gleicher weise eln, b,y =€  fiir allex A>v 2= N).
Daraus ergibt sich zuerst
@+e)) hynilyiz - bh=ate . L
Es sei nun « ein genau durch pf,“. teilbares Element, so ist «a€q¢’. Dann nach

? L4 X
Hilfssatz 5 gibt es einen Index A von der Art, dass aepir ®* ist, so ist ohne weiteres
ey iihyey o v e+e! ‘ €9

Aus (1) und (2) folgt e,>>¢€,+e). Da aber evident e,<é,+e. ist, erhalten wir
e,=e,+e! fiir alle v (v > N). ' ‘

Wir erhalten bereits den folgenden Satz2): Ist q ein zu ) gehoriges Primirideal
und von p verschieden, so muss q3¢¢2 sein. Danach besteht die Frage, ob wir
d"':q"“l: ~,m =2 erhalten, wenn q3=p ist. Betreffs dieser Frage konnen wir den
folgenden Satz beweisen.

Satz 13. Ist q ein 2 p gehoriges Primirideal und von p verschieden, so kann
keineswegs qm—qm+1~ M2 2 sein. , .

Zum Beweise nehmen wir an, dass qmﬂqm”— ~,m>=>2 sein kann. Sei a ein
bel1eb1ges Element in q, so ist @ e q/\O,=ps¥ fiir hinreichend grosses v => N, hierbei
konnen wir e, = 2 annehmen, weil q2¢p ist.  Dann setzen wir .

22) ,,Nakano (1), Satz 6, s. 16.
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a:p$V+aby k) a :>: 0 ’ B ("py, bv) ':DV . : (l)

Nun sei B ein genau durch p™ teilbares Element, so ist @eq” und in der Form
B=prev,, (b, ¢, )=, darstelbar. Da aber T

me, . meéyt]

qm":{ » Py s Y+l » ’p)\ }

(m+te, (m+e, 1 (m+te) "
qm+t_{ ,pv v, pv+ v ’ "‘1p)\ ’ }23)
und g”=q”*l= ... =qm+t= ... sind, so ist Beqm** fiir eine beliebige grosse natiirliche

Zahl k derart, dass m+E > me, ist. Daraus ergibt sich die Existenz eines Index %

(m+Rey,

von der Art, dass Bep, , A >v ist. Wegen B—pme“ viL” cx, ()= sD,\, erhal-

(m+key

ten. wir P D__pxm."v Porimhn - golglich ist (m+Eden < mehysihysz + ha.  Infolge von

m+k > me, wird ferner

e, < hv+1hv+2 e h)\ . (2)

Andererseits folgt aus (1) aO,=p> @M1z Mgy 5)=D, Dann ergibt sich
aus (2) und ¢, =2

evhv+1hu+2 h)\ > eye, g 26)\ »

so wird pe"M)h““ I ;P" 1 I pze"( ¢ Daher ist nach (1) « ein Element
in 2, folglich q=q2% Das ist aber unmoglich. Der Beweis unseres Satzes ist hiermit
abgeschlossen,

Zusatz, Ist g.ein z2u p gehoriges Primdrideatl und von v verschieden, so ist immer
0 3¢ ap.

Falls pp? ist, ist q in der Form q= )ﬁ darstellbar hierbei ist ¢>1, wegen
g3 p. Damit ist q?==p% keinesweg gleich qp=pe+l,

Falls p=}? ist, wire q2—qp, so wiirde

=0p=>pp=qp?=qp=q?  sein,
im Widerspruch zu Satz 13. -
Satz 14. Ist g ein Primdrideal von zweiter Art, so gelten.
(i) Q™ : p=qm fiir alle m,
@) - . qrrkigk=gm. fiir alle m und k.
Zunichst nach Satz 11 muss g wieder ein Primirideal von zweiter Art .séin,
und dann nach Definition des Primarideales von zweiter Art erha.lten wir sofort

gm :p==qm fiir alle m.
Zweitens sei a ein beliebiges Element aus q7*%:7k, so ist

23) ,,Nakano (1)%, Hilfssatz 5, s. 15.
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. gk Cgmrk 3)

Fiir hinreichend grosses » (v = N) ist ¢ €D,. Nun aus q/\ O,=p%’ ergibt sich nach
Satz 12 @2\ O,=p** und im allgemeinen

4% N\ Oy=pr ke, , gtk N\ D, —pi””k)e“ @
Dann gilt ap®v < aqé und aus (3) erhalten wir

apkev < qmtk,

weiter aus (4) apker Cpmt@ey | folglich ist '

a e pimtPev: plev —ymev  gm |

Danach erhalten wir q7+#:q¥ < g, Nach Definition von dem Idealquotient ist es
klar, dass qm+k:qk 2 g™ ist, daraus ergibt sich gm*k:gk=qm fiir alle » und k.
§4. Primidrideale von dritter Art

In diesem Paragraphen wollen wir nicht nur die Eigenschaften von Primér-
idealen von dritter Art, sondern auch den Zusammenhang zwischen Primaridealen
von zweiter Art und von dritter Art untersuchen. Vor allem ist zu zeigen, dass ein
Beispiel von dieser Art existiert. Zu diesen Zwecke schicken wir folgenden Satz
voraus. \

Satz 15 Ist p ein idempotentes Primideal und setzen wir nacheinander

Pwal:P:ﬁvlﬂawl, v+, r)=D+1,  PNAO=D,
pYOL __pahwlhwz h)‘am M 0)=0,, A>VZ N

und bezeichnen wir die Vereinigungsmenge

ahv +1 ahy, 1y h)\+1
AR LR }=q,

so ist q ein Primdrideal von driiter Avi.

Es sei ¢/= {p,,,pﬁ’:“l*‘, ,p”h“” i .-}, dann ist g<"¢’. Denn offenbar ist g<¢,

. . ok ahy+1hyi2 by
damit nehmen wir an, dass q=q’ ist. Dann ist « ein genau durch p\ """

teilbares Element, so wird ae¢’, folglich aeq, wegen q=¢. Aus aeq ergibt sich

ae ﬁﬁh"”wlh’\ Faerhetl gir hinreichend grosses wm(u>\). ¢H)

Da wir aber « in der Form ac=py **1 " " b,, (9, B)=0,, schreiben 'konnen, so ist a genau

ahy 1 by By b +1

ka1 Ik by teilbar, und damit erhalten wir sofort « ¢ p.

~durch p,
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und so geraten wir in Widerspruch zu (1). Deher muss q < ¢ sein. \
Wegen q ¢ gibt es ein Element @8 in ¢/, aber ausserhalb von q. Dann ist
Bp < a'p, dazu erhalten wir noch nach dem Beweise von Satz 9 und Hilfssatz 2

1 h < hpt1
,p={pa+1: p‘:ﬁ\i+l+ ,pa vl ’ }:‘]:

also erhalten wir schliesslich Bp <. 0 Daher ist 8 in q:p, aber ausserhalb von q,
folglich wird q:pxq. Damit muss q von dritter Art sein.

Beispiel eines Primiarideals von dritter Art.

Es sei & .der Kbrber aller pv-ten Einheitswurzeln und p, ein Primidealteiler von
p in S?},. Dann ist nach Satz 15 :

2 -1
={p, 1% pﬁ+1 poL s p{”’ Ly

ein Primarideal von dritter Art und der Wert von q in Bezug auf das Primideal p
ist eine rationale Zahl ;
pr1+1 1

W= —Dp T T b1

=&l girallev>1 S
n, =

Um zu unserem Ziele zu gelangen, beweisen wir zuerst den. folgenden vorber-
eitenden ’

SaTz 16 Ist q ein Przmarzdeal von dritter Art, so gzbt es kem echtes szschen-
ideal zwischen q und q:9. .

Nach Voraussetzung erhalten wir p=92 und q3xq:p. Nehmen wir damit an, dass
ein Ideal ¢/ von der Art existiert, dass q<< ¢ < q:p, (qq,9q:p) ist. Aus g ¢
Cq:p folgt q:p g :p S (q:p):p=q:p2=q:p, so ist q’:p=q:p. Da aber ¢/3zq:p ist,
so wird ¢':p2=q. Andererseits ist offenbar

P (@b q< ¢,

so wird auch ¢p3x¢q. Nach ¢:px¢, Q’pﬁ\:q' und Satz 6 ist p kein idempotentes
Primideal, im Widerspruch zu p=p?, denn ¢ ist ein zu p gehoriges Primarideal.

ZusATz. Im allgememeinen unendlichen algebraischen Zahlkoper ist q ein 2u p
gehoriges Primdirideal, so gibt es kein echies Zwischenideal zwischen q und q: p.

Falls p2gp? ist, konnen wir q in der Form q=p¢ schreiben. Dann ist nach
Hilfssatz 4 q:p=pe:p=pe-1l, Es ist also'klar, dass kein echtes Zwischenideal zwischen
t¢ und pe-1 existiert.

Falls*p=? ist, sei q von zweiter oder vierter Art so ist q=q:p, folglich 1st die
Richtigkeit unserer Behauptung schon klar.

Daher existiert jedenfalls kein echtes Zwischenideal zw1schen q und q:p.

Satz 17. Ist o, §" resp. ein zu demselbem p. gehoriges Primdrideal von zweiler
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Art, von dritter Art, so ist o'y von dritter Art.

Nach Vor:;ussetzung ist q'p2=q/, so gibt es ein Element « in ¢/, aber ausserhalb
von ¢'p. Da q"p=q” und ¢”:px¢” sind, so wird ¢¢’p=q¢’¢” und gibt es ein Element
B von der Art, dass Beq” p, B¢q’ ist. Aus a¢q’p und B¢q” ergibt sich nach
Hllfssatz 6 : of ¢ qep= q’q” ‘

Da ferner aeq’ und-Bp < q” sind, so wird aﬁ’p( q’q”, folglich aBedq”:p. Wegen.
aB¢q'q” und af eqq”:p, erhalten wir ¢q” 2=q'q”: p, womit nach Zustaz von Satz 6
¢’q’ von dritter Art ist. : '

Satz 18. Sind o und o' zwei zu demselben p gehirige Primaridedle von dritter
Art, so ist o'q von dritter Ari.

. Weil zuerst ¢’ von dritter Art ist, sind ¢':p3¢ und p=p2. Aus ¢:p3x=q folgt
die Existenz eines Elementes «, derart, dass ap <o/, a¢q ist. In gleicher Weise
existiert auch ein Element B, derart, dass Bp<_ q”, 8¢ ¢” ist. Daher erhalten wir

afp=aBpqq’, folglich ist aBeqq’:p.

Aus a¢ ¢ und B¢q” ergibt sich nach Hilfssatz 6 aB¢q'q”. Also muss ¢4/ qq":p
sein, womit nach Zusatz von Satz 6 ¢'q¢”’ von dritter Art ist.
Sarz 19: Sind o und o' zwez" 24 demselben p gehirige: Primdrideale von drilter

Art und setzen wir o/ N\ O,=p, ¢/’ \O,= pv und-g'y" N\ O,=p¥ fiir hinreichend gros-

ses v (v = N), so ist nicht immer gesagt, dass ¢ +el=e, tiir alle v (v > N) ist.

Aus P /g N\ O,=p5" ergibt sich sofort- €, 4-¢/’ > e, fiir alle v >N. Da aber
¢ und ¢ beide von dritter Art sind, so erhalten wir p=p? und ¢':p3¢¢’ und ¢”:p3¢¢",
folglich 1st nach Satz 1

_1)hv+1hv+2 ~h=e\—1, .o - :
fir alle A A >v = N).
(&) —Vhysibyaz -+ hi=el'—1
Daraus folgt eote)—Dh, by -~ Ba=e\t+el —2.
Hierauf nehmen wir an, dass é,+el =e, fiir alle v (> N) ist. Dann ist
(e—2)hy 4 1hyi2 - la=en—2. . A )
Da aber nach Satz 18 ¢q”” von dritter Art ist, erhalten wir wieder nach Satz 1
C (ey—Dhyirhyss - ba=ern—1  fiir alle A A>v2N). . (3)

‘Aus (2) und (3) ergibt sich A,.1%+5 - Ba=1, d.h. B, s;=hy2= - =h=1 fiir alle A
(A >v). Daher erhalten wir sofort b2zp22Y und so geraten wir in Widerspruch
zu p=y2. Der Beweis unseres Satzes ist hiermit abgeschlossen.

24) - Siehe Fussnote 11) in dieser Note:
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Satz 20. (i) Ist q ein zu b gehoriges Primdrideal von zweiter Art, so ist qp
von dritter Art. ‘ . L . .

(ii) Ist q ein zu p gehoriges Primdrideal von dritter Ari, so ist q: p von zweiter
Art. .

Zunachst ergibt sich apxgq, q:p=q und p=p?, ferner erhalten wir in gleicher
Weise wie Beweis in Satz 10 qp:p=q:p. Daraus ergibt sich qp:p=q. Da aber q3z=qp
ist, erhalten wir qp:p=qp. - Hiermit muss qp von dritter Art sein. o

Zweitens ergibt sich qp=q, q3xq:p und p=p2. (q:p)p<.q ist klar, und so ist
weiter ¢ < q:p, danach erhalten wir (q:pp"q:p, d.h. (q:ppq:p. Hiermit muss
q:p von zweiter Art sein.

Satz 21. (i) Ist q ein zu p gehoriges Primdrideal -von zweiter Art, so gelien
a=ap:p, ¢3¢ (q: ).

(ii) Ist q ein zu p gehoriges Primdrideal von dritter- Art, so gelten q>aqp:p,
Cq=(q: pp> o S SR

Zuerst erhalten wir in gleicher Weise wie im Beweis von Satz 10 qp:p=q:.
Da aber q von zweiter Art ist, so wird q:p=q, folglich ist qp:p=q. Ferner erhalten
wir sofort (q:p)p=qp, weil q:p=q ist. Aus gpq folgt (q:p)p3cq. Also muss
q=ap: P3¢ (q:p)p sein.

Zweitens sei .q von dritter. Art, dann ist:nach Satz 20 q:p von zweiter Art,
folglich

:p@:pp,  dho q@:p2(g:pp. » - @
Aus q:p Dq ergibt sich (q:p)p=2qp. Da aber qp=q ist, so wird’ , v
@:pp=g0. S B
Infolge von (4) und (5) wird q:p > (q:p)p=q. Weil nach Satz 16 kein echtes
Zwischenideal zwischen q:p und q existiert, erhalten wir (q:p)p=q.
Ferner ist qp:p=q:p klar, wegen q=qp. Da aber q:p3gq ist, so wird qp:pca.
Also konnen wir schliessen:

=@ :Ppqp:p.

SaTz 22. Ist q ein zu 9 gehoriges Primirideal von dritter Arl, so gelten

(i) qm 2 P A g fitr alle m,
(i) gtk gk Xz gm Siir alle m und k.

Zunzchst nach Satz 18 ist g™ von dritter’ Art, so erhalten wir sofort g7 :p3cq™
fiir alle m. Zweitens sei «a ein beliebiges Element von g7:p, so ist ap < q™, folglich
ist apgk —qm+k fiir alle k. Da q von dritter Art ist, so wird pg=q d. h. pg¥=q¥, daraus
ergibt sich -

25) 1Ist q von erster Art oder von vierter Art, so ist es klar, dass q=qp:p und q=(q:pp sind.
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CagkCgmrk, folglich ist aeqmtkigk,

Daher erhalten wir qm:p< ¢m+k:qk. Ferner ist nach (i) ¢ <g¢m™:p. Es muss also
in der Tat g™tk : gk Xz qm fiir alle 7 und k sein.

§ 5. Primarideale von vierter Art.

‘ Wenn q ein zu p gehoriges Primarideal von vierter Art und w(q) der Wert von
q in Bezug auf das Primideal p ist, so wird w(q) wirklich eine irrationale Zahl oder
eine rationale Zahl, deren Nenner bei gekiirzter Darstellung in keinem #, A>v=>N)
aufgeht. In diesem Paragraphen wollen wir Beispiele geben, derart, dass w(q) eine
rationale Zahl bzw. eine irrationale Zahl ist. Zu diesem Zwecke schicken wir
folgende Siatze voraus.

Satz 23. Ist q ein zu y gehoriges Primdrideal und w(q) der Wert von q in
Bezug auf das Primideal b, und ist w(q) eine irrationale Zahl, so muss q von vierter
Ayt -sein.

“Wenn q von erster oder zweiter Art ist, so wird nach Satz 5 (i) und (ii)

e

w(q)=—2 fiir hinreichend grosses » (» > N). Wenn q von dritter Art ist, so wird

n
nach Satz 5 (i) w())= ﬁvn:L fir » @ = N). Danach besitzen alle Primiarideale
v
ausser der vierten Art eine rationale Zahl als ihre Werte.
Sarz 24. Ist q von vierter Art und ist w(q) eine rationale Zahl —’:—:— gleich, so

geht der Nenner n bei gekiirzter Darstellung in keinem n, (v = N ) auf, wobei n, eine
natiirliche Zah!t ist, derart, dass Primideal p, (=p N\ D,) in die zu p gehorige Primzahl
p mit dem genauen Exponenten n, aufgeht.

Sei w(q) gleich einer rationalen Zahl Lz , SO erhalteh wir nach Satz 5 (iv)
folgende Ungleichung :

€y
”,

1 ~

> w(q) > i“; fiir alle » (¥ > N).

Ginge »n-in"#n, fiir €inen ‘geeigneten Index A (A >v) auf, so konnten wir n,—nk
setzen. Dann wiirde

e, m mk _ ex—1
> = >
n, n FON )

sein; und folglich e, > mk >e,—1. Das ist aber unmoglich, also darf #-in keinem
nv.éufgehen. Der Beweis unseres Satzes ist hiermit abgeschlossen.

Um Beispiele der Primirideale von vierter Art anzufiihren, schicken wir folgen-
den Satz voraus.

Satz 25. - Ist y=1? und selzen wir nacheinander. p,,Dv+1=pth‘cy+1,(p,,H,cy+1):D,,+1,
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ey va)‘:p:'

h wh : . - ol e Toigget s T LT
VELIVEZT BNy (Day ) =D, - und ferner definieren wir eine Folge a., a;.},
', @y, -+ folgendermassen : ' : : ’

a,=a+1,
ayn=ahy, 1 —1=ah,+ns1—1,
@yio=ay 10y 0—=1=ahy s 1By s ot By 1By sa— Ry s 2—1,

a)\=ahv+1hv+z "'vh}\+hv+1hv+2 h}\—hv+2hv+3 o h)\_ e —h)\-lh/\_h)\'—ly
wo h.>2 fiir hinveichend grosses p(u>A\=>v) ist, und bezeichnen wir mit q die

Vereinigungsmenge {p%, g, -, o, -}, so ist q ein zu b gehoriges Primirideal von
vierter Ari.

Zunachst setzen wir q/\D,\=pf". so ist ey=a, fiir alle A(A=v). Denn ist es
klar, dass p:";pf * ist, folglich ist ey < a,. Jetzt nehmen wir an, dass e, < a, ist.
Dann gibt es ein Element « von der Art, dass « genau durch p,* teilbar, aber

durch py* unteilbar ist. Aus aep™ folgt aeq. Also erhalten wir aep.” fiir
hinreichend grosses u (x> ).

" Da a andererseits genau durch p > "*1"+27 % geithar st wird
e)\h)\-.;-ih)\+2 h,tga“:
Da aber arvi=ahai1—1, ariz=arnibao—1=arbie1bas2—Rrs2—1,
@y =a\hrsihrss - P —h,\+2h>\+:;, . h;a‘— o Tl — Py —1; e
sind, erhalten wir
extinnilinss B Galineiasy - by —Iasglinsg = B — - — bty —ha—1. (1)
Wegen p=p? kdnnen wir annahmen dass #; => 2 fiir alle / ist, so muss

Rarrbaez - Bu—hasohass - By — o —Ry-1by — by —1

sein. Aus (1) und (2) folgt ‘
ehha+1hx+2 hu> a)\h}\+lh)\+2 hp._hxﬂh)ﬂ»z hp. N d. h. e > a)\-—-l .
Daher erhalten wir a; > e, > a\—1, D_as ist aber unmoglich. Also muss e\,=a, sein.-
Zweitens konnen wir leicht beweisen, dass q=qp ist. Denn, sei B ein beliebiges

Element von g, so ist ,8613:A fiir hinreichend grosses A. Ande’rersei‘t“:g ist es Klar,
dass )

a, +l=a\brr1hy 12 - hy. ‘h)\+2h)\+3 'hM.A" A p-~1hu k< ahysrlriz - B

— 339 —



N. NAKANO
fur h1nrexchend grosses p(p> A) ist,
Dann erhalten wir
Py M;)“gp“"’“*l"“? by - pﬂy +1

aytl a1+l ”)L+l

Da aber nach Hilfssatz 2 gp={p," , P+l - P

--} ist, konnen wir schhessen
Bea, d.h. g qv, folghch ist q==qp .

Drittens behaupten wir ¢=q:p. Zum Beweise dafiir nehmen wir an, dass q3gq:p
ist. Dann gibt es ein Element v in q:p, aber ausserhalb von g. Fiir hinreichend
grosses A (A>v) ist yeD,. Aus vp<_q ergibt sich yep, folglich ist yep,. Setzen wir
= oy, by a)=0,, a1, so ist yp=p{"0, Cq\ O, =pfr. Dann erhalten wir

a+1>a,. ‘ @

‘Aus ¢ q ergibt sich v ¢po, folglich. ist
V a - a
Pa =D d.h. a<a,.- ) 3)
Atis (2) und (3) folgt a=a,—1, d.h  y=p2"la, (@)

Nach Voraussetzung ist %.>2 fiir hinreichend grossen Index u (> =v).

Dann sei 7 ein Element in p, fiir dieses Indeic M, aber ausserhalb von pﬁ. so ist ymwr

(”)\ Dhp+1bp+g b +1

genau durch teilbar. Da aber

ey g\ Ou =pir
ist, erhalten wir
(an—Dhsihriz - b +12=ay,

WO au=@hxi1hrsz - By —Rasohiney o By — o —haby —h —1 ist. Also muss
R R e e R e s
sein, folglich ist o A
Y N N A |
=(hrr—Dhnsz It Uinsg—2haeg =+ It o+ U=+, —2 0.
Da aber h,.; =2 fiir i=1,2, -, p4—A—1 und A.>2 sind, ist idas unmoglich. Mit
diesem Widerspruch ist der Beweis unseres Satzes abgeschlossen.
Belsplele von Primiridealen von v1erter Art

_ Belsplel (). Es sei & der Korper aller p’-ten Emheltswurzeln und p, ein
Primidealteiler von p(=>3) in &, Dann ist nach Satz 25

X q:{pt b1 pg—lv ?éj’_pfl, "',pfv_l-ﬁv_zr”"pg‘r?'l’ }
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ein Primirideal von vierter Art und der Wert von q in Bezug auf ) ist eine rationale
Zahl, deren Nenner bei gekiirzter Darstellung in keinem »,=(p—1)p"-! aufgeht:

pv-l__pv—z_ _p_l _ p—2
(p—DLp*! (-1

Beisbiel (ii). Zunichst nennen wir die Mengen der natiirlichen Zahlen folgen-

w(q)= lim
Voo

dermassen :
{1}=my, {2,3}=my, {4,5,6}=ms, {7,8,9,10}=my,, {11, -, 15}=ms, -
und deﬁnieren eine Funktion-s(X) von A, derart, dass
s(\)=2 ist, falls A e m; fiir gerade Zahl ¢ ist,
s(A)=1 ist, falls A em; fiir unger_adé Zahl ¢t ist.

Dann sei & der eben genannte Korper aller p'-ten inheitswurzeln, so ist

2 3  pa
q= {p’ P, Do rﬂ+3 f +2D+ : psp“zt’ +2ﬁ+2’ ,,,,pgy, } s

wobei @,= p¥~24-2pV-3+4-2pV =4+ pv-54 pv-b4 pv-T42pV-84 - 4s(v—2)p+s(rv—1)+1 fiir
v >3 ist, ein Primirideal von v1erter Art, und der Wert von q in Bezug auf p ist
eine irrationale Zahl. Denn, ist '

26)
W=l DT
so ist
y— L (1 2 2 1 1 1 2
w(q)—p 1{1,+p2+1,3+ﬁ4+p5+p6+1>7+
2 1 1 2
+-pﬁ+—pﬁ‘+ +F+ pm.-l- }

in der p-adischen Entwicklung kein periodischer Dezimalbruch. Damit ist w(q) keine

26) Im allgemeinen gilt folgender Satz: Sind q={p, p{1, 52, -, p%v, -} und qN\D,=pv, so ist
. ay
w(q)= lim = lim —.
@ vzn- ”v ,uiu- 7y

Wegen p2v < g\D,=pfv, ist es klar, dass

= 1
2 @
ist. Andererseits ist « ein genau durch p¢v teilbares' Element, so konnen wir festlegen wie folgt:

a=péve,, (P, ,)=0,. Aus xeq ergibt sich die Existenz eines Indexes A von der Art, dass aepfr,

. e hy +1h . Iy,
AZv ist. Aber ist a=p vtTVI2T

ca, (Pr,A)=D,, so erhalten wir
e lty 41 Fix
o v+1 gpga, d. h. ehyi1hyrg - I Zax.

o o L ®

Daraus folgt
ny LON

Aus (1) und (2) ergibt sich sofort w(q)= lim % = lim D
. PR
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rationale Zahl2” d.h. eine irrationale Zahl.
Hivrssatz 7. Der Wert des Produktes zweier zu p gehorigen Primdrideale o, q
ist gleich der Summe der Werte der Faktoren.)?

Es seien q=q¢", ¢’ \ O,=p%, ¢’ N\O,=p%, dann ist qN\O,=p» 2", folglich
e, < ¢, +e)/. Also erhalten wir

'3 n
& < ete  fir alle . (5)
n, n, -

Ist @ genau durch y%v teilbares Element, so ist @ eq. Da aber nach Hilfssatz 5
q—_.—qlq//—__—{...’pi;*"’;, pi(ﬁl"e:wl, "‘,D:’,‘W;‘, -3

ist, so wird aep{»" fiir hinreichend grosses A (A >»). Weil a genau durch
Byip=ha L . . s
pxr VLTI teilbar ist, erhalten wir e,k,«1fys2 - by 2> e/+e!, folglich ist

o > atal ®

n, LN

Aus (6) und (6) ergibt sich sofort

! 174
. €. . e,+e
w()=lim —— = lim evte,
vaoe My Voo ”y

=w(q)+w(") .

SATz 26. Ist q ein zu p gehoriges Primdrideal von vierter Art, so gilt:

(i) wenn qm:p=q™ fiir alle m ist, so ist w(q) eine irrationale Zahl,

(ii) wenn qr:p3cq* fiir mindestens eine n ist, so ist w(q) eine rationale Zahl.
(i) Fall. Wenn g7 :p=qm fiir alle m ist, so nehmen wir an, dass w(q) eine

rationale Zahl ist. Dann kdnnen wir w(q)= —;% , (m, n)=1,' setzen, wobei, wie wir

in Satz 24 bewiesen haben, kein #z,(¥ = N) durch # teilbar ist. Daher setzen wir
(n, n)=d, n=n'd, n,=n'.d, (n',n',)=1, dann wird nach Hilfssatz 7

27) Wir konnen beweisen folgenden Satz: In der p-adischen Entwicklung ist eine rationale
Zahl ein periodischer Dezimalbruch.

Zum Beweise ist —, ¢ine rationale Zahl bei gekiirzter Darstellung, wobei m<» ist. Zunéichst

sei (#,p)=1. Nach dem Eulerschen Satz erhalten wir p¢) =1(mod #), so setzen wir p?(m —1=na,
Dann ist

m ma , ma ma ma . ma
n - na - Yew1 = peon T e T e T @

Da aber ma eine ganze rationale Zahl ist, erhalten wir die folgende Darstellung: ma=ap+a1p+azp2
+ oo +a;: pt(a: 0). Wegen ma < na < p¢m, ist (1) die p-adische Entwicklung der Zahl % , und

ist ein 'periodischer Dezimalbruch. Endlich sei (n, p)=p2, so wird n=n/p¢, d.h. *::L = }}7 X ”—",‘ .
(»’, p)=1. Daher konnen wir in gleicher Weise wie oben beweisen.
28) Vgl ,, Krull%, Satz 8, s. 50, und ,, Moriya “, Satz 28, s. 168.
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Nl = x = T iy
w(@)=Aw(=n'x S -=—F=-"

Damit ist nach Satz 23 und 24 ¢#' keinesweg von vierter Art. Da aber qp=q ist, so
wird q#’p=q*’, und ist q*’ von dritter Art. Also stossen wir auf einen Widerspruch
q* :px¢?. Damit muss w(q) eine irrationale Zahl sein.

(ii) Fall. Wenn ¢#:p=q” fiir ein # und q von vierter Art sind, so ist gq=qp,
folglich ist q"=q"p, daher muss ¢* von dritter Art sein. Setzen wir ¢*/\O,=p>, so
wird nach Satz 5

w(?)= E;z_l , falls v > N, fiir hinreichend grosses N.

v

Dann ist nach Hilfssatz 7

w(q”>=nw(q)=£;;f—1— dh.  w()= }';;;1 .
v

Also muss w(q) eine rationale Zahl sein. Ferner macht der folgende Satz unser
obiges Result (ii) weiter klar.

Satz 27. Sind p=p2 und o%:p>co» fiir ein n, so ist @P:p=q* fiir jede natii‘r;
liche Zahl &. '

Aus g7 :p=q» folgt die Existenz eines Elementes «, derart, dass a ¢q”, aeq?:p
ist. Aus ap_q” ergibt sich a!p* Cgf# fiir jede natiirliche Zahl £ Wegen pi=p,
erhalten wir a®p< g, d.h. ateqi#:p. Andererseits ergibt sich aus « ¢q” nach
Hilfssatz 6 «f¢gf%. Danach ist «f ein Element in q?7:p, aber ausserhalb von ¢¢»,
Also muss ¢ :p g sein.

Satz 28. Sind q ein zu p gehoriges Primdrideal von vierter Art und o*:pcq»
fiir ein n, so ist q#tk:qk Xz 0" fiir alle k.

Ist q von vierter Art, so wird q"p=q¢”. Da aber ¢*:p==g” ist, so ist ¢” von dritter
Art, Damit erhalten wir nach Satz 21 (¢”:p)p==q», folglich ist o

(g% : pdpgk=qn+k fiir alle &,

weiter wegen qu=qk,>

(0% : pgk=qn+* ¢P)
Andererseits nach Satz 16 gibt es kein echtes Zwischenideal zwischen ¢*:p und ¢7,
daher ist

q": p=(q® ), wobei « ¢q” ist.

Aus (7) ergibt sich (9%, a)qk=qn+*, folglich ist aq® < q#*+*,d.h. ol eg®+k:qk, Also muss
gr+k gk e fiir alle k sein. Aus Satz 27 und 26 (i) erhalten wir sofort folgenden

Zusatz. Sind q ein 2u p gehoriges Primdrideal von vierter Art und qi+k:gk=g#
fiir alle n, k, so ist w(q) eine irrationale Zahl.
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