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Uber die Gleichung (ax, b)=t mit einem unbekannten Ideale ¢
Von
Shinziro Mor1

(Eingegangen 31 Oktober, 1953) -

Sei R ein Noetherscher Ring, in dem die Existenz eines Einheitselementes ‘nich't
vorausgesetzt wird, und seien a und b irgend zwei Ideale aus R. Dann hat die
Gleichung (ax,b)=z ‘mit einem unbekannten Ideale t eine und nur eine grosste
Losung. In der vorliegenden Note mochte ich in die Auflésung dieser Glexchung
tiefer eindringen und die Eigenschaften ihrer Losung klar machen. -

Zunachst zeigt es sich, dass die grosste Losung von (ag, b)=r mit [\l(a”; %) tber-

- : fA
einstimmt. Es gelingt dann, einen grundlegenden Satz fiir die Auflosung dieser
Gleichung zu gewinnen, und aus diesem Resultat ergeben sich wichtige Folgerungen

fiir die Zerlegung des Durchschnittes /\ (a" b).

Als ein spezieller Fall dieser Ergebnisse haben wir den folgenden interessanten
Satz von Zariski :I’

Sind a und b irgend zwei Ideale aus einem Noetherschen Ring mit Einheitsele-
ment, und sind qg+1, Gz+2, -+, Gm  alle Primarkomponenten von b, fiir die (o, a)=(1),
(i=k+1, ---,m) gelten, so ist

”Z\l(a", b)=[ay, az, =+~ » 0]

Im folgenden bedeutet R einen Noetherschen Ring, in dem ein Einheitselement
nicht notwendig existiert.

1. Vorbereitungen

Um leicht zu unserem Ziele zu gelangen, schicken wir den folgenden Satz voraus:

Satz 1. Gilt (ac,b)=c¢ fiir irgend dyei Ideale o,b und ¢, so gibi es in a ein
Element a derart, dass fiir jedes Element ¢ von ¢ ac=c () st

Der Fall ¢=b ist selbstverstindlich. Es sei damit ¢>b. Ferner seien

(1) C=(Cl, Coy *** ’Acm. b): az(alt Ay "ty a”) '

Da nach der im Satz ausgesprochenen Voraussetzung -

1) O. Zariski, Generalized semi-local rings, Summa Brasiliensis Mathematicae 1, 169-195 (1946).
2) Dieser Satz ist nur eine Umformung meines ilteren Satzes. Siehe: S. Mori, Uber Produkt-
zerlegung der Ideale, Journ. Sci. Hiroshima Univ. 2, 1-19 (1932). i -
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S. MORI

¢=(Cac, B)=C(a%, b)=" -
ist, so erhalten wir
) c=((dl, a, -, a), B fiir jede positive ganze Zahl ¢,
und im Falle =1 gilt
() C,‘EJ%laijCj 0 ¢=1,2, -, m), agijea.
Bilden wir nun aus den Elementen a; j eine Determinante D=|x—a; x| =xm—axm,
wo x ein beliebiges Element bedeutet, so ist @ ein Element aus a und aus (3) folgt
¢iD=0 (b) (i=1,2,--,m).

Setzen wir hier x=a}, so haben wir

GaEr=ciaa (6) (i=1,2, -, m, j=1,2, ~,n).

Im Hinblick auf (2) besteht damit ca=c (b) fiir alle Elemente ¢ aus c.
Gibt es fiir zwei Ideale a und b aus R ein Ideal z; derart, dass (ax, B) = ist, und.
gllt auch (ag, D)=y, fiir ein anderes Ideal r; so erhalten wir

(G(IL. 12D, B)=( El. ta) .
Wegen des Te:lerkettensatzes haben wir damlt ein nud nur ein grosstes Ideal g, flir
welches (axy, B) =y gﬂt Wir nennen das Ideal yy die grosste Losung von (ag, b= =t

Nach dieser Deﬁmtlon haben wir den folgenden Satz
SA’IZ 2. Dze grosste Loszmg Lo von (az, B) g stzmmt mit dem Durchschmtt

b / \ (a, b) itberein.

Im Noetherschen Ringe R haben wir die Zerlegung

* . . (ab B) EQI) G2y =7y q”:] .
~ Dabei ist g; ein zum Primideal p; gehoriges Prim#rideal. Wenn aZly; ist, so folgt
daraus 9<.qi, und wenn a<lp; ist, so gilt o™/ < q; fiir eine passend grosse ganze

Zahl mj. Da aber b q; ist, so folgt daraus (a™s,b) Zq; und folglich b<.q;. Fassen
wir die beiden Fille zusammen, ergibt sich (ab, b)=b. Damit erhalten wir d < .

Ist x, ein Element aus 1z, so besteht nach Satz 1 '

axy=x, (b), aca.
Daraus folgt %p=a"x, (b) und ferner xye (a%,0). Da das zuletzt gewonnene Ergebnis

fiir jedes #n besteht, so haben wir x;eb und <b. Im Hinblick auf das obig gewon-

nenen Resultat ergibt sich danach g=b.
Zum Schluss dieses Paragraphen wollen wir noch einen Satz .als ein Kriterium

fiir b=gy beweisen.

3) Dieser Satz ist in Satz 5 enthalten.



Uber die Gleichung (ax, 6) =t mil -einem unbekannten Idedle t

Satz 3. Es seten b, Vg, -, b die zum Ideale b gehbrigen Primideale, welche von
R verschieden sind, und sei b>=R. Die grosste Lisung o von (ar,b)=t 7st dann und
nur dann von b verschleden wenn fiir mmdestms eins, elwa , aus p;(z—-l 2, - .m)
gilt (aR, p)=R> _

Es s2i y>b. Nach Satz 1 kdnnen wir in a ein Element ¢ finden, so dass fiir
jedes Element xy aus 1o

¢Y) L ax=xy (D)
ist. Daraus folgt
) ' (a®>—a)x=0 (b).

Nach unserer Annahme konnen wir hierbei x;¢b setzen.

Es sei nud 5=[g;, g3, -, 0] €ine unverkiirzbare Darstellung von b durch Primir-
jidealee. Wenn R zu b gehort, so folgt aus (1) =0 (q») -fiir das zu R gehorige
Primirideal gs. Fiir die nicht zu R gehdrigen Primirideale sind zwei Fille moglich:
Entweder ist aep; oder nicht. Im ersten Fall ist nach (1) x€eqg. Im zweiten Fall.
sei (a,pi)R. Dann ist r—ra¢; fiir ein Element » ausserhalb von (a,};). Hiermit
folgt aus (1) auch apeqi. Durch die Ergebnisse konnen wir beweisen, dass fiir
mindestens eins, etwa P, aus p; (=1, 2,' -+, m), welche von R verschiéden sind, (a, )
=R und x;¢ q; sein soll. Sonst wiirde x;€q; (7=1,2, -, %), also x,€b im Widerspruch
dazu stehen, dass x,¢ b ist, .

Jetzt miissen wir (@}, p)=% nach (g, p)=R und xo¢q1 beweisen. Wegen X é¢m
folgt aus (2) @—a=0 (), (a,)=R, und daher ar=r () fiir jedes Element » aus
R, Also haben wir (o, p)=R..

Umgekehrt sei (af, p)=NR fiir ein zu b gehor:ges Primideal p),, das von R ver.
schieden ist. Dann gibt in a nach Satz 1 ein Element ¢ derart, dass

aé¢p, a—a=0 (P;) > (a,p)=R

ist. Andererseits ist aber t==b:p, b, da p; zu b gehort. Daher darf ein Element #
angenommen werden, sodass rer, #¢5, p=b:(#) ist. Aus a?—a=0(p) folgt damit.

(@@—a)r=0 (b).

Dabei ist aber ar¢b nach a¢p und py=b:(r). Mit Riicksicht auf diese Ergebnisse
kommen wir also zu

ar=aar(b), - aré¢h, oder . (a(ar),b)=(ar,b).

Hieraus ergibt sich, dass die grosste Losung 1, von (at, b)=¢ daé Element 'ar¢B :
enthalt.
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2. Auflésung der Gleichung (ar, 5)=¢ _
. Es soll nun die. Methode zur -Lésung der Gleichung (ax,b)==r nziher erortert
werden. Dazu sind noch einige weitere Hilfssatze erforderlich. ) .
Hurssatz 1. Ist p ein von R verschiedenes Primideal und ist q em z2u p gehonges
Primdrideal, so ist die grosste Losung von (ar,q)=r gleich R oder o, je nachdem'
(R, pD=R ist, oder nicht. Wenn p»=R wund R ist, so ist die grosste Losung
gleich q. '
Ist (aR,p)=R, p<TR, so erhalten wir nach Satz 1

aca, a3—a=0(p), (a,p))=R.
Da p zu q gehort, so muss p¢#< q und folglich
(a3—adkeq, ' akEak*jlalzaZkaz )
sein. Setzen wir a*a;=ay, so besteht d#nach -
a=aj(a), aea,  aé)p.
Fiir jedes Element r gilt also ayr=7(q) und daraus folgt
‘ | (a®R, q)’#?R .

© Ist (o, p) R, so soll p<TR und. (aR, ) =R sein. Daher soll die grosste Losung

o ungleich R sein. Da fiir ¥y Caxg, )=ty gilt, so soll ax;=x,(q) fiir jedes:Element x
aus rp, sein. Dabei bedeutet g ein Element aus a. Wenn aep ist, so folgt aus
ax=xy(q) leicht xyeq. Wire aé¢p, a>—gep, so ergabe sich ein Widerspruch (ai, p)
=R. Wenn a¢p ist, so soll danach a2—4¢p und folglich xeq, also fp=q sein. .

Endlich sei p=% und q<C®R. Dann soll R¢< qTR sein. Hiernach ist wegen
Satz 1 die grosste Losung x, gleich ¢; denn fiir jedes Element x; aus z,.ist ax;=x, (1),
aca, und folglich x=a*x=0(q).

Hivrssarz 2. Sind %({=1,2, - ,»n) beliebige Ideale, und ist (R, )=(aR, b)= =
= (R, bu)=R, so gilt auch (aR,2)=R fiir b=[b, by, ---, bx]].

Nach Satz 1 konnen die Elemente a; (z'::l, 2, --,m) aus a herausgezogen werden,
derart, dass fiir jedes Element » aus it

1 S ayr=r (b)), azr=r (bp), - -, anr=r (bx)
gilt. Es besteht demnach die Gleichung:
@ : R=(ay, b)=(az, )= =(an, bn) .
Daher folgt
R=(ay, b1y, = bimy» D) =@z, b3y, s bomy D)=+ - =(@n, b1, **; Ormy;» )
mit b;jef),'(z'::l, 2,-+,n). Fiir das Produkt = .

E)%2:(‘111 bll; Ty blm19 b)(aZ» bZl! Tty mez ’ b)
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Uber die Gleichung (ox, b)=t-mit einem unbekannten ldeale ¢

findet sich- :
biibaj € b1a={by, b,]:

Fiir die Gleichung a,b;;—b,;=b;, welche aus (1) ohne weiteres besteht 1st lmks ein
Element aus 5, und rechts ein Element aus b; und folglich

() ’ abyj—byjedyp,  byje(a,bp), X (a,dp).
In gleicher Weise haben wir auch
o @by j—bijebe,  bjela, b2), B (a,dp2).
Ferner gilt
a1a;=a,+b;, b eb=(by, b, -+, bin,, D)=(by4, by3, - bin,, 912).
Hieraus folgt
(2, dio)=C(az+by, b21, -5 Banys b11, brz, -, b1my  D12)
=(ay ba, s bznys Bits 5 Bigy » D12)
( =(az by, -, bug, D=, 4
woraus sich nach (3) leicht ergibt
T ) =(0 b)) =R |
Damit erhaitep wir (a®, b2)="R. VJet'zt konnen w1r an (qa,dp) und\ (a3, b3) ‘génaui
dieselbe Schlussweise anknijpfe;n und gelangen wieder zu
(aR, 0123)=R, . wobei . byg=[b, b, by]  ist..

Da die Anzahl von b endlich ist, so kommt dieser Prozess der Blldung von (aER blz ,)
=R zum Abschluss und zwar érhalten wir endhch (uER =N

Es gilt nun

Satz 4. Es sei b=[ay, g, -, Gn] die unverkiirzbare Darstellung von b dilréh Pri-
miirideale und sei 1 (i=1,2, -, n) die‘ grosste Lb‘sung von (ax, 4i)=L. Dann ist die
grisste Losung 1y von (ax, D)=z gleich dem Durchschnitt iyt~ tal.

Zum Beweise sei " S

@R, 00 R, @R, 1) %R, -, (R, q) % R, (o, Gr+)=R, -, (R, q:)=R.

Dabei ist nach Hilfssatz 1 (o, ¢;) 3= R, wenn.q; zu R gehort. .

Setzen wir dp+1=[0z+1 +, qn], S0 wird nach Hilfssatz 2 (a¥t, b441)=NR. Fiir (aR,q;)
=R gilt nach Hilfssatz 1, dass die grosste Losung r; von (ag,q;)=y gleich q; ist.

Es sei x ein beliebiges Element aus

Eglp X, 'A";:[:n]:':qli qZ’ ) Qk» ER] qur G2, )qk]:bk .
Dann besteht
ax=xg+1), x=0(by),
— 807 —
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wobsi a ein Element aus a bedeutet. Daraus folgt @x—x=0 (bz,;) und zugleich
ax—x=0 (d;). Alsoist ax=x(6). Damit wird (a(x).'B):((x), b) und hiaraus erhalten
wir xexy und (11, L2 - Ls ]S Lo v _

Umgekehrt konnen wir leicht einsehen, dass goC Cr1, 5oy -5 tw] ist. Damit ist
unserer Satz bewiesen. v , L

Nach der Umformung von Satz 4 gilt nun der folgende Satz, der den Satz von
Zariski als einen speziellen Fall enthalt. :

Satz 5. Es sei b=Lay, a2, -, an]] eine unverkiirzbare Darstellung von b durch Pri-
marideale und seien

(GER) QI)AFER: Ty (ﬂ?R, qk)éiz ER’ (am! qk+1)=%t Ty (am’ q”):':§R

fiir ein Ideal a. Dann ist die grosste Losung ty der Gleichung (ax,%)=t gleich [qi,
G2 5 Qe o

Zum Schluss dieses Paragraphen wollen wir noch einen Satz fiir die Struktur
der grossten Losung beweisen : :

Satz 6. In der Darstellung b=[qy, -, Qg Qp+1, -+, qn} set CaR, ;) R (=12, -, k),
(R, 0 ) =R(G=k+1, -, n) und dpr1=[04+1, 0] Dann ist (R, dp+1)=NR wund a’=a
(bg+1) fiir ein Element a aus o. Ferner ist die grosste Losung vy von der Gleichung
(ax, B)=¢ gleich\der Gesamtheit aller Elemente x, fiir welche ax=x (%) gilt.

Der erste Teil des Satzes folgt einfach aus Hilfssatz 2 und Satz 1.

Zum Beweis des zweiten Teils sei ax=x(b). Dann ist (a(x), 1) =((x),5) und
folglich (x)Z x5, Da nach Satz 5 ry=[aqy, -, qx] ist, so ergibt sich (a2—a)x,;=0 (b)
fiir jedes Element x aus 1. Wegen (R, q,)=R (j=Fk+1, -,n) ist also a¢p;(R)
(j=Fk+1, -, n), wobei p; das zu q; gehorige Primideal bedeutet. Folglich ist ax;=x,
(bg+1)- Andererseits ist aber axy=x;([a, -, qz1)- Daraus erhalten wir ax=x (b),
womit unser Satz bewiesen ist. i

3. Beziehungen zwischen dem isolierten Komponéntenideal
von b und der grossten Losung von (ar, b=t

Es sei b=[q, g, -, gu] eine unverkiirzbare Darstellung von b durch Primiarideale
und p; das zu G gehﬁrige Primideal. Ist dabei R >p; >p; und (aR, ¢;)=2R, so erhal-
ten wir nach Hilfssatz 1 auch (aR,p)=NR. Gehodrt q zu R, so wird (aR, q) 3 R.
Andererseits gehort R dann und nur dann zu 5, wenn es ein Annihilator von R in
bezug auf b gibt.

Daraus ergibt sich wegen Satz 5 der folgende Satz:

Satz 7. Wenn es keinen Annihilator von R in Bezug auf b gibt, so ist die grosste
Lisung g von (ax,b)=r ein isoliertes Komponenienideal von . Im anderen Fall ist
¥o gleich dem Durchschnitt von einem isolierten Komponentenideal von b und (Rn,b).
Dabei ist n derart eine ganze Zahl, dass b:Rn=0b;Rn+1 ist,
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Uber die Gleichung (or, b)=1t mit einem unbekannten Ideale ¢
Wenn umgekehrt ein isoliertes Komponentenideal i von b gegeben ist, und wenn
(R, 5) durch die zu R gehorige Primarkomponente von b teilbar ist, so stellt sich
die Frage, ob ein Ideal a existiert, sodass (7, b)) ~i= /\l(a", b) oder i= [\l(a", b) ist,
n= n=1 -

je nachdem R zu b gehort, oder nicht. Diese Frage wird auf die Struktur des Ringes
R zuriickgefiirt, und die Existenz vom gewiinschten Ideal a ist nicht immer bejahten.
Zur Antwort des Problemes fiigen wir nur einen trivialen Satz hinzu, und die
weiter eindringende Beantwortung ist Aufgabe der Zukunft.
Satz 8. FEs sei 6=[ay, -, G Qks1, > n] 2end i=[q, -, Qg ein isoliertes Komponen-
tenideal von b. Ferner sei

b=[0k+1, 1, 0n-1]  oder  d=[ars1, - Gn-1,0u],
je nachdem R zu b gehort, oder nicht. Dann erfiillt das Ideal o die Beziehung

i~ q,,=m731 (am, b) oder iszl 1(a”, 1))

dann und nur dann, wenn fiir a (af, =N, (aR,q)) =N GE=1,2, -, k) gill.
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