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SUR LES STRUCTURES DEFINIES PAR UNE 1-FORME
VECTORIELLE F TELLE QUE F°’=+F

Par Tone vanN Duc

The author studies the integrability of the structure tensor of the structure
defined by a vector-valued 1-form F satisfying F?®=+F and shows the existence of
these structures on the vertical bundle of a vector bundle with a connection.

I. Etude de la structure K telle que K*=K.

1. Intégrabilité.

Soit sur une variété différentiable M de dimension s une 1-forme vectorielle
K de rang constant 7 et telle que K*=K.

On remarque d’abord que s1 r=m, on a une structure presque-produit.

Soit p(2) le polynéme minimal de K:

PA)=22—1)(4+1).

Soit Ty=Ker K, T.=Ker (K—1),, Ts=Ker (K+1I), pour zeM. On sait qu'’il
existe des polyndomes %,(1) (i, j, ---=1, 2, 3) tels qu’en posant P,=/;(K), on obtienne
un systéeme de projecteurs supplémentaires et que:

T.=Py(T-M),
T-M=T:@T.®Ts.

On trouve:
1 . 1
P1=[—K2, P2= 7(K+A2), P3=7(‘—K+K2).

Soient @i, D, Ps les distributions définies par K. Si P et @ sont des formes
vectorielles de degré p et g, le crochet [P, Q] désignera la p+g-forme découverte
par Frolicher et Nijenhuis [2].

DeéFiNiTION. La structure K sera dite wntégrable si les distributions g); et
Di+ D, sont intégrables.
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Chaque distribution ¢); est intégrable ainsi que son supplémentaire si et seule-
ment si [P,, P;]=0. Donc, si K est intégrable, on a:

[Ply Pl]=[K2y KZ]:O,

[Py Pil= - (K, K1+ - 1K, K4 (K%, K*1=0,

[Py Pil=—p K, K1- - (K, K*)+ - [K%, K*1=0.
On en déduit:

Ng= —;— [K, K1=0.

Réciproquement, si Nx=0, alors [2]:

[K, K*=ixNkg+2KNg=0,

[K? K*|=—2Ng+4K?*Ng+3ixNg+ixixNgk =0,
ie. [P, P]=0, Vie{l, 2, 3}; dou le:

THEOREME. Pour que la structure K telle que K*=K soil intégrable, il faut et
il suffit que la torsion de Nijenhuis Ng de K soit nulle.

Dans le cas ou r=m, on retrouve la condition d’intégrabilité de la structure
presque-produit.

On revient au cas général ram. Soient p=dim T, g=dim T, on a p+qg=r.
Une base (e1, -, en) de T.M sera dite adaptée a la structure K si les m—7 premiers
vecteurs appartiennent a 7, les p suivants a T: et les g derniers a Ti. Soit
(6%, ---, ™) la base duale de (e, ---, en). Ddns ce qui suit, on adoptera les conven-
tions suivantes:

L], =12 - m,
a,b,c, ---=1,2,3,

1y J1, By oo =1,2, o, m—,

iz, J2, By ~r=m—r+1, -, m—r+p,
13, Js, Ry, -o=m—r+p+1, -, m,

iy (resp 7y, is) désigne le complément de 7, (resp. i, i;) dans 'ensemble {1, 2, ---, m}.
Les composantes de K par rapport a une base adaptée sont:

K%=0, Ki=0, Kf=dp Kv=0, Ki=-a}.

Donc K est représenté par une matrice de la forme:
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0 0 0
(1) 0 I, 0
0 -

L’ensemble des repéres adaptés déterminent sur M une G-structure qu’on désigne
encore par K et dont les éléments du groupe structural G=Gl (m—r, p, q) sont de
la forme:

Anr 0 0
(2) 0 A, 0
0 0 A,

les matrices A étant régulieres.

2. K-connexion.

DériNiTION. Une K-comnexion est une connexion sur le fibré principal des
reperes adaptés.

Toute K-connexion peut étre prolongée en une connexion sur le fibré principal
R de tous les reperes de M. Soit un recouvrement ouvert de M muni des sections
locales du fibré des repéres adaptés. Ces sections sont également des sections de
R. Une K-connexion est déterminée dans chaque ouvert U du recouvrement par
une forme » a valeurs dans l'algebre de Lie de Gl (m—r7, p, q) [5] o peut étre
représentée par une matrice de la forme

On considére maintenant une connexion sur R et soit (w}) la matrice de la
connexion relative a un recouvrement de M par des ouverts munis de reperes
adaptés. Les composantes de la différentielle absolue VK de K sont:

PK =0, FK4=w3, VK= —w},
VK 2=w%, PKi=0, VK= —20%,

TK =0, VK %=20%, VK %=0.
Si la connexion sur R est le prolongement d'une K-connexion, FK=0. Récipro-
quement, si PK=0, la forme de connexion est & valeurs dans l'algebre de Lie de

Gl (m—r, p, @).
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TutorREME 1. Pour gu'une commexion sur R soit le prolongement d'une K-con-
nexion, il faut et il suffit que la différentielle absolue de K soit nulle.

3. Tenseur de structure.

Soit T la torsion de la connexion linéaire sur M qui est le prolongement d’'une
K-connexion. Soit ¢ la projection canonique de A*T*MQ TM sur A*T*MQQ TM
J(T*MQ R(G)) ot R(G) est l'espace fibré de fibre type & (algebre de Lie de
Gl (m—r, p, q)) associé au fibré des reperes R et 4 Popérateur d’antisymétrisation.
Par définition, le tenseur de structure de la G-structure définie par K est S=¢(7T)
[3]. Si l'on pose:

=75,
1
dﬁi = -—2— C},C()J /\(//c,
alors
1 2, 2 0] J )3
T= 5 i1k — G0 N0 e,

et y:2 =0 car o est a valeurs dans G.
Comme d’autre part, ¢’« Ag*a Ae;, constituent une base du module des sections
de d(T*MQ R(G)), par passage au quotient, on peut écrire:

Jaka

S=— %_ Cia. flapfra®e;,.

Ainsi S est 'opposé du tenseur de torsion z de Lichnérowicz, tenseur définie
par:

1
= ! NFQe;

avec 73%, =Cie. et t%=0 pour tous les autres indices [4]. De plus, on voit que

S ne dépend pas de la K-connexion. On se propose d’établir la formule suivante:
(3) disp=4K2do—2ixd Kp+ixKdKo+4dK *p— 2igd K *p+ KdK*p

ou ¢ est une 1-forme quelconque sur M.
On rappelle que si ¢ est une p-forme, Ko est encore une p-forme définie par:

Ko(X, -+, Xp)=p(KXy, -+, KXp), VX, -, Xpe X (M).

Une forme ¢ est dite de type (/, m, #) si o(Xi, -, Xi+m+n)=0 pour toute suite
de vecteurs Xj, -+, Xiom+n contenant plus de / vecteurs de T3, ou plus de m vecteurs
de T, ou plus de » vecteurs de Ts.
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Soit ¢ "°=¢; 6t une 1-forme de type (1,0,0). On a:
do* " =dp;, A"+ @i dO™.
deh*° est la somme des formes des 6-types suivantes:
2,0,0) 0,2,0) 0,0, 2)
1,1,0) 1,0,1) 0,1, 1).

En remplacant dans (3) ¢ par ¢»%° on trouve que les coefficients des formes
des types en question qui figurent aux deux membres de (3) sont égaux a 0, 2¢;,
204, 0,0, —¢;,. On vérifie facilement que la formule (3) est encore vraie si I'on
remplace ¢ par une forme de type (0, 1, 0) ou (0, 0, 1).

Enfin, la formule (3) implique:

S=— - WIK?, K —-3K4K*, K+ KUK, K1+2K1K, K*)).
Soit
S=— 35 PUP, P,

-
III"I‘*’
-

II. Etude de la structure F telle que F*=—F.

Toujours sur la variété différentiable M, on considére maintenant une 1-forme
vectorielle F de rang constant 7 et telle que F3+F=0. On en déduit que 7 est
pair et que si r=m, F se réduit a une structure presque-complexe.

Soit $(2) le polyndme minimal de F:

pRQ)=A224+1).

Les polyndmes 2 et 22+1 étant premiers entre eux et irréductible sur les réels,
il existe deux polyndomes uniques ¢; et g, en A tels que: Ag;+(42+1)g,=0. Il est
évident que g;=—21 et g.=1.

Si I'on pose:

/l;(l)=lg1 et h2(1)=(12+l)g2
alors

Pi=hy(F)=—F* et Py=hy(F)=F*+]

forment un systéme de projecteurs supplémentaires. Soient &); et 9, les distribu-
tions définies par P; et P.

DEeFINITION. La structure F telle que F°+F=0 sera dite intégrable si les
distributions ¢, et . sont intégrables.

La distribution ), est intégrable si et seulement si:
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(F*+I)[-F*X, —F*Y]=0, VX, Yex (M)
i.e. si et seulement si:
[F?X, F*Y]=—F¥[F*X, F*Y)).
La distribution ¢, est intégrable si et seulement si:
F(F*+ D)X, (F*+1)Y1=0
i.e. si et seulement si:
FIX, Y+ FF2X, Y1+ FiX, F*Y=—F*F*X, F*Y]

et puisque F*=—F?2, on a:

TutorEMS 2. Pour que la structure F telle que F3+F=0 soit intégrable, il faut
et il suffit que la torsion de Nijenhuis Ng. de F? soit nulle.

Und base (e, -+, em) de T,M sera dite adaptée a F si les r premiers vecteurs

appartiennent a ¢, et les m—7 derniers a g, L’ensemble des reperes adaptés
forment une G-structure. Soit Sr le tenseur de structure de cette G-structure.
En appliquant la méme méthode que précédemment, on trouve:

ispo=dFp+ir,d*o— Fdy
ou ¢ est une 1-forme quelconque sur M. On en déduit:
SF"—"-NFZ.

Ces résultats sont a ajouter a ceux de Yano [6].

III. Existence des structures étudiées.

Soit (E, p, M) un fibré vectoriel de dimension #, la base M ayant pour dimen-
sion m. Soit (U, ¢) une carte vectorielle de (E, p, M) i.e. ¢ est un difféomorphisme
de p~Y(U) sur UXR" Soit (x*) les coordonnées locales de M dans U et pour cha-
que zeU, soit E.(x)=¢ Yz, e.) ou (e.) (a, B, ---=1, ---, m) est la base canonique de
R". Chaque section ¥ de E audessus de U peut s'écrire:

V(z)=2z(Y)E.(x).
Les (z% z*) seront choisis comme coordonnées locales de E dans p~(U).

DEFINTION. Une comnmexion sur (E, p, M) est une scission a gauche I’ de la
suite exacte:

0— VE—TE—EXTM—0
s

soit localement, une scission a gauche de la suite exacte:



STRUCTURES DEFINIES PAR 1-FORME VECTORIELLE 373
0——>UXR"XOXR*—UXR"X R"X R"— UX R"X R™—0,
0— (2,2,0,8) — (z, 2y, t) — (z,29) —0.
Soit p, la deuxiéme projection de £ >1;E sur E. En identifiant VE avec E1>n<E,

on obtient un morphisme D=p,oI" de TE sur E, appelé application de connexion.
Si D est linéaire ou homogeéne de degré 1 sur les fibrée du fibré vectoriel (TE, px,
TM), la connexion sera dite linéaire ou homogene. Dans ce dernier cas, on sup-
pose toujours que la connexion est définie sur E,=F—{0}, [5] et [1].

I" peut se mettre sous la forme:

r=(dz*+'dz) ® aia

ou ['s=TI¥x, z) sont des fonctions linéaires ou homogenes de degré 1 suivant que
/" est linéaire ou homogene.

Soit Xe ¥ (M) et YeE. La dérivée covariante de ¥ par rapport & X est une
section DxY de E définie par:

DxY (2)=D(Y X (2)).

DerFINITION. On appellera forme de courbure de I, la 2-forme 2=—N,, 2 a
pour expression locale:

0
02"

1
Q= - @l 3= 0,0 5+ I'pl i Lidpl Dda* N’ @
Si I’ est linéaire, on définit sa courbure R par la formule:

R(X, Y)2=DxDyZ —DyDxZ —Dix.vi2, VX, Yex (M) et YZeE.

Soit en coordonnées locales
R= (% R:, ﬁdx‘/\d:cf>® E*QE,

ou (E) désigne la base duale de (E,) et
Ry, 5=0: 55— 0; 55+ 1l 5, — IS,
COROLLAIRE. Dans le cas linéaire, 2=0&R=0.

PropoSITION 1. Soit (u, f) un morphisme de (E,p, M) dans un autve fibré

vectoriel (F, q, N) tel que la restriction de u a chaque fibre soit un isomorphisme.
Alors toute comnexion I’ sur F induit sur E une connexion I' de méme nature que I'’

Preuve: La restriction de #4 2 VE est un isomorphisme sur les fibres et on
a le diagramme commutatif suivant:
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0—VE—TE—EXTM—0
M
| o4l VE | s
0—VF— TE—F>)§ TM—0

On obtient une connexion I” sur £ en posant:
I'(A)=(ux| VE) oI ouy(A),  VAeTE.

Soit dong I une connexion quelconque sur (F, p, M). En posant P=2r-1I, on
obtient P?=1I et Ng=4N,. D’ou le:

THEOREME 3. L'existence d'une comnexion sur (E,p, M) entraine celle d'une
structure preseque-produit sur 'espace total E qui est intégrable si et seulement si
la forme de courbure de la conmexion est nulle.

Soit HE=Ker I En chaque Z de E, on a la décomposition:
(4) TsE=VE;DHE3

et la restriction de px 2 HE; est un isomorphisme de HEj; sur Tps» M. L'image
X" d’'un élément X de Typs M par (p«|HE3)™* sera appelée le relévement horizontal
de X. Si X=X%d/ox?), alors X"=X¥0/ox*—1%0/0z%). D'aprés la proposition 1, I”
induit une connexion I sur le fibré vertical (VE, p, E). Soit P la structure
rresque-produit associée 2 I'. On prendra (2%, 2% ¢*) comme coordonnées locales
dans VE. On a en chaque point A de VE la décomposition Ty VE=VVE,® HVE 4.
Soit Z lorigine du vecteur vertical A et soient (VE;)* et (HEz)* les relevements
horizontaux de VEj; et HE; dans VE. On obtient la décomposition suivante:

(5) T4VE=VVEs®(VEz); ® (HEz)}:-

Les champs de vecteurs (9/ox®) et (9/0z*) forment une base des sections locales
de TE. Par suite ((8/oxh)™), (9/0z%), 9/ot* forment une base des

a \"\* @ § d : ? a\'_ 2
((FE))‘W‘ i@ 2) 5o — i@ &) =, (az") = o

GG PG 2G)-

On obtient une structure F telle que F3+F=0 sur la variété VE posant:

()0 ) )
w{((2)) (&)
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=[0:0"(x, 2)— 0 §(x, 2)+ '}z, 2)0s0 ", 2) — 'z, 2)0:0" Kz, 2)] ~a~z~a—

+[0:y(x, ) —0;075(x, t)+ 1", )0p, iz, ) — i, 1)0p, "5z, 1)] —a—?-,,—

ou s, =0d/dj".

0 \™M\* 0 2 \™M\* 0 0 0
N“(((*a?ﬂ’ W)*O' N“(((WH’ 79?)“0' N”(a?* @«—)=0~

TrEorEME 4. Toute commexion sur (E, p, M) induit sur la variété VE wune
structure I telle que F*+F=0. Cette structure est intégrable si et seulement si la

courbure de la conmexion est nulle.
Les structures P et F ainsi obtenues anticommutent, i.e. PF+FP=0. En
posant K=PF, on obtient:
K*=K,

KF+FK=0, KP+ PK=0,

0
= 0uLY (@, 2) = 9L "4(, 1)) =

= (—0.1%(x, 2)+0a,4(z, ””ﬁ’

)
> 7

TutorREME 5. Toute connexion sur un fibré vectoriel induit sur lespace total
de son fibré vertical une structure K telle que K*=K. Dans le cas linéaire, cette
structure est intégrable si et seulement si la comnexion est a courbure nulle.
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