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Introduction.

On se donne un espace mesuré £ de mesure bornée. Supposons qu’un
opérateur A soit m-accrétif dans L=(£2) et qu'une application 8 de 2XR dans
@(R) vérifie la condition que p.p. x 2 lapplication r& R—f(x, r) soit maximal
monotone dans R.

On définit 'opérateur BA de L=(2) par

BA={[u, wle L=(2)X L=(2): Jve L=(2) tel que [u, v]J€eA
et p.p. x€ 2, w(x)e Blx, v(x))}.

Notre point de départ a été un des problémes que M. Bénilan avait posé
au Séminaire de la Théorie du Potentiel dirigé par M. Choquet, 1974-1975 (cf.
[6] : est-ce que BA est m-accrétif dans L=(£2)?

On donne dans le chapitre I, une réponse positive a ce probléme sous
certaines hypothéses.

Dans le chapitre II, on étudie ’équation d’évolution

ﬂ——!— BAusf
*) dt

u(0)=1u,
associée par l'opérateur fA m-accrétif de L=(2).

Etant donné u,= mw, on peut donc résoudre le probléme d’évolution

(*) a l'aide de la théorie des semi-groupes non linéaires engendrés par BA.
En particulier, il y a existence et unicité d’une solution intégrale au sens de
[2], de I’équation (*). On montre que pour certaines classes d’opérateur Am-
accrétif de L=(£), cette solution vérifie ’équation

du
dt

)+ BAu(t)20  p.p. t€]0, +oof,

ou % est la dérivation dans o(L=(2), L{(2)).
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Le chapitre III est consacré a quelques exemples.

Une partie de ce travail a été énoncé dans [5]

Je remercie Professeur G. Choquet qui a bien voulu m’accueillir au sein
de I'Equipe d’Analyse qu’il dirige, afin de me permettre de réaliser ce travail.

Je tiens a remercier a Professeur Ph. Bénilan pour l'aide efficace qu'’il

m’a offerte tout au long de ce travail et pour les nombreuses discussions
profitables que j’ai eu avec lui.

Chapitre I. Perturbation multiplicative d’opérateur m-accrétif de L=(2).
I.1. Présentation du probléme.

On se donne 2 un espace mesuré de mesure bornée?. Pour 1<p=<--oo,
L?(8) ou seulement L? désigne ’espace de Lebesgue de £ muni de la norme
-lp- '

On se donne A un opérateur (multivoque en général) de L=(2) vérifiant
la condition :

(H1) A est opérateur m-accrétif de L=(£), monotone dans L% Q), c’est-a-
dire:

(1) A est accrétif dans L>:

pour tout [uy, vy], [U,, v.]€EA et 1>0,

H(ul—uz)+2(v1—vz)llwz|lul—uzllm

(H1)

(2) A est monotone dans L*:

pour tout [uy, vi], [u,, v.]E A, SQ(vl—vz)(ur—uZEO

(3) pour tout A>0, RUI+2A)=L".

On se donne d’autre part 8 une application de 2XR dans P(R) vérifiant :
(H2) p.D. xE2, rERHﬁ(x, r)e P(R) est maximal monotone.

On étudie 'opérateur
BA={{u, wle L)X L=(2): Jve L=(2) tel que

Cu, v]e A et w(x)e B(x, v(x)) p.p. x€L}.

On pose J;={U+1A)* et A;:il-f(l——]x) pour tout 2>0. On a les propriétés

élémentaires (cf. par exemple [2]):

1) Certains résultats restent valables dans le cas o¢-fini, mais les démonstrations
sont techniquement plus délicates.
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LEMME L1. Soit A un opérateur m-accrétif de L™(2). On a les

(1) Aj; est un opérateur de L™ m-accrétif univoque lipschitzienne de rapport
1
vE pour tout 2>0;

(2) A;CAJ; pour tout 2>0;
(3) (A '=A"*4 Al pour tout 1>0;
4 Aull-=Z)Aull. pour tout us D(A) et 1>0,

ou | Aule=inf {|v]e:vE Au} ;

(5) ];u———jﬂ<~’;—u—l—~-@a—u~jxu) pour tout us L™ et 2, p>0.

REMARQUE L.2. Si un opérateur A de L=(Q) vérifie (H1), alors la fermeture
A, de A dans L2*) est maximal monotone dans L*{). En effet, A, est
monotone dans L2, Comme A est m-accrétif dans L*,

L2

RU+AA)=RIT I =T =L

pour tout A>0.
Le résultat suivant qui est un cas particulier de la proposition 1 de Bénilan

[3], est un outil important de ce travail.
LEMME 1.3. Soit S un opérateur de L=(Q) vérifiant

(L) [ 1su—suir=| lu—wl?

pour tout uy, u, L=(2). Alors les propriétées suivantes sont équivalentes:

(1) pour tout ue L=(2), |Sul.=lul.,
(2) pour toute fonction ¢ de R dans [0, +co[ a dérivée convexe de support
contenu dans [0, +oo[ et pour tout us L(2),

[ p0sun=( sul).

PROPOSITION 1.4. Si un opérateur A de L=(R) vérifie (H1), alors
(12) [, (sign =) = a] =) (01— 20

pour tout [uy, vi], [u,, vi]€ A et k=0, ot r*=max (7, 0).
DEMONSTRATION. Définissons un opérateur S de L* par

1.3) Su=I+24) " (u+a)—I+2A)'a

pour tout u, 4= L= et Z>O.' Alors S vérifie (1.1) et (1) du lemme 13; prenant
d(r)=(r— E)*? pour tout =0, d’aprés (2) du lemme L3, on a
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fsasuns(gaun
pour tout u< L> et donc
[s0sw—an=lg(u—an
pour tout u, #c L=, D’apreés on a
(6104 24y tu—tr+ 22 1aD= g u—a1)

pour tout u, i L™ et A>0. Pour tout [u,, vil, [u, v.]€ A et >0, comme
wy =T+ 2A4)"(u,+v,) et uy;={I+AA)"(u,+v:), on a

foc1 iD= {901 s+ 20—
et donc

(1.4) S ¢(I(ul—uz)-l-l(vl—zvz)])—gb(lul—uQ]) ~0.

Passant a la limite dans lorsque 2—0+4, d’aprés la définition de ¢(r), on
obtient

PROPOSITION 15. Supposons qu'un opérateur A de L=(2) vérifie (H1). On

(1) A=ANL=(Q)XL=(2);
(2) soit [un, vi]EA tel que u,—u, v,—v dans a(L=(2), LY(Q)) et
ﬁﬁggunvnéggvv lorsque n—-+oo, alors [u, v]E A et Sgun”n_*ggu” lorsque n—-+co.

DEMONSTRATION. (1) On a ACA,nNL®XL>. D’autre part, soit [u, v]e
A;NL=X L™, D’aprés la m-accrétivité de A, il existe #= L™ tel que -+ Aa>

u+v et donc #+A,i=utv. D’autre part, u+A,usutv. Donc u=a et [u, v]
e A.

(2) On a [u, v,]=A; et u,—u, v,—v dans o(L% L% lorsque n—-oo.
D’apreés la proposition 2.5 de [8], on a [u, vJ€ A,. D’apreés (1), [u, v]€ A.
Soit B une application de 2XR dans @(R) vérifiant
(H3) { pour tout s€R, il existe ve L=(£2) tel que p.p. x 2, s f(x, v(x))
(lorsque B est indépendant en x, cela veut dire S surjectif).

On pose
- D(B)={[x, rJe2XR: B(x, r)#0},

D,(B)y={reR: [x, ¥l D(B)} pour tout x= L.
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On définit l'application B! de 2XR dans ®(R) par le fait que re

B(x,s) si et seulement si s<pB(x, 7). Enfin, pour tout A>0, 8; désigne
I’application de £2XR dans R par

Bi=— (= +28),

ou I est une application de £2XR dans R telle que pour tout x€ 2, I(x, r)=r.

REMARQUE L6. Soit 8 une application de £2X R dans QP(R). On a:

(1) si B vérifie (H2), alors il en est de méme de B7*;

(2) si B vérifie (H3) si et seulement si pour tout s€R, il existe ve L=(Q2)
tel que p.p. x€ 8, v(x)€ B (x, s); 7

(3) si B vérifie (H2) et (H3), alors pour tout M>0, il existe K>0 tel que
pour toute fonction mesurable v, w de £ dans R avec w(x)e B(x, v(x)) p.p. x
€8, |wl|-=M entraine |v]|.=<K;

(4) si B vérifie (H2), alors pour tout 2>0, B; est une application de xR
dans R vérifiant (H2) et méme plus précisément p.p. x=02, r<R—B(x, r)

€ R est maximal monotone lipschitzienne de rapport 7;

(5) si B vérifie (H3), alors pour tout 1>0, B; vérifie (H3) (en effet, (8;) =
B4-AI).

LEMME 1.7. (Bénilan [4]). Supposons qu'une application B de 2XR dans
P(R) vérifie (H2) et (H3). Alors il existe une fonction j de £2XR dans
J—o0, +40o0], intégrande convexe normale telle que p.p. x= 82, 0j(x, -)=p(x, *).

DEMONSTRATION. Posons 7y=p"*. Etant donné r< R, notons

Cr={e L=Q): v(x)er(x, r) p.p. x€2};

I’ensemble C, est un convexe fermé dans L? borné dans L. Etant donné 0

un relévement de L*, posons 7(x, r)=p(Proj c,0)(x); 7 est une application de
2% R dans R telle que

pour tout x€ 2, r R—j(x, r) est croissante,

pour tout re R, x< 2—7(x, r) est mesurable bornée
p.p. x€ 2, i(x, Nerix, ).

’
Posons h(x, r):Sof(x, s)ds; c’est une fonction de £2XR dans R convexe
en r et mesurable en x; de plus p.p. x 2, pour tout reR,

r(x, n=Clim #(x, s), lim {(x, $)J=0h(x, 7).
e S
Posons j=h*, ou h* est la fonction convexe conjuguée de h. Alors j est
une fonction de 2 XR dans J]—oo, +oo], intégrande convexe normale telle
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queé p.p. xEQ; aj(x: '):ﬁ(x: ')-
LEMME L1.8. (Bénilan [4]). Supposons qu’'une application § de £2XR dans
P(R) vérifie (H2) et (H3). Alors pour tout 1<p=<+oo, 'opérateur

B,={lv, wle LP(Q)x L*(2): v(x)€ f(x, w(x)) p.p. xE L}

est m-accrétif dans LP?(£).
DEMONSTRATION. Utilisant la notation dans la démonstration du lemme

1
1.7, pour tout 2>0 la fonction A(x, T):ilel£ {——22 (s—7)*+h(x, s)} est convexe con-

tinuement dérivable en r et mesurable en x; de plus p.p. x€82, hyx, -) est
I’approximation Yosida de 7(x, ). On pose 7.(x, r)=0h,(x, r); r; est lipschit-
zienne croissante en r et mesurable en x; de plus pour tout (x, )€ 2XR,
|7z, )| =|7(x, r)|. Etant donné u mesurable de £ dans R, la fonction
7.+, u) est mesurable; de plus

7 WIS W1, O+ 74, Ol STl +17C, 0.

Donc B,, ;: us LP—y,(-, u) est une application de L? dans lui-méme ; d’apres
la construction de r;,_c’est I'approximation Yosida de B,.
L’accrétivité de B, est immédiate.

1.2. m-accrétivité de BA lorsque j est univoque.
On définit 'opérateur BA, de L¥{2) par
BA:={{u, wle L¥ ()X L¥2): ve LX2); [u, vie A,
et p.p.x=2, wx)ef(x, v(x))} .

PROPOSITION 1.9. Supposons qu'un opérateur A de L>(Q) vérifie (H1) et
gu'une application de D(B)CR2XR dans R vérifie que p.p. x€Q, reD,(B)—
B(x, r) soit monotone univoque. S’il existe u,, u,= L*(Q) tels que u,+ABAu;>
J1 et u,F2ABAu2f, pour tout fi, freL™(2) et 2>0, alors u;—u,s L=(£2) et
21— so]l o = f1— follo.

DEMONSTRATION. Par définition, il existe v, v,&L? tels que [u;, vil,
i )€ Ay et pop. v, ZOTHD _gie o o SO0 i)
L’inégalité est encore vrai par fermeture pour tout [u, vi], [Us, v.]E A,.
Donc

(15) [ (sign (=) =] = B (0129 20
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pour tout [uy, v,], [us, vo]€ A, et k=0. Posant k=|fi—fill.te pour >0
dans on a

[ (sign (t—uD)(l =l —(Lfimfil ot ) (01— 20,

ou 2.={x€Q: |us—u| >\ fi—felote}. Or p.p. sur 2., on a

(sign (uy—u))(| ur—us| —([| fr—fall o))" (v —1,) <O0.

Donc I’ensemble £, est négligeable. Par conséquent p.p. sur 2,

luy—uz| S| fi—follote

pour tout ¢>0. Ceci étant vrai pour tout ¢>0, on a

lus—usl| = fi—follo

d’ou le résultat.

COROLLAIRE L10. Supposons qu’'un opérateur A de L=(£2) vérifie (H1) et
qu’une application 8 de D(B)CT 22X R dans R soit monotone univoque. Alors BA
est accrétif dans L>(£).

DEMONSTRATION. Soient u,+AfAu,2f; et u,+ABAu,=f, pour u,, u,<
D(BA), fi, f:L=(2) et 2>0; D’aprés le théoréme L9, on a immédiatement
Vaccrétivité de BA.

COROLLAIRE L11. Supposons qu'un opérateur A de L) vérifie (H1) avec
[0, 0] A et qu'une application B de D(B)CR2XR dans R soit monotone univoque
avec (H3) et le fait que p.p. x £, [x, 0] D(B) et B(x, 0)=0. S’il existe uc
L) tel que u+ABAusf pour fe L=(2) et 2>0, alors us L(2), |ulle=|fle
et u+ABAusf.

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 1.9, ueL” et |u]o=Z|flle Soit
ve L® tel que u+ABv=f et ve A,u. D’aprés fve L™ avec (H3), ve L~. Donc
d’aprés la proposition 15, [u, v]Je A et donc u+2ABAu=f.

THEOREME L.12. Supposons qu'un opérateur A de L=(2) vérifie (H1) et
qu'une application B de D(B)CR2XR dans R vérifie que p.p. x£2, re D (B)—
B(x, r) soit maximal monotone univoque avec (H3). On suppose BA non vide.
Alors BA est m-accrétif dans L=(82).

DEMONSTRATION. D’aprés le corollaire 110, il suffit de démontrer que pour
tout fe L=, il existe ue L=(2) tel que u+BAu=f.

On peut toujours supposer que [0, 0] A et p.p. x€£2, [x, 0] D(B), f(x, 0)
=0. En effet, soit [u,, w,J€BA. Par définition il existe v,=L> tel que
Cuo, vo]EA et p.p. x€82, [wo(x), wo(x)]ED(B), wo(x)=p(x, vo(x)). Définissons
un opérateur A de L* par Au=A(utu)—v, Alors A vérifie (H1) avec
[0, 014, Au=A(u—u.)+v, et donc BAu=B(A(u—1u)+v,). On définit ensuite
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une application § de D(B)C@2xR dans R par J(x, r)=S(x, r+v,(x))—wyx)
p.p. x€2. Alors p.p. x€£, reD,(f)—p(x, r) est maximal monotone univoque
avec (H3), [x, 01eD(B), B(x, 0)=0 et BAu=BA(u—1us)+w,.

On prend alors M>0 tel que M>2 || fll.. D’aprées (H3), il existe w,, w_eL”
tels que p.p. x€%2, [x, wi(x)], [x, w(x)]J€D(B) et flx, wi(x)=M, B(x, w-(x))
=—M. On définit une application § de 2 xR dans R par

—M-+r—w_(x) si r<w_(x)
(1.6) B(x, r)=4 B(x, 7) si w_(x)=r=w.(x)
MAr—w(x) si r>wi(x).

Alors p.p. x€2, re R—f§(x, r) est maximal monotone univoque avec (H3).
Définissons un opérateur B de L*{2) par

B={[u, wleL*xL?: p.p. x€2, w(x)e—(B) x, f(x)—u(x))} .

Alors B est maximal monotone partout défini coercif dans L2 En effet,
comme j vérifie (H3), d’aprés le lemme 18, B est maximal monotone dans
L% Si [u, w]eB, alors on a p.p. sur £.

lwl=lul+ll flotM+willotlw_llo,
d’ou

[roleuns+ et h,

ou hy, hy;>0. Puisque B est maximal monotone, borné sur bornés dans L?
d’aprés le corollaire 2.3 de [8], B est partout défini dans L% D’aprés
on a pour tout [u, wl]e B,

(u—f—M—w)u

]
{f-u<~-M} f-ul-M}

S T A1) = W I AR

{f~u<l-M}

wu

S(f-u>M) {f-u>M}

v

S (u—f—M—w)u
|

w—talupz|  w={ wlul,

f-u>M) (f-u>M)

wu—u? Z—S >_
X(lf—ulSM) )= “j_ulsm(lwl—{'lul)lul__ ks

et donc

U=

uz—ks ’

e
Uf-uisM} (f-uisM}
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ou ky, ks, £3>0. On a donc
S!)wugSQ uz—(k1+k2)gglu|—k3

=luli—Kilull.— K.,

ou K,, K,>0, d’ou
. wu

nu}éﬂmg!) . =Feo.

Par conséquent B est coercif dans L2
D’aprés le corollaire 2.7 de [8], A;+ B est maximal monotone coercif dans

L? et donc d’apres le corollaire 2.3 de [8], A,+B est surjectif dans L?; il
existe ueL? tel que A,u+Bu>0 et donc u+j5A,u>f. D’aprés le corollaire
L11, ueL> et u+jSAu>f. Soit we Au tel que u+fw=f. Comme

IBle=lf—ule=2] fla< M,

on a w.(x)Sw(x)Sw.(x) et donc B(x, w(x))=p(x, w(x)), d’ou u+pLAu>f.

I.3. Etude de SA pour 3 multivoque.

THEOREME 1.13. Supposons qu'un opérateur A de L=(2) vérifie (Hl) et
qu’'une application B de QXR dans P(R) vérifie (H2) et (H3). Supposons que
pour tout fe L=(2) et >0, il existe au plus un ues L=(2) tel que u+iIAu>f.
Soit BA non vide. Alors BA est m-accrétif dans L=(£2).

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque 1.6, pour tout ¢>0, 5. est univoque
et vérifie (H2) et (H3); de plus B.A est non vide. D’aprés le théoréme L12,
B.A est m-accrétif dans L pour tout ¢>0; on a

(L.7) 1428 A)" /1= +28. A foll =1 fi—Fell

pour tout f;, f,eL* et A, ¢>0.
Soit 2>0 et fe L™. Posons u.,=([+2B.A)"f pour tout ¢>0. Alors u.+
AB:Au.sf et |luf=|fle Soit

(1.8) v.€ Au, tel que u.+AB.v.=f.
Alors
19) B2l <2y

D’autre part, on a d’apreés

UAABU+eB) . of et (I+€,3)“vseﬁ‘1(_f_7ui> .



602 K.S. Ha

D’aprés (H3) et la remarque 1.6, (/4¢8) v, est borné dans L*. Donc
[Vellw= llve—T+68) Welloot [T+ 8) " velleo
ZellBevellwt T +e8) Vel -
Donc u. et v. sont bornés dans L* lorsque ¢—0+. Soit ¢,>0 tel que
1.11) Un=1U.,—U et v,=v,,—v dans o(L”, L?)
lorsque ¢,—0+4+. Alors
(1.12) = +eaB) Wy=vn—eyfe,vn—v dans (L, L)

lorsque ¢,—0-+. ,
Soit j: 2 X R—]—o0, +0] 'intégrande convexe normale telle que p.p.
xef, 0j(x, -)=p(x, -) (cf. lemme L7). On pose pour tout ue L?

fiw st jwer

d(w)=
+oo sinon.

Alors ¢ est une fonction convexe s.c.i. propre de L? dans ]—oo, +0o0] et le

sous différentiel d¢ de ¢ coincide avec le prolongement de 8 a L% D’apres

pour tout zE L?,

S—uq
A

(1.13) OEY/CAERICEES
=g+ e un+ Sy

Passant a la limite dans lorsque ¢,—0+, d’aprés et [1.12),

(1.14) 2¢(z)§2¢(v)+g(z—v) f—gzumﬁl Svnun

pour tout z& L2 En particulier ¢(v)<-+co et donc posant z=v dans
on a

limgunvngguv.

Donc d’apres et la proposition L5,

[u,vieA et Sunvnaguv.
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On a donc

h_mgﬁn f—zun ngvn f_;lun lrsn(f—zunyzgvf—;u.

Donc d’aprées la proposition 2.5 de [8], f—_zieﬁv p.p. sur 2, et u est solution
de u+ABAu>f. D’aprés I’hypothése d’unicité de cette solution, on a donc
montré que

FERU+ABA) et u=U+AB.A) " f—~I+IBA)f

dans o(L*, L*) lorsque e—04. L’accrétivité de 8A en résulte. Soient f,, f.€
L~ et 2>0. On a d’apres

IT+2BA) fi—UT+2BA) ol
=Um((7+28.4)7fi—(+48.A) " ol

=lfi—follw.

Par conséquent, BA est m-accrétif dans L~
DEFINITION L.14. Soit A un opérateur d’un espace des fonctions mesur-
ables. On dit que A est fortement injectif si pour tout [u,, v,], [u,, v.]E A4,

(u;—us)(v;—v,)=0 entraine u;=u,.

LEMME L.15. Supposons qu’un operateur A soit monotone dans L*82), forte-
ment injectif et qu’'une application B de 2XR dans P(R) vérifie que p.p. x< £,
re R—f(x, r) soit monotone. Alors pour tout fe L=(£2) et 2>0, il existe au plus
ue L>(2) tel que u+iBAu=f.

DEMONSTRATION. Soient u,, u,= L* tels que u,+ABAu,=>f et u,+ABAu,>
f. Par définition, il existe v, L=(2) tel que v;€ Au; et p.p. sur £, f—u,E
Bvi (i=1, 2). D’apres la monotonie de A,

S(ul_uz)(vl—vz)zo .
D’aprés la monotonie de j,
(Uy—u)(,—v,)=0  p.p. sur 2

et donc (u,—u,)(v;—v,)=0 p.p. sur 2. Puisque A est fortement injectif, u,=u,.

D’aprés le théoréme 1.14 et lemme 1.15, on a le:

COROLLAIRE L.16. Supposons qu’'un opérateur A de L~(2) vérifie (H1) et
qu'une application B de 2XR dans P(R) vérifie (H2) et (H3). De plus on
suppose que A est fortement injectif. Soit BA non vide. Alors BA est m-
accrétif dans L2(8).
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Enfin on considére m-accrétivité de BA avec une hypothése de compacité.

THEOREME L.17. Supposons qu’'un opérateur A de L=(2) vérifie (H1) et
qu'une application B de 2XR dans P(R) vérifie (H2) et (H3). On suppose que
pour tout M=0, 'ensemble {us D(A): |ulet | Aull.<M} soit relativement com-
pact dans L=(2). Soit BA non vide. Alors il existe un opérateur C m-accrétif
de L=($2) tel que CCBA.

DEMONSTRATION. D’apreés le théoréme 112, pour tout ¢>0, B5;A est m-
accrétif dans L=; pour tout fe L™ et 1>0, il existe u.= L* tel que u.+48.Au,
=f. Soit v.€ Au. tel que u.+28.v.=f. Posons J;.=({+28.4)"*. On a alors
u=J2.f et

(1.15) lelo= 12 e o=l fll-o -

D’aprés (1.10) et u. et v, sont bornés dans L* lorsque ¢—0+.
Donc d’aprés I’hypothése de compacité, {u.}.», est relativement compact dans
L= lorsque ¢—0-.

Donc il existe un filtre {¢;} tel que lorsque ¢;—0+, u.,=/;.., f—/.f dans L
pour tout feL* et 2>0. D’aprés le lemme L1, on a

(1.16) e =Luel G (1= i)

pour tout fe L= et 1, 4>0; Passant a la limite dans lorsque &;—0+,
comme pour tout fi, /b= L™ et 2, ¢>0,

”]Lefl"]lxefZHooé Hfl—fznoe ’

on a pour tout f€L” et 4, u>0,
L=l (5 (=) 7).

On définit un opérateur C de L* par

C:{[jzf, f‘{*f]:fem et >0},

Alors C est m-accrétif dans L™ et J;={I+2C)"! pour tout A>0.
Pour démontrer CCSA, soient [u, v]eC et f=L=(2) tels que utv=f.
Alors

u=(I+0)7f=lim (I+ 5., A)7f .

Posons u.,=(I+B.,A)7'f. Alors u.+p. Au.,>f et donc Au.,—(8.,)"(f—u,,)>0.
D’aprés la remarque 1.6,

Au,— B (f—u.) e f—u.,).
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Soit w.,€ B~ f—u.,) tel que Au.,—w.2e(f—u.). Comme [u.llo=|flw
et B vérifie (H3), w,,; est borné dans L>. Soit &;,>0 tel que Uey —U dans L*
et w,, —w dans ¢(L®, L") lorsque ¢;,—0+.

D’aprés la proposition 15, on a [u, w]e A et d’autre part we B~ (f—u)
p.p. sur 2. Donc u+pAu=f et [u, vleBA.

I1.4. Etude de SA pour f indépendant de x non surjectif.

On se donne A un opérateur de L=(£2) vérifiant la condition:

(K1) A est m-accrétif dans L=(2), et T-accrétif dans L), c’est-a-dire,
pour tout [uy, v,], [u,, v:]1€ A4,

S (v;—v,)=0.
{ui>ugl

Utilisant les résultats de [6], (K1) est équivalent a

K2) {(1) RI+A)=L>()
(2) pour tout [uy, v,], [u,, v.]€A et peP,,

Sg(%"'vz)p(ul"uz)zo ’

ou 2, est I’ensemble des fonctions p de R dans R lipschitziennes croissantes
avec p(0)=0.

En particulier si A vérifie (K1), alors il vérifie (H1).

THEOREME L18. Supposons qu'un opérateur A de L=(Q) vérifie (K1) avec
[0, 0] A et que B soit un graphe maximal monotone avec 0< B(0). On suppose
de plus, si B n’est pas univoque, que A est fortement injectif. Alors BA est
accrétif dans L=(2) et RU+2BA)YDD(A) pour tout 2>0. Plus précisément pour
tout feD(A) il existe ucD(A) et veAu tel que u+pv>f p.p. sur £ avec
vl Af].

DEMONSTRATION. Dans le cas ot 8 est univoque, d’aprés le corollaire
110, BA est accrétif dans L. Dans le cas ou B n’est pas univoque, soit
Cu;, wileBA (1=1.2). Par définition, il existe v;e L=(2) tel que [u;, v;]€A
et w,B,) p.p. sur 2 (1=1.2). Il existe f un graphe maximal monotone
surjectif tel que w;< f(v;) p.p. sur 2 (1=1.2). En effet, il existe un ensemble
N négligeable tel que pour tout x€Q2—N, [vi(x), wi(x)]€p (i=1.2). Posons

Bo={[v:i(x), wi(x)]€B: x€Q2—N, i=1.2}.

Alors 8, est monotone et 5,Cf. D’aprés le corollaire 2.1 de [8], il existe un
prolongement 5 maximal monotone de j, avec D(5)Cconv D(B,). Puisque D(B,)
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est borné, D(F) est aussi borné. Donc d’aprés, le corollaire 2.2 de [8], 5 est
surjectif. D’aprés la construction de f, [vi(x), wi(x)J€f p.p. x€£2, et donc
Cu;, wile A (1=1.2); d’aprés le théoréme 112, A est accrétif, d’ou

(1 —us)+Aw—wo)llw= | U1 — 15

pour tout 2>0. Donc BA est accrétif dans L*.

Posons leﬁ:A(ﬁ-i—f)—g, ou ge Af. Alors u est solution de u-+pBAusf
si et seulement si #=u—f est une solution de r(a)+ﬁa9 —g,ou y(r)=—p"Y—r).
Pour tout 4, ¢>0, il existe i, .= L? tel que ea1,5+n(ﬁ2,e)—{—ﬁzﬁz,€9——g, d’ot on
a [7d#@r)l-=lglle En effet, comme poy,e2P, pour p P,

SP(Tz(ﬁz, DT )= S(‘g)P(h(ﬁx, )

Posons j=|. On a |z )={i(~g). Silon choisi p(r)=(7|—lgl.)*(sign )

alors j(r):%( 7] =gl Donc

(3~ 1gla=0, @b 7l =gl

D’apres le théoréme 2.4 de [8], @ .—. et 7(fi,.)—v. dans L%Q) lorsque
=0+ et efl,+v.+ Al > —g, v.e7(il.) avec |v.]o=Z|gl. Soit e,>0 tel que
lorsque e,—0+, v.,—v dans (L=, L'). D’aprés ii.,—(e,+7)"(—A:(lc,+/)20,
on a |#,+fle=lfle dou [#,,)lo=2]fle. Comme ﬁen=[(7+x‘~12)"1]en(—g),
lorsque &,—0+, #.,—f% dans L% Donc vey(i) et [v]|.=|glle. Comme
—g—eufle,—v.,,~—g—v dans ¢(L>, L'), on a donc —g—vefl?_ﬁ. D’aprés le
corollaire 111, e L=(2) et donc # est une solution de r(ﬁ)%—ﬁﬁa—g. Donc
R(I+BADD(A), [u, v]e A et [v]e=]Afle

Chapitre II. Solutions d’équations d’évolution.

II.1. Solutions intégrales de %‘+ BAuSf.

On définit le “produit intérieur” z(-,-) sur L=(2) par

o(u, v)= lim ””“vll;— Nl

pour tout u, ve L=(2). On rappelle les résultats suivants:
DEFINITION IL.1. (Bénilan [2]). Supposons qu’un opérateur A soit accrétif
dans L2(2), T>0et feL¥0, T; L~(2)). On appelle solution intégrale sur
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[0, T] de I’équation %—;‘—-}—Au > f toute fonction ueC([0, T]; L=(2)) vérifiant -

’inégalité
Ju@®)—yle=| U(S)—;VHMLE: (y—u(o), z—f(o))do

pour tout [y, z]e A et 0<s=t<T.

LEMME I1.2. (Bénilan [2]). Supposons qu’un opérateur A soit accrétif dans
L=(£) et pour tout 2>0, p.p. 110, T[ et f& L*0, T; L=(2)), RUI+1A)DD(A)
+21(1).

——— L)

Soit u,= D(A) . Alors il existe u une solution intégrale unique sur
[0, T] de %~+Au9f telle que u(0)=u,. De plus u(t)ED(A)Lw(Q) pour tout

te[0, T1.

D’aprés le lemme 11.2 et la m-accrétivité de BA dans le chapitre I, on a les
résultats suivants: : |

THEOREME IL.3. Supposons qu'un opérateur A de L=(Q) vérifie (H1) et
qu'une application B de 2XR dans P(R) vérifie (H2) et (H3).

Si B n’est pas univoque, on suppose de plus que pour tout ge L*(2) et
2>0, il existe au plus un us L=(2) tel que u+2ABAu>g. Soient BA non vide,
feL¥0, T; L™(2) et u,eDEA"
unique sur [0, T] de %+ﬁAu >f telle que u(0)=u,. De plus u(t)e D(BA)
pour tout t<[0, T].

THEOREME I1.4. Supposons qu’'un opérateur A de L=(2) vérifie (K1) avec

[0, 0] A et que B soit un graphe maximal monotone avec 0 B(0). On suppose
de plus, si B n’est pas univoque, que A est fortement injectif. Soit uOED(ﬁA)L @

Alors il existe u une solution intégrale

L)

Alors il existe u une solution intégrale unique sur [0, T] de %?——{—ﬁ/luéo telle

que u(®)=uo. De plus, ut)eDBA > pour tout t<[0, T1.
Supposons qu’un opérateur A soit m-accrétif dans L=(2). On définit
I’ensemble D(A)={uc L=(Q): }gr: [ Azull< o0} (cf. [1I]).

PROPOSITION IL.5. Supposons qu'un opérateur A de L=(R) vérifie (H1) et
qu'une application B de 2XR dans P(R) vérifie (H2) et (H3). Soit BA non vide.
Soit C un opérateur du théoreme 1.17. Alors D(C):D(ﬁA) et pour tout us D(BA)
et 2>0, [Cul.=l|fAu]..

DEMONSTRATION. Soit u€D(C). Par définition, |Ciu].<-4oco lorsque 1—
0+. Posons w;=Cu; on a [u—Aw,; w;]J€CCBA. Par définition, il existe
ve L= tel que [u—Aw,, v;]EA et p.p. x€2, wix)eB(x, vix)). Donc v, est
borné dans L= lorsque 2—0+. Soit 2,>0 tel que v, —v dans ¢(L*, L) lorsque
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A,—0+. Comme u—2,w;—u dans L>, d’aprés la proposition L5, [u, v]€ A.
Soit M>0 tel que |w;ll.<M lorsque Ai—04. D’apres (H3), il existe v,, v.€L*
tels que p.p. x€2, =M B(x, =v(x)). On définit une application § de QxR
dans @(R) par

—M+r—v_(x) si rel—oo, v_(x)[

Blx, r)=1 Blx, 1) si relv(x), v(x)]

M+r—v.(x) si relvy(x), +oof.
Alors f~! vérifie (H2) et (H3). D’autre part, comme vi(x)s[v_(x), vi(x)],
lorsque A—0+, v(x)e[v_(x), vi(x)]. Donc par définition, A(x, v(x))=p(x, v(x)).
Utilisant le lemme 17, il existe we L tel que w(x)ef(x, v(x)) p.p. x4,
d’ott w(x)< B(x, v(x)) p. p. x=£2 et donc [u, w]eBA. Par conséquent us D(BA).
Soit ue D(BA). Par définition, il existe v, we L=(2) tels que [u, v]J= A et
p.p. x€8, w(x)e f(x, v(x)). Puisque B.,ve B.;Au, on a u=J, . (u+28.v). Donc

d’aprés la construction de C, on a

Ju—{+20)"u
”C.zu”oo—-“ 1

’]Z, ei(u+lﬁeiv)_]1‘ U ”
| A loo

oo

= lim

g0+

< lim |8l S wl-.

Donc u=D(C). De plus pour tout ueD(BA) et 2>0, [Cul.=Z|BAul.

Utilisant les résultats de [2], on obtient donc:

THEOREME 1L6. Supposons qu'un opérateur A de L~(2) vérifie (H1) et
qu'une application B de 2XR dans P(R) vérifie (H2) et (H3). Soit BA non vide.
Si B n’est pas univoque, on suppose de plus pour tout ge L=(2) et >0, il existe
au plus un us L=(Q) tel que u+ABAusg. Soient f€ L0, T; L=(2)), u solution

intégrale de —Z—?—}—ﬁAuaf, t point de Lebesgue a droite de f. Alors les pro-

priétés suivantes sont équivalentes:
(1) u()eD(BA),

| utth—u®))

I h lee

En particulier, si fe VB, T ; L)), alors u est lipschitzienne si et seulement

st u(0)e D(BA), et alors pour tout t<[0, T, u(t)e D(BA).

(2) lim

h->0+

IL.2. Solutionsfaibles de %Jr BAuS0.

On suppose qu’un opérateur A de L>(2) vérifie:
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A est m-accrétif dans L=(Q),
(HC)

A est cycliquement monotone dans L), c’est-a-dire,

pour toute suite cyclique u,, uy, u,, -+, un=u, de D(A) et toute suite v, Au;
n

(1=1,2, -+, n), on a Zgg(ui—ui—l)vizo-
i=1

REMARQUE IL.7. (1) Supposons qu’un opérateur A de L=(2) vérifie (HC).
Alors il existe une fonction convexe s.c.i. propre ¢ de L%{2) dans ]—co, 400]
telle que A,=0d¢p, ou d¢ est le sous différentiel de ¢. En effet, A, est maximal
monotone et cycliquement monotone dans L*2). D’aprés le théoréme 2.5 de
[8], il en résulte.

(2) Si un opérateur A de L~(Q) vérifie (HC), alors A vérifie (H1).

THEOREME IL8. Supposons qu’'un opérateur A de L=(2) vérifie (HC) et
qu'une application B de QX R dans P(R) vérifie (H2) et (H3). Soit BA non vide.
On suppose que l'une des hypotheses suivantes est vérifiée:

(1) B est univoque,

(2) pour tout feL=(Q) et A>0, il existe au plus un ucs L=(2) tel que

u+ABAu>f,

(3) pour tout M=0, 'ensemble {us D(A): |ul.+|Aul-=M}
soit relativement compact dans L=(8). ,

Alors pour tout u,e D(BA), il existe usC([0, +oo[; L=(R)) telle que

u(t)e D(BA) pour tout t=0

%(t)e L=(10, +oo[ ; a(L=(2), LX)
(2.1) d
d_?(t)—{-‘@Au(t)SO p. p. sur 10, oo

u(0)=1u,.

DEMONSTRATION. Sous les hypothéses du théoréme, il existe un opérateur
C me-accrétif de L> tel que CCBA. Pour tout ¢>0, on considére ’équation
approchée

+Cu(t)=0 si t>0

ut)—ult—e)
13

(2.2)
u(t)=1u, si <0

dans L>. Puisque C est m-accrétif dans L=, ’équation s’écrit

{ u()=I+eC) u(t—e¢) si >0

us(t>:u0 si t_S_O
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et elle admet au plus une solution. Donc u.(t)=(+¢C) *u, pour tout ¢
eJ(k—1)e, kel ou u(t)=I+eC) ¥y, pour tout t>0. D’aprés le théoréme I
de [12], u.(t) converge uniformément pour tout ¢ borné dans L= vers u(t)
lorsque ¢—0-+ et sil’on pose u(t)=S(t)u,, alors S(¢) est un semi-groupe continu
de contractions non linéaires engendrés par C. D’aprés le théoréme 1.1 de

[2], 1a limite u(t) est la solution intégrale sur [0, +oo[ de %%—FCMEO, u(0)=1u,.

De plus d’aprés la proposition IL5,
[u(®)—u(s)o=t—sllBAul

pour tout f, s=0. Donc p.p. t<]0, +oo[, u(t) est dérivable dans la topologie
o(L=(82), L\(2)).
u(t)—ut—e)

Posons w. ()= - ; on a pour tout {>0,

1
lwe(Olle=—I{I+eC) M ug— (I +eC) = ug|l = | fAtto |l

d’ot w, est borné dans L=(J0, +-oo[ X £2). Puisque CCBA, soit w.()eL™(2)
tel que w.(¢)+ Bv(t)=20 et v (t)= Au(t). D’apres la remarque L6, v, est aussi
borné dans L<(J0, +oo[ X£2). Soit ¢,>0 tel que v.,—v et w.,—w dans o(L=(J0,
+oo[ X 2), L]0, +oo[ X 2)) lorsque &,—0+.

Soit T>0. En particulier, pour tout £&®(10, T[; L¥(2))

lim <w.,, O>=<w, >,
ep—>0+

d’ou
B =y, o
= — lim Cu, (1), S0,
= tim [ a0 DD
= i (7] M= telm00) gy i [ Bl Zem)

n

:Eli_{?+<wen» O=<w, $.

On a donc %zw dans ®’(]0, +oo[ ; LY Q).

D’autre part, puisque u.,—u dans L=(J0, +-co[ X Q) et v.,—v dans o(L=(]0,
+oo[ X 2), L0, +oo[ X 2)), d’aprés la proposition 15,
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2.3) u(t)e D(A) et u(t)e Au(t) p.p. t€]0, +oof .

d . .
Pour montrer —d%+ Bv=0, soit j: X R—]—o0, +oo] I’intégrande convexe

normale telle que p.p. x€ £, dj(x, -)=p"x, ). On pose pour tout ze< L*]0,
TLX ),

@4 J@) stgf@ si j(z)e L0, T[x Q)
: z2)=

~+oo sinon .

Alors J est une fonction convexe s.c.i. propre de L* Q) dans ]—oo, +o0] et
le sous différentiel 0/ de J coincide avec le prolongement de 57*a L*J0, T[ X Q).
Donc on a pour tout ze L*(]0, T[ X 2),
T
J@—I~w)={ | vetw.,).
D’aprés on a

SOTSQJ.(— wgn)ggjgg j(z)—gjggvsn(z—{— We,)

25) =1, 1= o= veatven
- S:SQ j(z)— S:nge n? S:nggnuen(t)_ L:nn(t_ L :

On va estimer le dernier terme dans [2.5) D’apres la remarque IL6, A,=de.
Puisque v.,0¢(u.,), on a

(26) [ e et =)= 0o () Z Pl ()~ 0, (1)

D’autre part

@.7) S: o, (t —en)— (1, (1)

€n

_1$ S (e, (t—en))— (e, (B))

Ep 1=1J(i-Dep
:’51'(; , )= S f k T_Ll)snw(usn(T)))=go(uo)—go(uancr)) ,

ot T=ke, Or d’aprés le lemme 3.3 de [8], la fonction #—¢(u(?)) est absolu-
ment continue et p.p. t]0, T,
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Apumy={ v 2.
On a donc
28 [T o0 2 =" ptutn=gu(T)—gu).

Donc d’aprés (2.6)-(2.8), on a
T ¢ 1)— en t— n
(2.9) SO ngen(t)iﬁ%(_a_)
T du
= o (T)—pu(M)+{ | 25
D’aprés I'inégalité s’écrit
T
@1 | i-w.)

T . Ty T du

<o), (M+| | @ | vez=] v T

Notons que ¢ est s.c.i. dans L%2) et u. (T)—u(T) dans L=(2) lorsque ¢,—0+

et donc @(u(T))< lim ¢(u. (T)). Passant a la limite dans (2.10) lorsque e,—0+,
Ep—0+

on a
S:S9j<—%)és}ziril+g:s;z-j(’wsn)
(o1 22)
d’ot %—l—ﬂvao. Donc avec on

%(t)JrﬁAu(t)aO p.p. te]0, +oof.

D’aprés le théoréme 116, u(¢)e D(BA) pour tout ¢=0.
REMARQUE 119. Dans le théoréme 117, si 0p(x, 0) p.p. x=8, alors
t—@(u(t)) est décroissante. En effet, on a d’aprés v.=dp(u.),

u(t—e)—u.t)
p(u(t— ) —p(u () ze| vty 2=

:—e+g9ve(t)ws(t)§0;

d’ou @(u(t)=¢(ut—e)) et donc o(u.(t))=¢(u,) pour tout t=0. Passant ala
limite lorsque e—0-,
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elu()= Lim p(ut) = p(u,)
en—0+
pour tout t=0. Soit 0=s=<t¢. Alors

P(u(®))=p(S(t)ue)=p(S(t— $)S(s)uo)

= o(S(s)us)=e(u(s)) .

Donc ¢(u(t)) est décroissante en t=0.

REMARQUE I1.10. Dans le théoréme I1.7, si A est linéaire injectif, alors il

y a unicité de la solution u de En effet, soient u,, u, deux solutions
de [2.1) D’aprés la monotonie de f, p.p. t=]0, +oof, il existe v,E Au(t)
(i=1, 2) tels que

&Q—d%-(ul——ug)(t)(vl—vz)éo.

Puisque A est linéaire et ACdp, d’aprés le lemme 3.3 de [8], on a

i (U;—us) =<0 p.p. t=]0, +oo[; @(u,—u,) est décroissante en ¢=0 et donc

N . 1
¢o(u;—u,)=0. Or d’aprés la proposition 2.15 de [8], ¢(u):759|A§/2ulz, donc

AV (u,—u,)=0 et A(u;—u,)=0, d’ou u,=1u,.

COROLLAIRE IL11. Supposons qu'un opérateur A de L=(2) vérifie (HC) et
(K1) avec [0, 0] A et que [ soit un groupe maximal monotone avec 0< B(0).
On suppose de plus, si B n'est pas univoque, que A est fortement injectif. Alors
pour tout u,=D(BA), il existe usC([0, +oo[ ; L™(2)) telle que

‘;_?(t)e L>0, +oo[; a(L=(2), LY (2)))

%(t)—}—ﬁAu(t)BO p.p. t€]0, +ool

u(0)=1u,.

DEMONSTRATION. Soit u,= D(B8A). Par définition, il existe v,, w,& L=(2)

tels que v, Au, et w,= pf(v,). Comme dans la démonstration du théoréme I8,
soit v.(t)e L=(2) tel que v.(t)e Au.(t) et

u(t)—ut—e
(2.11) -

) + Bv(t)=0.

On a |v.()|-Z<)Au,].. En effet d’aprés [2.11)

u(t)+epuv.(t)ult o),
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d’ou d’aprés le théoréme 118, ||v.(t)|-=|Aut—¢)llo. Or puisque v.()< Au(t),
lAu ()= {vt)ll.. Donc ||Au.t)l. est décroissant en . On a ||v.(t)]le=|lA%o|w.
On a donc

o))<= 1i£01+ [ve(D)lle =l Attolles -
Soit M>0 tel que [Au,l-<M. 1l existe § un graphe maximal monotone
surjectif tel que f=p sur ]—M, M[. Donc d’aprés le théoréme IL8, il existe
ueC([0, +oo[; L=(Q)) telle que

%(t)e L=(00, +ool : a(L=(2), LY (2)))

%(t)Jer(t)BO et v(t)e Au(t) p.p. t€]0, +oof

u(0y=u,.

Puisque [|v(t)lle<M, Bv(t)=pv(t). On a donc

‘;—?(t)ﬁ—ﬁAu(t)ao p.p. t€]0, +oof.

Chapitre III. Exemples et applications.

Supposons que ¢ est une fonction de L*{2) dans [0, +o0] convexe s.c.i.
avec ¢(0)=0 vérifiant :
61 {pour tout u, ac L¥(2) et peC'R) avec 0=p’'<l, »(0)=0,
' o(u—plu—)+p(a-+ plu—a)<p(u)+ (). (cf. [6]).

LEMME IIL1. Si ¢ est une fonction de L™(2) dans [0, +oo] convexe s.c. 1.
avec ¢(0)=0 vérifiant (3.1), alors A=0pN\L ()X L(2) vérifie (HC) et (K1).

DEMONSTRATION. On va d’abord démontrer que A vérifie (K2). Utilisant
(3.1), pour tout [u, v], [@, vJ€ A et peCY(R) avec 0=p’<1, p(0)=0, on a

(3.2) Sg(v—ﬁ) pu—a)=0.

En régularisant par convolution, étant donné pe @, il existe p,=CYR) avec
0=p,<1, p,(0)=0 tel que p,—p uniformément sur tout compact. D’aprés

(3.2), on a Sg(vwﬁ)pk(u—ﬂ)zﬁ Orona [w—0)pr(u—a)| <|(v—0)u—a)|. Donc

on en déduit par convergence dominée que gg(v—ﬁ)p(u—ﬁ)go_
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Montrons R(I+A)=L=(2). Soit fe L=(2).

Il existe ueLl*(2) tel que utdp(u)=>f, d’ou comme [0,0]=A, on a
lulle=| fl. et donc ue L=(2) avec u+Au>f. Par conséquent, R(I+ A)=L>(2).
Donc A vérifie (K2). ',

Comme (K2) est équivalente & (K1) (cf. [6]), A vérifie (K1).

D’aprés (K1), A est m-accrétif dans L=(£). On sait que d¢ est cyclique-
ment monotone dans L*(2) (cf. [8]). Donc A vérifie (HC).

EXEMPLE 1. Soit £ un ouvert borné de RY a bord I régulier. Soient j
une fonction de R dans [0, +o] convexe s.c.i..avec j(0)=0 et y=dj. On
définit ¢ une fonction de L* ) par
Silgrad u|2+grj(u) si ueHY(Q)

(34) olu)y=1 292

4o sinon.

Alors ¢ est une fonction de L*£2) dans [0, +-oo] convexe s.c.i. avec ¢(0)=0
et le sous différentiel de ¢:

o0p={[u, v]e LA(Q)X L 2): ue H(Q), v=—4du p.p. sur £,
ou B
5;+T(u)ﬁ0 p.p. sur [},

0 . .
ou 5, oSt la dérivée normale extérieure (cf. [7], [9D.

LemMmE 1IL2.

1) ¢ vérifie (3.1),

(2) sir est injectif dans R, alors ¢ est strictement convexe dans L*£2),

(38) pour tout M=0, I'ensemble {usD@p): |ulotl0pW)lle<M} est relative-
ment compact dans C(2).

DEMONSTRATION. (1) Pour tout r, 7€ R et peCYR) avec 0= p’<1, p(0)=0,
on a j(r—p(r—")+j@+ p(r—)N=j("+5@).

Soient u, a€L¥(2) et p=CYR) avec 0=p'=<1 et p(0)=0.

Montrons (3.1). Si ¢(u)+¢(#)=-c0, alors c’est trivial. Si p(u)+@(@) <4 oo,
on a u, a€ H(D) et donc u—plu—a), a+plu—a)e H(L). On a donc

o(u—pu—a)+o(a+ p(u—a))
1

:—559 |(1—p"(u—a)) grad u+ p’(u—a) grad |?

+%—Sgl(1—p’(u—ﬁ)) grad a+p'(u—a) grad u|?®

+Srj(u~—p(u—ﬁ))+grj(12+p(u~—12))
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<5 (=P w—a)| grad u|+ pu—)lgrad 2|’
+%SQ(1—p’(u—ﬁ))l grad a|*+ p'(u—a)| grad u|?
+{ g+ i@

———Sgélgrad ul Z—l—SFj(u)—I—SQ%lgrad a‘2+grj(a)
=p(u)+o(a).

ut+i

(2) Soit go( )z-;—(go(u)—{—go(ﬁ)) pour u, #€D(¢). Par définition, u, @

2
e H'(2) et j(u), j(a)eL*I"). On a
1 —a |2 1,. " [ Ut
7S9lgrad - 2 - ’ +Sr?(](u)+](u))zgr]< - 2 - ) ’
1 ~ i
Puisque 7(j(u)+j(ﬁ))zj<u—_gl), on a grad uzu:O p.p. sur 2 et %(j(u)

+j(z‘t)):j(~u—:;i) p.p. sur I'. Donc u=#+c p.p. sur £ et comme j; est

strictement convexe u=# p.p. sur I, d’ou u=# dans L¥ Q).
(3) Utilisant le lemme suivant, on a (3) immédiatement par Ascoli.
LEMME III.3. Pour tout p>N, il existe c,: R*—R* telle que lorsque

ucs H¥(Q), u—dusL?(Q) et a—z—H‘(u)BO p.p. sur I', alors |ulwie=c,(|u

0
—dul ). (cf. [10]).

REMARQUE III.4. (1) Soit B une application de 2XR dans @(R) vérifiant
(H2) et (H3); si 7 est injectif ou si 8 est univoque, alors pour tout feL*£),
il y a unicité de la solution u< D(dp) tel que u-+ Bop(u)> f. (cf. Théoréme 1.19).

(2) Par contre si 7 n’est pas injectif et 8 n’est pas univoque, alors il
n’y a pas nécessairement unicité comme le montre le résultat suivant:

Soient N=1, 2=]0, 1[, 7, B deux graphes maximaux monotones de R avec
07(0), 0 B(0), ¥ non injectif et B non univoque. Alors il existe us W*=(0, 1),
feL>0, 1) et ¢+0 tels que

{u’(O)Er(u(O))ﬂr(u(0)+6), —uw'(D)eru@)Nr(u)+c),
(u(x)— Bu" (N (u(x)+c—Bu"(x))>fx)  p.p. x€]0, 1[.

En effet, soient ay, a,, a, by, by, bR tels que a;<a,; b;<b; et 7({ay, a,))
=a, [by, bz]:ﬁ(b)-

On pose 0<cta,—a,,

(3.5)
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ax+a, si xE[O %

~

w| o

u(x)= r(x——;—)z—{—s si xe[

]

)

b4

Wit w|—

a(l—x)+a, si xe[ , 1

| S—

ou 7, s€R tels que u(%)zu(%>:dl+%,

fo si xE[O, %]U[% 1]
_127 si xe[%, —g—],

u(x)+c—b,= flx)Su(x)—b,

et

p.p. x10, 1[. Alors usW==(0, 1), f€L>(0, 1) et ¢#0 vérifiant (3.5).
Supposons que S soit une application de 2 xR dans @P(R) vérifiant (H2)
et (H3). On pose D(B, 1)=D(BA), ou A=0pNL=(2)XL~(2). On a

D(B, N={us L*(QNH*2): —g%—i—r(u)ao p.p. sur I" et il existe
we L=() tel que we (-, du) p.p. sur 2}, et
BA={[u, wleL>(2)XL(2): uc H(Q), Ive L=(2) tel que

ou
,—a;—l-)’(u)ao p.p. sur I'}.

THEOREME IIL5. Supposons qu’une application B de 2XR dans P(R) vérifie
(H2), (H3) avec 0= (-, 0) p. p. sur £ et 7y soit un graphe maximal monotone avec

07(0). Alors pour tout u,=D(B,7), il existe uesW-=(0, +o[ XN
L=(0, 4+oo[ ; H(Q)) tel que

dues L>(]0, +co[ X2

we B(+, v), v=—4du p.p. sur 2

—Z%E‘B(-, du) p.p. sur J0, +oo[ X L2

(3.6)
—g%%—)’(u)EO p.p. sur 0, oo XI”
u(0)=u, sur 2.

DEMONSTRATION. Soient j une fonction de R dans [0, +co] convexe s. c. i.
avec j(0)=0 et y=0dj. On définit ¢ une fonction de L) par [(3.4)

Appliquant I’exemple 1, d’aprés le théoréme I1.8 et le lemme IIL.2, il existe
ueC([0, +oo; L=(2)) tel que
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u(t)e DB, 1) pour tout =0

%JE L=(]0, +co; o(L™(2), LX(2)))

%(t)+‘8/lu(t)90 p.p. t€]0, ‘+00[

u(0)=u,.
D’aprés la définition de D(B, 1), u(t)e L*(2)NH*2) pour tout ¢=0 et d’aprés
(H3), du(t)e L=(£2) pour tout =0 et donc

ue L2(10, +col X DNL=(0, +oo[; H¥ Q) et dueLl=(]0, +oo[ X Q).

Montrons u=W4>=(00, +oo[ X Q). On a u(H)e H¥ D), u(t)—du(t)=L=(f2) pour
tout =0 et g—;t«+r(u)90 p.p. sur J0, +oo[ XI'. Donc d’aprés le lemme IIL3,

il existe a=0 tel que |u(f)llwy=@>=a, en particulier, |grad ;u(?)| .~ =a p.p.
te]0, +oof, et donc |grad ;ullz=an +erxy=a. Or comme on peut identifier
L=(00, +oo[ X 2) avec L=(J0, +ool; o(L(02), L'(£2))), il existe b=0 tel que

2
ot
BA, on a —gitt——ﬂduao p.p. sur J0, +oo X2 et

xI'. On a donc [3.6)

REMARQUE III.6. D’aprés la remarque I1.9, si 7 est lindaire et injectif,
alors il y a unicité de la solution « de [3.6)

EXEMPLE 2. Soient j une fonction de R dans [0, +oo] convexe continue
coercive (c’est-a‘t-direlClligxm(j(S)/IEI):+00), avec j(0)=0 et y=aj. On définit ¢

<b. Donc ueWi=(J0, +oo[ x£2). Enfin d’aprés la définition de

L%(10> +oorx 2y

Ou_

an +7(u)=0 p.p. surJ0, ool

une fonction de L*0, 1) dans [0, o] par

o w S:j(u’) si ue Wy, 1)
. o(u)=

+ oo sinon.

Alors ¢ est une fonction de L*0, 1) dans [0, +oco] convexe s.c.i avec ¢(0)=0
et le sous-différentiel de ¢:

do={[u, v]e L0, 1)xX L0, 1): uc W0, 1), il existe we W0, 1) tel que
v=—w’ et wer(u’) p.p. sur J0, 1[}. (cf. [1]).

LeMmME [I1.7. '

1) ¢ vérifie (3.1), :

(2) sij est strictement convex, alors @ est strictement convexe dans L%0, 1).

DEMONSTRATION. o o

(1) Soient u, acL¥Q) et p=CYR) avec 0=p'<1 et p(0))=0. On montre
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(3.1). Si g(u)+¢@(@t)=+co, alors c’est trivial. Si @(u)+¢(@)<+co, alors par
définition, u, 2 W0, 1) et donc u— p(u—a), a4+ p(u—a)e W0, 1). On a donc

plu—plu— )+ g+ plu—a)=| (1= p'(u—i)'+ p'(u—2)")
+ﬁﬂu—¢xu~a»W+$Ku~awo
<[ a—pau—aniw)tpu-as@)
+ | A= pru—an @+ pu—ijiw)

=[ i+ sar=pw+e@.

(2) Soit go(fuﬂgu):%(go(u)—ﬂo(ﬁ)) pour u, #€ D(p). Par définition, on a

u, acsWh(, 1) et j(u’), j(@)=L*0, 1). On a donc

o)=L ),

/ 57

S(anti@N=i(*T5)  pp. sur 10,10

d’ou

Donc uw'=#@’ p.p. sur ]0, 1[. On a u=#a+c p.p. sur J0, 1[. Or comme u, @
eWi 0, 1) on a u=#a dans L0, 1).
REMARQUE II1.8. Lemme IIL7 est le cas ou N=1, 2=70, 1[. Il est encore

valable dans le cas général.
LEMME IIL9. Soit A=dpN\L=(0, 1)XL=0, 1). On a

1) A={lu, v1eL0, )XL=0, 1): ue Wi, 1), il existe w=W"=(0, 1) tel
que v=—w' et wey(u’) p. p. sur J0, 1[}.

(2) Pour [u, vl€A, il existe c: R"—R* tel que
(3.8) lllwse=co,1 = (V] =co,0) -
(3) Pour tout M=0, 'ensemble
{ue D(A) : llull z=w,nt+ | Aull L=, < M}
est relativement compact dans c([o, 1])

4) Soit [u, vle A avec u#0. Alors ue Wi=(0, 1) et il existe we W0, 1)
unique tel que
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(3.9) v=—uw’' et weyu) p. p. sur 10, 1[,

et lapplication [u, v]—w est continue de A muni de la topologie induite par
L=(0, 1)Xa(L=(0, 1), L*0, 1)) dans L=(0, 1) et 'application [u, v}—w’ est continue
de A muni de la topologie induite par L0, 1)Xa(L=(0, 1), L*0, 1)) dans
a(L=(0, 1), L¥0, 1)).

DEMONSTRATION. (1) Soit [u, vJ€A. Par définition, ue Wi¥0, 1), il
existe we W0, 1) tel que v=—w’ et wey(u’) p. p.sur 10, 1[. On a [|w’| r=w,»
=|vlz>w,» et donc weL>(0, 1). Puisque 7 est surjectif, ' L=(0, 1). Donc
usWi=(0, 1) et weW=(0, 1).

(2) On suppose que soit fausse. Il exist [u,, v,]€ A tel que lorsque
v, est borné dans L>, u, est non borné dans W{>. Par définition w, est
borné dans L.

On suppose qu’il existe x,]0, 1[ tel que w,(x,) soit borné. Alors w,
est borné dans L~ et u, est borné dans L=, et donc u, est borné dans L*.
Donc u, est borné dans Wi

On suppose que pour tout x<70, 1[, w,(x) est non borné. Il existe n, tel
que w,,(0)—+co; par exemple, on suppose w,,(0)—+oco. On a donc pour tout
x€]0, 1[,

o (D)=, (O)F | w7, (§)d—+ o0

uniformément. On a u,, 7 w,,) p.p. sur J0, I[. Puisque 7 est surjectif, il
existe 7, R tel que lorsque r>7r, on a s=1 et sy (). Donc il existe k
tel que lorsque w,,(x)>7, p.p. x€]0, I[, on a u,,(x)=1 p.p. x10, 1[. Or

[l @ de=0.

(3) Utilisant (2), d’aprés la hypothése, il existe a=0 tel que ”u“W(l)"”(o,n
<a. Donc on a (3) par Ascoli.

(4) Soient w, #€W»=(0, 1) vérifiant [3.9) On a w'=—v=%" et donc
w=w--c.

Soit ¢+0. Soit j* la fonction convexe conjugée de j définie sur R. Alors
ri=05* et w ey (w)N\r (@), d’ou j*¥(w)' =—u'v=j*w)’. Donc j*(0)=j*(@)+C.
Mais w'w=j*w)+ju") et uw'(w-+c)=5*@)+ju’), donc u'(w+c)=u'w+C et
u'=C/c, d’ou S:M:O:C/c. On en déduit C=0; donc u’=0 et u=0. Or d’aprés

la hypothése, on a u#0. Donc ¢=0, d’ou w=1u.

On va démontrer la continuité. Soient [u;, v;]€A et [u, v]JeA tels que
u;,—u dans L* et v;—v dans ¢(L>, L'). Par définition, il existe w,, we W.>
tels que vi=—wj, w;r(w;) et v=—w’, wey@w’) p.p. sur 10, 1I[. D’ou wi—w’
dans o(L>=, LY). Montrons w;—w dans L=(0, 1). D’aprés (2), {w;} est borné
dans L* et donc relativement compact dans L. D’aprés (2), {u;} est borné
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dans L*. Soient w,—@ dans L~ et u;—u’ dans o¢(L®, L'). On a weru’).
Comme w;;—w’ dans o(L=, LY, vi,—~—w’ dans o(L=, LY. Donc v=—w".
D’aprés la unicité de w, on a w=iw. On a w;—w dans L0, 1).
On suppose que J soit une application de 10, ILXR dans P(R) vérifiant
(H2) et (H3). On pose D(B, r)=D(BA), ou A=dpN\L>(0, 1)XL=0, 1) On a
D(B, N={ues W=, 1): il existe we W">(0, 1) tel que weyr(u’)
p.p. sur J0, 1[ et il existe z= L>=(0, 1) tel que zeB(-, —w’)

p.p. sur ]0, 1{},
et

BA={[u, 21 L=(0, 1) X L=(0, 1): us W=(0, 1), il existe v’ L=(0, 1)
tel que z€ (-, v) p.p. sur 10, 1[ et il existe we W=(0, 1)
tel que v=—w’ et wey(w’) p.p. sur 10, 1[}.

THEOREME IIL.10. Supposons qu’une application B de 10, ILXR dans P(R)
vérifie (H2), (H3) avec 0= (-, 0) p.p. sur 10, 1[ et 7 soit un graphe maximal
monotone avec D(Y)=R()=R et 0=y(0). Alors pour tout u,=D(B, 1), il existe
ues Wt=(J0, +oo[ X710, 1[) et we L=(J0, +oo[ x]0, 1[) tels que

w e L=(]0, +00[x]0, 10)

u, e B(-, wg) p. p. sur 10, +oo[x]0, 1[
wey(u,) p.p. sur 10, +oo[ x]0, 1[
u(t, O=u(t, 1)=0 pour tout t=0

u(0, x)=u,x) pour tout x=70, 1[.

DEMONSTRATION. Soint j une fonction de R dans [0, +co] convexe s.c.i
avec j(0)=0 et y=a;. D’aprés les hypothéses de 7, la fonction j est continue
et coercive. On définit ¢ une fonction de L%*0, 1) par (3.1). Appliquant
I’exemple 2, d’aprés le théoréme I1.8, le lemme IIL7 et le lemme IIL9, il existe
uel([0, +ool; L0, 1)) tel que

u(t)e D(B, v) pour tout t=0

%«e L=0, +oo; a(L=(0, 1), LY0, 1))

%%(t)+ﬁAu(t)90 p.p. €70, +oof
u(0)=u,.

D’aprés la définition de D(B, 7), u(t)e Wy=(0, 1) pour tout ¢=0 et donc u, u,
e L>(]0, 400[x]0, 1[). Or comme on peut identifier L*(J0, +oo[ x]0, 1)
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avec L=(J0, -+oo[; o(L™(0, 1), LX0, 1))), on a u,e L=(]0, +oo[x]0, 1[). Donc
ueWi>(00, +oo[ x710, 10) et u(t, 0)=u(t, 1)=0 pour tout ¢=0.
Utilisant de facon précise la démonstration du théoréme IL8, il existe

ve L=(]0, +oo[; a(L=(0, 1), L0, 1))) tel que wv(t)eAu(t) et —Z%(t)—‘rﬁv(t)ao

p.p. 110, +oo[. Si u(t,)=0, alors pour tout t=¢, on peut prendre u(¢)=0;
on peut donc supposer u(t)#0 pour tout ¢t=0. D’aprés le lemme IIL9, (4), il
existe we L=(J0, +oo[; L*(0, 1)) avec w, e L*0, +oo[; (L0, 1), L*0, 1)))
tel que v(t)=—w,(t), wt)er(u(t)) p.p. t£]0, +oo[. D’ou le résultat par
identification de L>(J0, +oo[ x10, 1[) et L=(J0, +co[; a(L™(0, 1), L*0, 1))).
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