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Soit L(t, X5 = ———ax> un polynéme différentiel défini dans Q={(t, x);
te[0, T], x€R™ de la forme
o™ | mzl L
L_—at—m”L 2 2 a;ut, x)wﬁr'

j=0 j+ivism

ol a;,(t, x) sont des fonctions indéfiniment différentiables et bornées avec leurs
dérivées. Considérons le probléme de Cauchy

0 0
[ L(t, x5 —=— —)uzf dans 2,

1) ot’ ox

j
1 gt’j ©, D=ugx), j=0,1, -, m—1
pour les données f et u; Alors il s’agit de trouver la condition pour qu'il y ait
une seule solution u et que la solution u dépende continfiment des données f et
u;. Ce probléme est recherché depuis J. Hadamard [3] et il n’est pas encore
complétement résolu au cas des coefficients variables. Quand on peut trouver
une solution # mentionnée ci-dessus dans un espace des fonctions E, nous disons
d’aprés Hadamard que le probléme de Cauchy est bien posé dans I'espace E ou
simplement bien posé si I'on I'’entend bien. S. Mizohata a démontré, dans [7],
que si le probléme de Cauchy est bien posé dans C*, alors toutes les racines
A,(t, x; &) du polyndme caractéristique P(¢, x; 7, &) (la partie homogéne de degré
m de L) sont nécessairement réelles pour des vecteurs & réels non nuls. On
sait également que si les racines du polyndme caractéristique sont réelles et
distinctes, alors le probléme de Cauchy est bien posé dans L? (cf. [8]). Au
contraire, T. Kano [5] a montré, par reductio absurdum, que cette condition est
nésessaire dans I'hypothése que la multiplicité des racines caractéristiques ne
dépend pas de ¢, x et £& Dans [4, 4] M. Itano et l'auteur ont démontré, par
une méthode directe, que l'on a le résultat de Kano sans I'’hypothése. En
traitant le probléme de Cauchy dans l’espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables, on doit considérer la multiplicité des racines caractéristiques. Au cas
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de la multiplicité constante, S. Mizohata et Y. Ohya [9, 107 ont obtenu une
condition nécessaire et suffisante pour que le probléme soit bien posé dans C*
dans I'hypothése que la multiplicité est inférieure ou égale a deux. Il vy a aussi
beaucoup d’articles (cf. [TJ[2Z][11][16]) dans lesquels on a réfiéchi sur ce
probléme quand la multiplicité est supérieure a deux. Maintenant on s’intrésse
au cas ou la multiplicité dépendrait de £, x et &. O. A. Oleinik a donné
une condition suffisante pour des équations du second ordre de la forme spéciale.
A. Menikoff a étendu le travail de Oleinik aux équations d’ordre supérieur
quand la multiplicité ne dépend que de ¢

Le but de cet article est d’étudier la condition pour que le probléeme de
0 0
o’ ax
bien posé, et puis de montrer I'existence du domaine d’influence. A ce moment,
des inégalités d’énérgie conduites dans l'article présent jouent un réle essentiel.
La méthode utilisée pour les conduire est une extension dirécte de celle traité
dans [15]. Une partie des résultats obtenu ici a déja été annoncé par Ohya
et M. V. Petkov [14]. Afin d’éviter des compliqués résultant des équations
d’ordre supérieur, nous limitons le polyndme différentiel L a celui du second
ordre, qui s’écrit

2 aN\_ @ 5 e
S 3w )= A PRR O D B el D e

Cauchy pour L(t, x; ) ayant la multiplicité dépendante de ¢ et x soit

L(t, X;

+bo(t, x) g JZb (t, x) +clt, x).

Xj

1. Conditions suffisantes.

Désignons

_ 19

Kl 1 3
oot ]

D:(Dly D2: Tty Dn); DJ:T ax
J

et écrivons les parties homogeénes de degré deux et un de L respectivement par
—P(t, x; D, D)=— {D%+2§ at, ODDs+ | T ai(t, DDiD)
et
iQ(t, x; Dy, D)=i{bi(, x)Dt—{~§z bi(t, x)D;}.
Soient A,(t, x; £) et A,(t, x; ) les racines du polyndme P(t, x; 7, &) par rapport

a 7. Supposons que les racines A,(t, x; &), j=1, 2, soient réelles pour vecteurs
& réels non nuls, c’est-a-dire
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(Zaft, 06— T_ ault, D20,

et puis qu’elles soient indéfiniment différentiables sur 2X(R™\{0}). Alors on
peut associer a cette fonction un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1 défini par

l 0 1T-$
3, x5 Dip=— 5o |, x5 OF@e=ds,
ol $(¢) est la transformée de Fourier de ¢(x). Posons

0;=D,—At, x; D)
et considérons l'opérateur —P(¢, x; D,, D)+iQ(t, x; D;, D)+0,0;. On voit que
cet opérateur est de la forme de
alt, x; D)D+ay(t, x; D),
ol a;(t, x; D) sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre j. En remplagant
D, par 0,+21,, nous aurons l'expression suivante :
—P4+iQ+0.0,=c,(t, x; D)o+t x; D).

Avant d’énoncer les conditions suffisantes, nous faisons des calculs du symbole
principal o(c,) de ¢,(¢, x; D). Puisque P(¢, x; D, D)=0,°0, (=0,°0,), le symbole
principal de —P(t, x; D,, D)+0,0; s’écrit

o2, N A
e (b T gt 5 ).

[ 04 n
if S x5 90— 3
D’autre part, vu que o(c,) est égale a la valeur du symbole principal de —P+iQ
40,0, pour 7=A,(¢, x; £), on a

o(cl)Zi{%‘—(t, x; E)—é)1 g'};j ¢ x; S)—g'ng(t, x; S)}JriQ(t, x; A, 6).

Si I'on considére I'opérateur —P+iQ+3,0,, alors par le méme raisonnement que

-P+ZQ+6182:C6<t, x; D)82+C;(t: X; D)
et le symbole principal de c¢i(t, x; D) devient

[0k e & ke, . OA
{56 x 98 56 x 95

Or, nous énongons les conditions suffisantes aux deux cas suivants.
Condition A, (au cas ou I'’ensemble

(4, x5 O}FiQU x; 2, 8).

(2 8 (Saft DEP— 3 aus(t, D6&,=0)

ne dépendrait que de x)
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321 n 8/21 a22
(1] = GxH— % a—x,-(t x; &)=z 3, t x; ©)+QU, x; 21, &)
s'écrit a(t, x; )1, x; &)—2A:(t, x; &),
7 a22 . _ L 812 821
(1] 5 t x; &) ng ax, (t x; &) —= 22, (8, x;8)+Q@, x; 2, &)

s’éerit a’(t, x; E)(A,—2y),
ou a(t, x; &) et a’(¢, x; & sont des fonctions auxquelles on peut associer des
opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0.

Condition A, (au cas ou l’ensemble

(% O (Zat DE’— 3 a,t, D8E=0}

se composerait en (¢, x) ({,=0 ou bien T))

azl " 321 822
G 9= 3 50 9 (X OH0 13 4, §)
s'écrit
X0 G, x5 O+ x5 6,
’ 04 & 04
[II] at (t, xr 5) jgl axj( 6) aE] ( 6)(t Q(t x 22) E)
s’écrit
Il/(t x 5)

- (At x5 E)—A(L, x5 8),

ou a’(t, x; & et a"(t, x; E) sont des fonctions auxgelles on peut associer des
opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0.
REMARQUE. On peut traiter 'opérateur

2
L= 82 —1*((t—2)*+ x5+ by —— 0 + Zb a —l—c(t x)
ot o A
sous nos conditions, mais en ce qui concerne des opérateurs comme
0* 0 8

o — 2 (t— x4 by—— 3 +Zb —l—c(t x),

il est impossible a traiter sous ces conditions présentes.

2. Inégalité d’énergie I.

Dans cette section nous conduisons une inégalité d’énergie quand le polyndme
différentiel L satisfait & la Condition A,.
Soit H,(R™) un espace de Sobolev muni de la norme
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Il ={ gy A+ 1617 10@1 %08

c’est-a-dire, le complété de C{(R™ par cette norme. Dans ce qui suit, on
emploiera assez souvent la notation 9D;: au lieu de H.,(R™)= L He,(R™.
A

On désigne par C=([0, T]; 9.2) 'espace des fonctions k-fois continfiment dif-
férentiable a valeurs dans 9;. avec leurs dérivées jusqu’a k. Nous écrivont
aussi C=([0, T3; g)"z):on C¥[0, T1; Dr2).

s S

THEOREME 1. Pour toute usC=([0, T]; Dr2) il existe une constante C
indépendante de u telle que

@ O+ Dl SCUUO o+ I DO+ | 1 7@ Tode},
et

® P+ Da® s SCUUT o+ 1D+ 1 @ inde),
ou f=Lu.

Afin de démontrer le Théoréme 1 on a besoin du lemme qui est bien connu
comme l'inégalité de Gronwall. Donc nous négligeons la preuve.

LEMME 1 (L’inégalité de Gronwall). Soit r(f) une fonction continue a valeurs
réelles sur [0, T] et soit p(t) une fonction non croissante @ valeurs réelles sur
[0, T]. Supposons que r(f) et o(t) satisfassent a

t
r(O=C(p()+ | e)de)
avec une constante C. Alors on a
r(H)=Cep(t).

Avant de démontrer le Théoréme 1 nous introduisons quelques notations.
Soit (-,:) le produit scalaire dans L% R™) et soit {(D)* l'opérateur pseudo-
différentiel dont le symbole est (14 |£]2)*2

PREUVE DU THEOREME 1. Puisque l'on obtient I'inégalité (3) par la méme
méthode que celle utilisée pour conduire (2), nous ne conduisons que (2). D’abord
nous montrons

4) —ImS:<<D>sa,-u, (D>*u)dr

= — (Ol — IOl —const.| @)1 de

Remarquons
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—Im ({D>*0,u, {D)*w)

Z%“%‘«Dyu, <D>Su>~‘21;<<zj—2;*‘><0>*u» (Dy'w)

—Im (AL DY —< DY 2;)u, <D)*u),

ou Af est l'opérateur adjoint de 2;, Comme A,(t, x; &) est réel, 2;—2F est d’ordre
0, et 2,{D>*—{D)*4; est d’ordre s, d’ou il découle qu’'on a l'inégalité (4). Ensuite
considérons

—Im (' (KDY, <DY@y+3u)+ (DY@ +3u, <Dy'u)}de .
Vu que f=Lu, on a
5) —Im {({D}*0,0,u, {D>°0,u)+({D>*0,0,u, {D)*0,u)
+(D>*0,u, {D>*u)+(D>*0zu, {D)'u)
=Im{(KD)*f, {DY0.u)+{(D)f, {D)0:u)}
—Im{(I{D)*b0,u, {D)*0,u)+(i{D>*by0su, {D)*0u)}
+Im {({D)*(P—0.0,—1Q(t, x; A, D)u, {D)0,u)
+ (DY} (P—0,0,—1Q(t, x; A5, D)u, {D)*0,u)}
—Im{(KD>*cu, <D>*0,u)+(D)’cu, {D>*0:u)}

—Im{({D>*0:1u, <D>*u)+(D>*0:u, {D)*u)} .
Compte tenu de (4), on obtient

©®) —Im [ {(<DYD:d, (DY) +((DY0,d, <Dy'da))de

+ [ 1Dy, DY+ DB, <Dyuhde

2 = {10:u()1% +102u(®) 1% 421 u(®)] — 10:uO)I%

-~ [105u(0) % — 21 2(0) |2
t
—const. | (8.t + 12ty + (o)t} e
D’aprés notre Condition A;, 'opérateur P—a,0,—iQ(t, x; A, D) s'écrit
) P—0,0,—1Q(t, x; 4, D)=a(t, x; D)0,—0,)

+{a(t, x; D)o(A,—A)—a(t, x; D)A—2)},

ou a(t, x; D) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0. Nous y désignons
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par a(t, x; D)o(4,—4,) le pseudo-produit des opérateurs a et (1,—A4,), c’est-a-dire,
I'opérateur dont le symbole est a(t, x; &E)(A(t, x; &)—A(t, x; £). D’aprés (5) et
(7) on voit que

_ImS:{«D)sazalu, <D>Salu)+(<D>salazu, <D>382u)} dr
+S: {KDy*0u, {D)*u)+({D>*0u, {D)*u)}dr

<const. | || 18It +I2.u@) o+ lu@ It} de {1 F@de
d’ou d’apres (6)
CR TN RO N OIS
=const. [0,u(0)|f+10.0) o+ IuOI

+ [ 19ty +10() o+ ) ) e

+ {17 @ltdz].
Grace au Lemme 1 on a
19:u®)it + 10:u(D)I% + ()|,
<const. {|3,u(O)l1%+ 24O %+ Ol + | | F@ltode),

de sorte que

Ju@) i Sconst. (1O e + DO+ [ I A0z,
et
I+ 1 D)y
<const. {|u(O)lfen+ | DOl + Ju(Olfrs

+ [ 1r@rda).

Dot on a le résultat.
On note que le Théoréme 1 reste vrai pour lopérateur adjoint L* de L.
Puisque L* s'écrit
L*=—0%0¥4-(0:0,— P+1iQ(4, x; 4;, D)*+¢C
ou bien
L*:_aika;+(a1az_P+lQ(t, X, /22, D))*—]-(,-‘,

on peut faire de la discussion pareille a celle pour L.
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3. Inégalité d’énergie II.

Cette section est consacrée a conduire une inégalité d’énergie sous la Condi-
tion A, (#{,=0). Des outils essentiels sont les Lemmes 2 et 3 suivants d’aprés
Oleinik. Pour la preuve, voir Menikoff [6].

LEMME 2. Soit y(f) une fonction continiment différentiable a valeurs réelles
sur [0, T, et soit g(t) une fonction continue non négative sur [0, T]. Si y(¢) et
g(®) satisfont a

' (OENy(O+Mty(O)+M,tEg(t), 0=t=T
pour K>N>0 (M, et M, étant nombres positives) et
¥(0)=0,

alors il existe une constante C telle que
t
YO=CHY | g@)de.

St de plus g(t) est non croissante, alors on a

ty'(H=Cg(1)
avec une constante C.

LEMME 3. Soit f une fonction dans CP* [0, T1; D2) telle que Dff(0, x)=0
pour 0= k<p. Alors pour toutes fonctions continues v on a

S:f(f, vz, Dde dx

23 2p+3
ééS:X—MT—’Tﬁ}—"dT dx+ t—(S—S:S| DPYf(z, 0| %de dx,

0 étant un nombre quelconque positif.
THEOREME 2. Pour toute wsC=([0, T]; D2) il existe une constante C
indépendante de u telle que, pour un certain entier positif p,
[u(Oifs++ I Deu()lI2n = C {1 u0) s p15+ 1| DO 4 pro

+ 2 1D Osort | | DE Al rnde),

ot f=Lu.
PREUVE. Soit
: 9 giy

it )= >
Wty =2~ g

0, x)
et désignons
4@, x)=u(t, x)—a(t, x).

En posant Lii=f, on voit que f s'annule pour t=0 avec leurs dérivées par raport
a t jusqu'a Yordre p. Comme dans la preuve du Théoréme 1, I'égalité suivante
est importante :
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® —Im | {KDY0:0,8, <DY.@)+((DyD,d.i, <DY3s)
+(DY,l, <DY'W)+(DYdd, (DY)} de

-——ImS: {KDY*f, <DY*8,8)+(DY*f, {D)*d:i)} dr
—ImS:{(i<D>sboalﬁ, {DY*0,i)+(i{ DY bydytl, {DY*d;80)}dz

+ImSZ{(<D>S(P—8261-iQ(t, % 2 DV, DY)
+(<D>s(P—8182——iQ(t, x; Ag D))ﬁ’ <D>sazﬁ)} dr

—Im | {(<D)*ett, <DY3,i)+(<DY'ett, <DY3s)} dz

—Im { ((DYa,, <DYD)+((DYD,, <Dy} de.
En appliquant (3) au terme gauche de (8), on aura
© —Im{ {(DY9:0,8, <DY0,i)+-(DY'90,d, <D)0.)
+(DYD,i, <DY)+(DYB, (DY)} dz

1 . e ~
= -~ {13.ADN+ 102D I +2[E(D%

L
—const.| {13,(2)]t+ 103+ 171} de -
D’autre part, le membre gauche de (8) se majore par

(10) Im (" (D)7, <DY3:d)+(DY'F, <DY3}dz
+const. | {I8,@) -+ 10, + |7t} dz

+1m | (<KDY (P—0.0-iQ(t, %3 2, D), <DY9;)
+(DY(P—0:0,—iQ(, x; A, D), {D>*0,il)}dr.
Concernant le premier terme de vu le Lemme 3 on a
(11) ImS: {KDY*f, <DY*,i)+(DYf, <D)*3:)} dr

=0 1B+ de-t 7 [ D Fe
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Si I'on remarque notre Condition A, (t,=0), alors P—0,0,—iQ(t, x; 4, D) s’écrit
1 1
—t—a(l‘, x; D)(0,—0:)+ —t—(a(l‘, x; D)o(A—A)—a(t, x; D)(A—A1))

ot a(t, x; D) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0. On en déduit que
le dérnier terme de se majore par

12) const.[ ('~ {102 10,8+ 1)) de

+ S: {10:8(z) 1%+ 110:8() |12+ lE(2)l1 2} df]a
Résumons ce que 'on a obtenu: [I0)(I1)(12). Il en découle que
13) —tm || (<DY3id,2, (DY) +CDYBaut, (DD

+(DY%0,d, {D)*#)+({D)*0.t, {D))}dz

<const. | [| (10.21% +10,4@) s+ |20} dz
¢t 1 N . ‘ . .
+ [, 18+ 1,8 120+ 1@ ) d |

+ e[l D e
D’aprés (9) et on a
10,8 1%+ 0:2(t) 2%+ 15D %)

=Gl 2 001 + 132+ 12} e
+CJ 10D+ 1) de

+Coterts | P otz

Posons
$O={! BRI+ I+ 1)) de

et prenons p assez grand tel que 2p+3>C; (=Cy(s)). Grace au Lemme 2, il
s’ensuit que

(14) J3:i(®) o+ 1,5Dl+ Bl =const. | | DP Fltadr,



Equations faiblement hyperboliques 563

de sorte que
(1% + | DDl

t ~
<const{ | | DPH Tl de-+ 17O}

Si I'on prend encore p assez grand tel que 2p+3>C, (=C,(s+1)), alors I'inégalité
(12) reste vrai pour s+1. Donc on obtient

t . '
(15) 1O+ + | D (D7 = const. SOHDf“f(T)H?sde .

Comme

pr2 t9 9y
i =u(t, x)— T n
i, )=ult, 0 3 5

0, 0,
et que
f:f—LZ/_i »
on voit, d’apreés que
ilu(l‘)H%’mH—IlDzu(ﬂH%ﬂ

+2 t
<const.{ 2, DO o+ |1 D2 @) nds

+{(IDp LDz}

Il est facile de voir que

I D *2u(0) 40

= const. {[[u(0)|&+rro+ | Du0)[fs 40+ J.Z‘:)HD’;f O},  k=0,1, -,

et que

¢
{1027 L@ lfrde

: P
=const. {u(0)] Srprn Tl Du(0) [ jZJO I D% f0) %40},

de sorte qu'on a l'inégalité désiré.
REMARQUE. Par le raisonnement pareil a la remarque aprés le Théoréme
1, le Théoréeme 2 reste encore vrai pour L*.

4. Inégarité d’ énergie III.

Sous la Condition A, ({,=T) on a le

THEOREME 3. Pour toute usC=([0, T]; D;2) il existe une constante C
indépendante de u telle que
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T
So(T—t)”"llDfu(ﬂll%séC {lu(O) 1%+t | DO 40

B=30T T
+ S 1D pdet [ 1 @ndey k=0, 1, -,

ot f=Lu et que N est un entier dépendant de k et s.
PREUVE. D’abord, démontrons

(16) —ImS:(T—wNe-ﬂt«Dyaju, (DY)t

2___

N T
A N e O

0 (T r
+ ‘2—50 (T— l‘)Ne'mllu(t)II?s>dt—const.So(T—t)”e“"[[u(t)”%s)dt ,
ol N est un entier positif et que # est un nombre positif, qui seront déterminés

ultérieurement. Dans cette preuve, on emploiera assez souvent cette notation
“const.” qui signifie une constante indépendante de N et §. Or, en remarquant

—Im (T—0"e-*(DYd, DY)
=Sty Dyu, (Dyw)
+ —sz;(T—t N=1p=04({ D>*u, {D>*u)
(T %Dy, DY)

— g (T= %2~ ZX DY, (DY)

—Im (T—1)"e (A KD>*—<D>*,)u, {D)*u),
on aura Ensuite considérons
(17 —Im (T—H¥e 0 {({D)*0,0:u, {DY*0yu)+({D)*8,0u, {D)*0)
+(KDy%0w, <DYu)+(KDydsu, <D)u)}
=Im (T—H"e " {(KD>*f, <D>*0:u)+(D>*f, {D>*ou)}
—Im (T—HYe 9 {(iKD)*bed1u, {DY*0,u)+(G{D>*bs0:u, {D)*5u)}
+Im (T—)¥e 9 {(KDY(P—0,0,—iQ(t, x; A1, D))u, {D)*d,u)
+ (DY (P—0,0,—1Q(t, x; Ay, D)u, {D>%0,u)}
—Im (T—5)"e 9 {({D>*cu, {DY*0u)+(D>%cu, {D>*du)
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—Im (T—H)¥e ?"({D>*0u, {D>*u)+(D>*du, {D)*u).
Intégrons de 0 2 7. D’ou on deduit, compte tenu de

18  —Im{ (T ((DYDIm, <DYD)

+(<D>Salazu (D>*0u)+ (D)0, {D>*u)+(KD>du, <D)u)}dt

%—

{Halu(o)“ to 1+ 10:u(0)|2 -+ 2[u(0)|%

S(T ¥ 10704 {13, ()12 + 021D 1 + 2 u(®) 1%} dt
+%S:(T—t)zve_m{”alu(t)”%s)"l'”azu(l‘)ﬂ?s)-I—2Hu(t)]]%s>}dt

—const. S:(T— H¥e 7 {10u(® %+ 100+ 21u(®) |z} dt .

D’autre part, compte tenu de la Condition A, (f,=T) on peut écrire

P—0,0,—iQ(t, x; 4, D)= T—; a(t, x; D)(0,—0,)

g @ x5 D) e Qe—A)—alt, x5 D)0, —04)

avec un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0. On en déduit, d’aprés que
le membre gauche de se majore par

const. | [ (T—y* e (10,0t + 10O + Do}
+ [ (T2 o (0.l + 10+ (DI} dt

T ;
+ T—p¥e )
ce qui, joint a montre que

(19) NJ =07 o DI+ 10+ (Do} dt

+6{ (1) (10Dl + 10+ (D]t} dt
=T {10y -+10,uO) i+ (O}

G [T e 1o, + 10D+ D)
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+C25 (T— t>N ! "“{llalu(t)ll<s>+Hazu(t)ﬂwrlu(t)ll<s>}dt

—i—constg (T—H¥e 0| F(D|Zdt .

Posons # et N assez grands tels que

D50 et 5>G (=C9),
d’ou, d’apres
(20) [t it +Hidw@ 1+ u@It) dt

o (T 0O+ 18O+ O
ST {130+ 18,uO) 2+ 1O )
+¢. el
Comme
1o 402 = -5~ 1 D)1t —const.Ju(®lfe
Iinégalité [20) donne
@ - [r—ir-se o Dao - o
=const. T {|u(O)f+n+1 DO

+const. ——S (T—ON e ul)lfn dt
+C (=t e Dt

—]—V—>C1(s+1), compte tenu de

En prenant encore N assez grand tel que 5

on aura
N
L=t ot
=const. T {u(0)[|%s+o+ | Dau(0)[[F+1)

ARG TGS

ce qui entraine avec que l'on a
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@ —orre i Datoitade
<const. T¥ {[u(O)][%s0-+ | Dae(O)][30)}
+consr.Sf(T—t>N-1e-ﬂ‘||f<t>n%Mdt.

Plus généralement, concernant I'estimation pour Diu, [=2, utilisons I'équation
Lu=/f, et prenons N tel que
N

(22) 5

>max (Cy(s), Cols+1), -+, Co(s+1)).

On en déduit le résultat.

Comme des résultats immédiats des Théoréme 1, 2 et 3, on a les théorémes
d’existence et d’unicité de la solution.

THEOREME 4. Supposons que L satisfasse a la Condition A, ou A, (£,=0).
Pour les données f€C=([0, T]; Di2) et uo, u, s Dy il existe une seule solution u
dans C=([0, T]; Dr2) du probleme de Cauchy (1) (m=2).

Avant d’énoncer le Théoréme 5 nous introduisons un espace. Soit X un
espace vectoriel topologique et désignons par L*[0, T]; X) I'espace des fonc-
tions mesurable et de carré sommable sur [0, 7] a valeurs dans X. Li.([0, T);
X) désigne l'espace des fonctions u telles que ¢(#)u appartiennent L*[0, T]; X)
pour toutes les fonctions ¢ indéfiniment différentiables a support dant [0, 7).

THEOREME 5. Supposons que L satisfasse a la Condition A, (t,=T). Etant
données uyE Higppe1y(R™), 1€ Hegony(R™) et f€ LX[0, T]; Hesaw) telle que Dife
L¥[0, T]; Herpp), j=1, 2, -+, k=3, on a une solution unique u dans Li,([0, T);
H,y) telle que

(T—)®-0eDiue L0, T1; Ha),  j=0, 1, -, k,

ou N est un entier positif dépendant de k et s.
REMARQUE. Posons N=2p+1. Si l'on peut choisir un entier non negatif

1
p tel que p+~2~>max(C2(s), Cy(s+1), «--, Cy(s+Ek+p) et [=k+p dans
grace a l'inégalité

(v=)r—t-spuiipoar

0
r
éTN'ZHu(O)II%’@+280(T——t)”"ilu(l‘)ll?s>dt ,

le Théoréme 3 se récrit comme il suit:
THEOREME 3. Pour toute usC>([0, T]; Dr2) il existe une constante C
indépendante de u telle que
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cT
|, IDEUOIad=C (O s prrsn-+ DOy
k+p-3 . k+p-3(T .
+ 3 IO epessat 2 | DO gt

+\ 17O wds.

Grace au Théoréme 3’ on a le méme résultat que 1'énoncé du Théoréme 4
pour lopérateur L satisfaisant a la Condition A, (¢t,=T).

5. Domaine d’influence.

Dans cette section, en utilisant le lemme de Mizohata et Ohya [9, Lemme
47 nous démontrons l'existence du domaine d’influence sous la Condition A,.
Commencgons a définir le changement de coordonnées “space-like” de (¢, x) a
(t’, /) tel que

(23) V'=¢(t, x), x=x; (1=j=n).

DEFINITION 1. La transformation (23) est dite “space-like” quand
a(p 2 9 n 890 2
(o)~ B(5E) >0,

Amax= SUp sup A,(t, x; &) pour j=1, 2.

t,z)eR 151=1

LEMME 4 (Mizohata et Ohya). Si l'on fait le changement de coordonnées

“space-like” (23) de (t, x) a (', x'), alors 8, se transforme a
(pr—2,t, x5 )Pt x; Dy DY Dy—pst, x; D)+eft, x; Dy, D),

o ¢, x; 7, &) est homogene de degré 0 en (z,§) tel que ¢i(t, x; 7, E)P(t, x5 7, §)
=1 et indéfiniment différentiable en dehors de (z, £)=(0, 0); eit, x; D,, D) est
un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0.

Ce Lemme 4 montre que la Condition A, se conserve par le changement
de coordonnées En effet, les symboles de degré 2 et 1 de l'opérateur
transformé de L sont, respectivement,

(24) P(t, x; ¢ 0 )T—palt, x5 ENz—pt, x5 &)
et

el(t) x; 7 E)
¢1(t’ x; (7] S)

et, x; 7, &)
902(t; X5 T, 5)

(25) (p:—2:(t, x5 )T —pa(t, x5 €))

(o=, x; )N T—pu(t, x; &)
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+a(t, x; 7, E)p—At, x5 NPt x5 7, E)T—p(t, x; &)
_d(t) X, 7 S)(@c_lz(t, X, gDz))SbZ(t’ X, T, 6)(T—ﬂ2(t: X, 5)) )

ou a(t, x; 7, &) est la transformée de a({, x; &), ce qui montre notre énoncé.
Or, nous obtenons le
THEOREME 6. La solution du probleme de Cauchy

Lu=0
u(0, x)=uy(x)

Du(0, x)=u(x)
a son support dans

{x; Ulx—&| = Amaxltl, & parcourant le support de (uy(x), ui(x))}

pour chaque .

Pour ‘démontrer le Théoréme 6 il suffit de prouver le théoréme de 'unicité
locale pour l'opérateur transformé par [23). Mais ceci est garanti par et
25). Donc on a le Théoréme 6.

Ajouté pendant la correction des épreuves.
Nous annongons que récemment T. Nishitani a considéré le méme
probléme que nous.
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