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Sur la divisibilite par 8 et 16 des nombres
de classes d’id\’eaux des corps quadratiques

$Q(\sqrt{2p})$ et $Q(\sqrt{-2p})$ .
Par Bernard ORIAT

( ${\rm Re}\sigma u$ le 6 juil., 1976)

Introduction.

Soit $P$ un nombre premier congru \‘a 1 modulo 8. Notons $h(d)$ le nombre de
classes d’id\’eaux au sens restreint du corps quadratique $Q(\sqrt{}\overline{d})$ . Nous d\’emon-
trons ci-apr\‘es les implications:

$A$ : Si $h(2p)\equiv 0(8)$, alors $h(-2p)\equiv 0(8)$ ;

$B$ : Si $h(2p)\equiv 0(16)$ , alors $h(-2p)\equiv 0(16)$ .
L’implication A a \’et\’e \’enonc\’ee et d\’emontr\’ee \‘a l’aide de formes quadratiques
par P. Kaplan; [3]. Celui-ci a montr\’e d’ailleurs le r\’esultat plus pr\’ecis:

$h(2p)\equiv 0(8)$ si et seulement si $h(-P)\equiv 0(8)$ et $h(-2p)\equiv 0(8)$ .

Le paragraphe I est consacr\’e \‘a la d\’emonstration de l’implication A. Elle est
obtenue comme cons\’equence des r\’esultats expos\’es dans [6]. Le paragraphe II
contient la d\’emonstration de B. Celle-ci n’est pas cons\’equence de [6], mais la
plupart des principes appliqu\’es dans [6] (et en particulier la ”Spiegelungsrela-
tion” de Leopoldt [5]) seront encore utilis\’es. On donne dans le paragraphe III
quelques contre-exemples \‘a des implications du m\^eme type que celles \’enonc\’ees

ci-dessus.

RAPPELS. Si $p$ est un nombre premier (impair) le 2-groupe des classes
d’id\’eaux (au sens restreint) de $Q(\sqrt{2P})$ est cyclique. Si $P$ n’est pas congru \‘a

1 modulo 8, il est exactement d’ordre 2. Si $P$ est congru \‘a 1 modulo 8, il est
d’ordre au moins \’egal \‘a 4.

De la m\^eme fagon, le 2-groupe des classes d’id\’eaux de $Q(\sqrt{-2p})$ est
cyclique. Si $p$ n’est pas congru $\pm 1$ modulo 8, il est exactement d’ordre 2. Si $p$

est congru \‘a $\pm 1$ modulo 8, il est d’ordre au moins \’egal \‘a 4.

NOTATIONS. Dans toute la suite, on supposera que $P$ est premier congru
\‘a 1 modulo 8. Il ne sera question que de classes d’id\’eaux au sens restreint.
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Le 2-groupe des classes d’id\’eaux du corps de nombres $L$ sera not\’e $\mathfrak{H}_{L}$ .

I. D\’emonstration de l’implication A.

Rappelons que nous avons d\’emontr\’e dans [6] le r\’esultat suivant:

PROPOSITION I. Soit $k$ un corps de nombres 2-principal et totalement r\’eel.
Soit $d$ un \’el\’ement de $k$ . On suppose qu’aucune des quantit\’es $\sqrt{d},$ $\sqrt{-d},$ $\sqrt{-1}$

n’appartient \‘a $k$ . Soient $K=k(\leftrightarrow d$ et $\overline{K}=k(\sqrt{-d})$ . Soient $E_{\overline{K}}$ et $E_{k}$ les groupes
d’unit\’es de $\overline{K}$ et $k$ . Soit $m$ une puissance de 2, sup\’erieure \‘a 4 et telle que $k$

contienne $Q_{0}^{(m)}$ , sous-cor $s$ r\’eel maximal $dum^{eme}$ corp $s$ cyclotomique. Alors la
diff\’erence des m-rangs des groupes des classes $\mathfrak{H}_{K}$ et $\mathfrak{H}_{\overline{K}}$ v\’erifie l’in\’egalit\’e:

$\dim_{m}\mathfrak{H}_{K}-\dim_{m}\mathfrak{H}_{\overline{K}}\leqq\dim_{Z}E_{\overline{K}}-\dim_{Z}E_{k}$ .

Si nous appliquons ce r\’esultat \‘a $k=Q(\sqrt{p})$ et $d=2$, nous obtenons:

$\dim_{4}\mathfrak{H}_{Q(\mathcal{F}_{2},\prime_{p)}}\leqq\dim_{4}\mathfrak{H}_{Q(\sqrt{-2}\prime_{p)}}$ .

Supposons $h(2p)\equiv 0(8)$ . Le corps quadratique $Q(\sqrt{}\overline{2p})$ poss\‘ede une extension
non ramifi\’ee cyclique de degr\’e 8 et son corps des genres est $Q(\sqrt{2}, \sqrt{p})$ .
Il s’en suit: $\dim_{4}\mathfrak{H}_{Q(\prime_{2}\prime_{p)}}\neq 0$ . D’apr\‘es l’in\’egalit\’e ci-dessus, on aura donc:
$\dim_{4}\mathfrak{H}_{Q(\sqrt{-2}\prime_{p})}\neq 0$ . Soit $X$ la 2-extension ab\’elienne non ramifi\’ee maximale de
$Q(\sqrt{-2}, \sqrt{p})$ . Soit $\alpha$ (resp. $\beta$ ) l’automorphisme de $Q(\sqrt{-2}, \sqrt{p})/Q(\sqrt{-2})$

(resp. $Q(\sqrt{-2},$ $\sqrt{p})/Q(\sqrt{}\overline{p})$ ) diff\’erent de 1 et soit $a$ (resp. b) un prolongement
de $\alpha$ (resp. $\beta$ ) \‘a $X$. Puisque $Q(\sqrt{-2})$ est principal, on a pour tout $x$ de

Gal $(X/Q(\sqrt{-2}, \sqrt{p}))$ : $a^{-1}xa=x^{-1}$ . De m\^eme $b^{-1}xb=x^{-1}$ . D’o\‘u a $bx=xab$ et
l’extension $X/Q(\sqrt{-2p})$ est ab\’elienne. Il s’en suit que $X$ est aussi la 2-extension
ab\’elienne non ramifi\’ee maximale de $Q(\sqrt{-2p})$ . Nous aurons donc $h(-2p)\equiv 0(8)$ .
(On aurait pu aussi employer \‘a la place de ce dernier argument, la formule



Divisibilit\’e des nombres de classes 281

analytique liant le nombre de classes de $Q(\sqrt{-2}, \sqrt{p})$ aux nombres de classes
de $Q(\sqrt{-2}, \sqrt{P})$ aux nombres de classes de ses sous-corps quadratiques; [2]

\S 26; ou bien, la formule des classes ambiges ([1] Th\’eor\‘eme IV 1), appliqu\’ee
\‘a $Q(\sqrt{-2}, \sqrt{p})/Q(\sqrt{-2p}))$ .

II. D\’emonstration de l’implication B.

Cette demonstration sera r\’ealis\’ee en deux \’etapes. D\’emontrons d’abord la

PROPOSITION II a: Si $h(2p)\equiv 0(16)$, alors il existe une classe d’id\’eaux de
$Q(\sqrt{2}, \sqrt{-p})$ d’ordre 8 exactement, dont le carr\’e est une classe ambige dans
l’extension $Q(\sqrt{2}, \sqrt{-p})/Q(\sqrt{-2p})$ .

D\’EMONSTRATION. Posons $k=Q(\sqrt{2}),$ $K=Q(\sqrt{2}, \sqrt{p}),\overline{K}=Q(\sqrt{2}, \sqrt{-p})$ .
Supposons donc $h(2p)\equiv 0(16)$ . Le corps quadratique $Q(\sqrt{2P})$ poss\‘ede une ex-
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tension non ramifi\’ee cyclique de degr\’e 16 que l’on notera $N$. Comme le corps
des genres de $Q(\sqrt{2p})$ est $K$, on en d\’eduit que $K$ est inclus dans $N$ et que
l’extension $N/K$ est non ramifi\’ee cyclique de degr\’e 8. (On peut alors d\’eduire
de la proposition I rappel\’ee ci-dessus, l’existence d’un \’el\’ement d’ordre 8 dans

$\mathfrak{H}_{\overline{K}}$ . Mais ce r\’esultat ne suffit pas pour conclure).

Soit $L=Q(\sqrt{2},$ $\sqrt{p},$ $\frac{-1}{}$ et soit $\sigma$ (resp. $\overline{\sigma};\nu$ ) $1’\acute{e}l\acute{e}ment$ de Gal $(L/Q)$
invariant $K$ (resp. $\overline{K};Q(\sqrt{p},$ $\sqrt{-p})$ ). Posons $M=NL$ . L’extension $M/L$ est
une extension de Kummer de degr\’e 8 exactement et on note $W$ son radical,
$c’ est$-\‘a-dire:

$W=\{w;w\in M, w^{8}\in L^{*}\}$ .

Si $\tau$ appartient \‘a Gal $(L/Q)$, soit $t$ un prolongement de $\tau$ \‘a $M$. Le groupe
$W/L^{*}$ est muni de la structure de Gal $(L/Q)$-module d\’efinie par $(wL^{*})^{-}\vee=w^{t}L^{*}$ .
Pr\’ecisons cette structure:

Soit $s$ (resp. $\overline{s};v$) un prolongement de $\sigma$ (resp. $\overline{\sigma},$ $\nu$ ) \‘a $M$ et soit $x$ un
\’el\’ement de Gal $(M/L)$ . On a alors: $s^{-1}xs=x$ ; $\overline{s}^{-1}x\overline{s}=x^{-1}$ et $v^{-1}xv=x^{-1}$ .
D’autre part, si $\zeta$ d\’esigne une racine $8^{eme}$ de 1, nous avons: $\zeta^{\sigma}=\zeta^{-1}$ ; $\zeta^{\overline{\sigma}}=\zeta^{-1}$

et $\zeta^{\nu}=\zeta^{5}$ . On d\’eduit alors de la ”Spiegelungsrelation” ([5] ou [7]): $(wL^{*})^{\sigma}=$

$(wL^{*})^{-1}$ ; $(wL^{*})^{\overline{\sigma}}=wL^{*}$ et $(wL^{*})^{\nu}=(wL^{*})^{3}$ .
Nous allons montrer que les deux premi\‘eres \’egalit\’es peuvent \^etre pr\’ecis\’ees:

L’extension $N/K$ est d\’ecompos\’ee sur $k$ . Il en est de m\^eme de $M/L$ sur $\overline{K}$.
Si $\overline{s}$ est un prolongement d’ordre 2 de $\overline{\sigma}$ \‘a $M$, on d\’esigne par $W^{\prime}$ l’ensemble
des \’elements de $W$ invariants pas $\overline{s}$ .

Consid\’erons l’injection canonique de $W^{\prime}$ dans $W$. Elle induit un homomor-
phisme injectif de $W^{\prime}/\overline{K}^{*}$ dans $W/L^{*}$ . Montrons qu’il s’agit d’un isomorphisme:
Si $w$ appartient \‘a $W,$ $w^{\overline{s}-1}$ appartient \‘a $L^{*}$ et v\’erifie $(w^{\overline{s}-1})^{\overline{\sigma}+1}=1$ . Il existe
donc un \’el\’ement $\alpha$ de $L^{*}$ tel que $\alpha^{\overline{\sigma}-1}=w^{\overline{s}-1}$ . On en deduit que $w\alpha^{-1}$ appartient
\‘a $W^{\prime}$ et que $W^{\prime}/\overline{K}^{*}$ est isomorphe \‘a $W/L^{*}$ .

Montrons aussi que si $w$ appartient \‘a $W^{\prime}$ , alors $w^{8(\sigma+1)}$ appartient \‘a $k^{8}$ .
Nous pouvons supposer que $s$ a pour ordre 2. Nous aurons alors $s^{2}=1$ et
$s\overline{s}=\overline{s}s$ . Comme $w^{s+1}$ appartient \‘a $L^{*}$ , on en d\’eduit que $w^{S+1}$ appartient \‘a $k$,
$c’ est$-\‘a-dire que $w^{8(\sigma+1)}$ appartient \‘a $k^{8}$ . (Ces r\’esultats \’etaient d\’ej\‘a \’enonc\’es

dans [6]; Proposition II b).

Nous pouvons construire maintenant un homomorphisme $\theta$ de $W^{\prime}/\overline{K}^{*}$ dans
$\mathfrak{H}_{\overline{K}}$ de la fa $\xi$:on suivante: Si $w$ appartient \‘a $W^{\prime},$ $w^{8}$ appartient \‘a $\overline{K}$ et engendre
dans $L$ un id\’eal qui est une puissance $8^{eme}$ d’un id\’eal de $L$ . Cet id\’eal est
invariant par $\overline{\sigma}$ et l’extension $L/\overline{K}$ est non ramifi\’ee. Cet id\’eal est donc l’\’etendu
d’un id\’eal $\mathfrak{a}$ de $\overline{K}$ et nous avons: ( $A_{\overline{K}}$ \’etant l’anneau des entiers de $\overline{K}$ )

$w^{8}A_{\overline{K}}=\mathfrak{a}^{8}$ .



Divisibilit\’e des nombres de classes 283

En associant \‘a $w\overline{K}^{*}$ la classe de $\mathfrak{a}$, on d\’ePnit un homomorphisme $\theta$ de $W^{\prime}/\overline{K}^{*}$

dans $\mathfrak{H}_{\overline{K}}$ .
Montrons que cet homomorphisme $\theta$ est injectif. Supposons que $\theta(w\overline{K}^{*})=$

$cl(\mathfrak{a})$ soit d’ordre 4 au plus. Alors il existe $b$ dans $\overline{K}$ tel que $w^{8}A_{\overline{K}}=b^{2}A_{\overline{K}}$,
avec $bA_{\overline{K}}=\mathfrak{a}^{4}$ . Il existe une unit\’e $\epsilon$ de $\overline{K}$ telle que $ w^{8}=b^{2}\epsilon$ . Or le groupe des
unit\’es de $\overline{K}$ coincide avec le groupe des unit\’es de $k$ ([2] Satz 25) et d’autre
part, $b^{\sigma+1}A_{\overline{K}}$ est la puissance $4^{eme}$ d’un id\’eal de $k$ . On a donc $b^{\sigma+1}=c^{4}\epsilon^{\prime}$ , avec
$c$ dans $k$ et $\epsilon^{\prime}$ unit\’e de $k$ . Cette unit\’e est totalement positive. C’est donc un
carr\’e dans $k$ et $b^{\sigma+1}$ est un carr\’e dans $k$ . De la relation $w^{8(\sigma+1)}=b^{2(\sigma+1)}\epsilon^{\sigma+1}=$

$b^{2(\sigma+1)}\epsilon^{2}$ on d\’eduit que $\epsilon^{2}$ appartient \‘a $k^{4},$ $c’ est$-\‘a-dire que $\epsilon$ appartient \‘a $L^{2}$ et
$w^{4}$ appartient \‘a $\overline{K}$. L’\’el\’ement $w\overline{K}^{*}$ est donc d’ordre 4 au plus. Comme $W^{\prime}/\overline{K}^{*}$

est cyclique d’ordre 8, nous avons montr\’e que $\theta$ est injectif.
Utilisons maintenant $1’\acute{e}galit\acute{e}$ $(wL^{*})^{\nu}=(wL^{*})^{3}$ . Si $w$ appartient \‘a $W^{\prime}$ ,

$w^{8(\nu-3)}$ appartient donc \‘a $L^{8}\cap\overline{K}$. On en d\’eduit que $w^{8(\nu+1)}$ appartient \‘a
$L^{4}\cap\overline{K}$. Un calcul \’el\’ementaire prouve que cette intersection est \’egale \‘a
$\overline{K}^{4}\cup-\overline{K}^{4}$ . Nous avons donc $w^{8(\nu+1)}=\pm b^{4}$ avec $b$ dans $\overline{K}$. L’image de $w$ par
$\theta$ est d\’efinie par:

$w^{8}A_{\overline{K}}=\mathfrak{a}^{8}$

et nous aurons donc $\mathfrak{a}^{2(\nu+1)}=bA_{\overline{K}}$ . Ceci montre que $cl(\mathfrak{a})^{2(\nu+1)}$ est principale;
$c’ est$-\‘a-dire que $cl(\mathfrak{a})^{2}$ est ambige dans $\overline{K}/Q(\sqrt{-2p})$ .

PROPOSITION II $b$ . Si $Q(\sqrt{2},$ $\sqrt{}-\neg p$ p0ss\‘ede une classe d’id\’eaux d’ordre 8
exactement dont le carr\’e est ambige dans $Q(\sqrt{2}, \sqrt{-p})/Q(\sqrt{-2p})$ et si $h(-p)\equiv 0$

(8), alors $h(-2p)\equiv 0(16)$ .
D\’EMONSTRATION. Notons encore $\overline{K}$ le corps $Q(\sqrt{2},$ $\sqrt{}-\neg p$ . D\’esignons

par $X^{\prime}$ (resp. $X^{\prime}$ ) la 2-extension ab\’elienne maximale non ramifi\’ee de $Q(\sqrt{-p})$

(resp. $Q(\sqrt{-2p})$ ). On posera $Y^{\prime}=X^{\prime}\overline{K}$, $Y^{\prime\prime}=X^{\prime\prime}\overline{K}$, $G^{\prime}=Ga1(Y^{\prime}/\overline{K})$ et $G^{\prime\prime}=$

Gal $(Y^{\prime\prime}/\overline{K})$ . Les extensions $\overline{K}/Q(\sqrt{}\overline{-p})$ et $\overline{K}/Q(\sqrt{-2p})$ sont ramifi\’ees. Les groupes
$G^{\prime}$ et $G^{\prime}$ sont donc isomorphes aux 2-groupes des classes d’id\’eaux de $Q(\sqrt{-p})$ et
$Q(\sqrt{-2p})$ . Nous d\’esignerons par $\nu$ et $\tau$ les automorphismes de $\overline{K}$ invariants
par $Q(\sqrt{-p})$ et $Q(\sqrt{-2p})$ .

D\’esignons encore par $L$ le corps $Q(\sqrt{2}, \sqrt{-1}, \sqrt{p})$ . Montrons que
$L=Y^{\prime}\cap Y^{\prime}$ . L’inclusion $L\subset Y^{\prime}\cap Y$“ provient de ce que $Q(\sqrt{-1}, \sqrt{p})$

(resp. $Q(\sqrt{-2},$ $\sqrt{p})$ ) est le corps des genres de $Q(\sqrt{-p})$ (resp. $Q(\sqrt{-2p})$ ).
R\’eciproquement, d\’esignons par $v$ un prolongement de $\nu$ \‘a $Y^{\prime}\cap Y^{\prime\prime}$ . Si $x$ est
un \’el\’ement de Gal $(Y^{\prime}\cap Y^{\prime\prime}/\overline{K})$ , on aura: $v^{-1}xv=x$ . D’autre part, en vertu de
l’isomorphisme de r\’eciprocit\’e liant $\mathfrak{H}_{Q(\sqrt{}\overline{-2p})}$ et Gal ($X’’/Q(\sqrt{-2p})$ , on aura aussi
$v^{-1}xv=x^{-1}$ . Il s’en suit que Gal $(Y^{\prime}\cap Y^{\prime\prime}/\overline{K})$ est d’exposant 2. Comme $G^{\prime}$ est
cyclique, on a donc $[Y^{\prime}\cap Y^{\prime\prime} : \overline{K}]=2$ ce qui d\’emontre $1’\acute{e}galit\acute{e}L=Y^{\prime}\cap Y^{\prime\prime}$ .
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Le degr\’e $[Y^{\prime}Y^{\prime\prime} : \overline{K}]$ est \’egal au demi-produit des 2-nombres de classes de
$Q(\sqrt{-P})$ et $Q(\sqrt{-2p})$ . Or d’apr\‘es la formule analytique de [2] \S 26, ce nombre
est \’egal au 2-nombre de classes de $\overline{K}$. La 2-extension ab\’elienne non ramifiee
maximale de $\overline{K}$ est donc $Y^{\prime}Y^{ff}$ . D’apr\‘es l’isomorphisme de r\’eciprocite,
Gal $(Y^{\prime}Y^{\prime\prime}/\overline{K})$ est isomorphe \‘a $\mathfrak{H}_{\overline{K}}$ .

D’autre part le groupe de Galois Gal $(Y^{\prime}Y‘’/\overline{K})$ s’identiPe canoniquement au
sous-groupe $ G^{\prime}\times G^{\prime\prime}\circ$ de $G^{\prime}\times G^{\prime\prime}$ form\’e des couples $(x^{\prime}, x^{\prime\prime})$ tels que les restric-
tions de $x^{\prime}$ et $x^{\prime\prime}$ \‘a $L$ soient \’egales. Soit $t$ un prolongement de $\tau$ \‘a $Y^{\prime}Y^{\prime}$ .
Notons encore $t$ les restricitions de $t$ \‘a $Y^{\prime}$ et $Y^{\prime\prime}$ . Nous avons:

$t^{-1}(x^{\prime}, x^{\prime})t=(t^{-1}x^{\prime}t, t^{-1}x^{\prime}t)=(x^{\gamma-1}, x^{\prime})$ .

Un \’el\’ement $(x^{\prime}, x^{\prime\prime})$ de $ G^{\prime}\times G^{\prime\prime}\circ$ correspond donc \‘a une classe d’id\’eaux de $\overline{K}$,
ambige dans $\overline{K}/Q(\sqrt{-2p})$, si et seulement si $x^{\prime 2}=1$ .

Supposons donc que $\mathfrak{H}_{\overline{K}}$ poss\‘ede un \’el\’ement d’ordre 8, dont le carr\’e est
ambige dans $\overline{K}/Q(\sqrt{-2p})$ . Il existe donc dans $ G^{\prime}\times G^{\prime}\circ$ un \’el\’ement $(x^{\prime}, x^{\prime})$

d’ordre 8 tel que $x^{\prime 4}=1$ . L’ordre de $x^{\prime}$ est exactement 8. Si $h(-p)\equiv 0(8),$ le



Divisibilit\’e des nombres de classes 285

groupe $G^{\prime}$ est d’ordre multiple de 8 et puisqu’il est cyclique, la restriction de
$x^{\prime}$ \‘a $L$ est \’egale \‘a 1. Il en sera de m\^eme de $x^{\prime\prime}$ . Puisque $G^{\prime}$ est aussi
cyclique, $x^{\prime\prime}$ est un carr\’e et $G^{\prime\prime}$ est d’ordre divisible par 16. Nous avons donc
montr\’e que $h(-2p)\equiv 0(16)$ .

L’implication $B$ r\’esulte des deux propositions \’enonc\’ees ci-dessus et de
l’implication: $h(2p)\equiv 0(8)\Rightarrow h(-p)\equiv 0(8)$ ([3]).

III. Conjecture et contre-exemples.

Les trois implications suivantes sont fausses. On a \’ecrit \‘a la suite de
chacune d’elles le plus petit $p$ qui les contredit:

$h(2p)\equiv 0(16)\Rightarrow h(-p)\equiv 0(16)$ ; (2593)

$h(-p)\equiv 0(16)$ et $h(-2p)\equiv 0(16)\Rightarrow h(2p)\equiv 0(16)$ ; (257)

$h(2p)\equiv 0(32)\Rightarrow h(-2p)\equiv 0(32)$ ; (12641)

P. Kaplan a sugg\’er\’e de pr\’eciser l’implication $B$ par la conjecture suivante:
Si $h(2p)\equiv 0(8)$ , alors: $h(-2p)\equiv 0$ (16) si et seulement si $h(2p)\equiv 0(16)$ ou
l’\’equation $x^{2}-2py^{2}=-2$ a des solutions enti\‘eres.
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