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Introduction.

Les recherches récentes, dues a T. Nishino et H. Saitd”, sur les fonctions
entiéres de deux variables complexes, indiquent que les singularités® de
ces fonctions sont soumises a certaines restrictions, causées par la topologie
de 'espase C2. A. Gutwirth, M. Nagata et I. Wakabayashi ont aussi rencontré
un probléme de ce caractére®. »

Or, pour les (bonnes) fonctions réelles, ¢’était 'idée fondamentale, due a
M. Morse®, de déterminer le type topologique de 'espace ou est définie la
fonction considérée (et celui des sous-variétés niveaux), d’aprés les types de
singularités de la fonction.

Dans le présent mémoire, en appliquant cette idée aux fonctions poly-
ndmes de deux variables complexes, nous trouverons deux espéces de restric-
tions auxquelles sont soumises les singularités de ces fonctions; l'une est
I'indépendance, & un certain sens, des l-cycles homologiques engendrés aux
points singuliers de la fonction considérée (voir les §§ 2, 3), et l'autre con-
cerne I'existence de la singularité au point a linfini (le §4). Nos résultats
donnent aussi une solution au probléme cité plus haut, qui est relié aux auto-
morphismes algébriques de I'espace C? (le §5)°.

La méthode utilisée ici reste aussi valable (a peu prés) pour les fonctions

1) T. Nishino [T1], II (1969). H. Saitd [1].

2) En tenant compte de la singularité au point 4 Yinfini; pour la définition pré-
cise, voir le §2 du mémoire actuel.

3) A. Gutwirth[1]. M. Nagata[T]. Wakabayashi, nonpublié. Voir, notamment,
le page 150 du mémoire de M. Nagata.

4) Voir M. Morse [1].

5) Nous appellerons un automorphisme de l’espace C?%: x'=f(x, y), y'=g(x, %),
algébrique, si f et g sont polynémes en x, y. .

L’auteur entend que S. Abhyankar, aussi, a résolu ce probléme, en appliquant le
développement de Puiseux, et que son résultat est a paraitre. Mais, "auteur pense
que la méthode utilisée ici sera, peut-8tre, tout a fait différente de celle de S.
Abhyankar.
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entiéres de la classe (A), définies par T. Nishino®, et on verra notamment
que le nombre des valeurs critiques d’une telle fonction entiére est fini (le
§ 6).

L’auteur voudrait exprimer ici ses remerciements sincéres @ M. T. Nishino
pour son encouragement, et 2 M.M. Kita pour ses discussions avec lui qui
ont donné occasion aux recherches actuelles.

§1. Genéralites.

1. Polynémes primitifs. Considérons un polyndme f(x, y), non-constant
dans l'espace fini C* des deux variables complexes x, y. Pour chaque valeur
ceC, la surface caractéristique dans C%, définie par léquation: f=c, sera
notée S, ; et chaque composante irréductible de S, sera appelée surface pre-
miere de f. Une surface premiére S de f sera dite de type (g, n), si S, regardée
comme une surface de Riemann (ouverte), est de genre g et possede n com-
posantes de frontiéres (g=0, n=1); et elle sera dite d’ordre m, si f—c, ¢
étant la valeur de f en S, prend les zéros justement d’ordre m sur S.

Un polyndme f(x, y), non-constant, sera dit primitif, s’il existe une valeur
¢, telle que S, soit irréductible et d’ordre un. Alors, pour tout polyndéme
f(x, y) arbitraire, on peut trouver un polynéme primitif F(x, y) et un poly-
néme ¢(z) d'une variable tels que f=¢(F). Et on a aussi

PROPOSITION 1. Une surface S, d'un polynéme primitif f(x,y) est d’ordre
un, pourvu qu’elle soit irréductible.

N.B. <« Sauf mention expresse du contraive, les polyndmes qui interviennent
dans la suite seront supposés primitifs.>>

2. Valeurs critiques. Soit f(x, ¥) un polynome (primitif) ; alors pour toute
ce C, sauf un nombre fini, au plus, de valeurs: ¢, -, ¢, la surface S,: f=c¢,
est irréductible (d’ordre un), non-singuliére et de type (g, n), ou g=0, n=1
sont deux nombres entiers indépendants des valeurs ¢ (¢, -+, ¢p). Nous
appelerons chaque ¢; (i=1, -+, p) valeur critique de f. La surface S.; sera
notée S; et appelée surface critique de f, et toute S., (c=¢y, -+, ¢p), sera dite
ordinaire.

Un polynéme f sera dit de type (g, n), si sa surface ordinaire est de type
(g, n). De plus, on a

PROPOSITION 2. Soit f(x,y) un polyndme, et soient c,, -, c, les valeurs

critiques de f. Posons: G=C— @ ¢, E=f"YG); alors E est un espace fibré
=1
localement trivial (topologiquement) sur G avec la projection f.

Tous les enoncés du présent paragraphe seront verifiés facilement, et
nous ne donnons pas de démonstrations.

6) T. Nishino [2].



Propriétés topologiques des polynémes de deux variables complexes 243

§2. Indices de singularités.

3. Indice A. Considérons, a l'espace (x,y), une fonction holomorphe
f(x,9) dans un domaine D. Un point P de D sera appelé point singulier de
f, ¢l est celui de la surface caractéristique S;p,: f=/f(P). Nous allons
définir l'indice A(P,f) de f en ce point P. Tracons une boule fermée B:
| x—x,124+|y—3,12< 72, de centre P=(x,, ¥,), le rayon 7 étant choisi suffisam-
ment petit pour: que B ne contienne aucun point singulier de f autre que P;
que Sy, OB consiste en des courbes fermées simples (non-singuliéres) et
disjointes; et enfin que toute composante irréductible de S;p,\B°® passe
par le point P et soit simplement connexe. On peut trouver alors, un nombre
positif ¢ tel que, pour toute valeur c¢: 0<|c—f(P)|<e¢, la surface caractéristi-
que S. N\ B, ou S.:f=¢, soit homéomorphe a la surface ¢ = S;p)+./\ B. Posons

A(P, fY=1e premier nombre de Betti de o.

Nous appellerons A(P, f) indice de f en P. Remarquons qu’il ne dépend que
de la figure géometrique locale de la surface caractéristique S;», en P et que
des ordre des composantes irréductibles de S;p, en P (et ne dépend pas de
choix de la fonction f)®.

Ensuite, soit f(x, ) un polynéme. Pour chaque valeur critique ¢; (1=1,
-+, p) de f, soient e;y, -+, e;,; ses points singuliers sur la surface S;: f=¢;,

. , . a4
(s'ils existent). Dans tout ce qui suit, nous désignerons Y, A(ey;, f) par ;.
=

4. L’espace C?, et les indices y; au point a I’infini'”. Soit C® I'espace
(fini) de deux variables complexes ¥, ¥, et soit C* <one point compactifica-
tion’> de l'espace C% Le point ajouté sera noté oo, Cet espace C* est homéo-
morphe a une sphére de dimension réelle 4. Pour chaque ensemble M dans

7) 8B est Phypersphére: |x—=x,|2+4 |y—y|2=7.

8) B° signifie Pinterieur de B: |x—x,|%+ |y —¥|2<r.

9) Pour la relation entre cet indice et le nombre des singularités ordinaires,
voir par exemple; H. B. Laufer [1]

10) En tant que l'on considére le polyndme, l'introduction de P’espace C? est
seulement pour un peu de simplification, et on pourra obtenir les méme résultats (§2,
§3) en considérant I'espace projectif complexe P2 au lieu de C?; par exemple, f(x, y)
étant comme dans le n°® 6, désignons par 5,,., pour chaque c=C, la surface caractéristi-
que f=c dans P2, et par ¢ le nombre des points d’indétermination de f; on a alors,
rang H1(1§i) =rang H,(S;)+x—1, (i=1, -, p) et rang H,(S,) = 2g+n—=«, (cxcy, -+, €p)-
On a donc,

di=rang H,(S,) —rang H,(5;),  (i=1, -, ), (c=ci, -+, Cp)

etc. ... Mais, pour les fonctions entiéres traitées au §6, 'usage de Pespace C? est
inévitable,
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C?, Pensemble M\J oo dans €* sera noté M; alors, M est compacte si, et seule-
ment si, M est fermé dans C2.

Soit f(x,¥) un polynbéme, et soit ¢; une des valeurs critiques de f. Nous
définissons lindice p, de f au point a linfini; faisons projeter la surface
S;: f=c¢; au plan x, (aprés une transformation linéaire convenable de 'espace
C?, il est nécessaire), et désignons par R; la surface de Riemann obtenue
(connexe ou non) sur le plan x. On peut supposer qu’elle n’a pas de point
frontiére a distance finie. Prenons un nombre positif p tel que tous les
points de ramification de R; se situent au-dessus de |x|< p, et tracons l’en-
semble cylindrique fermé [;: p<|x|<co, |y|< oo, dans C% Alors, S;N I
est simplement connexe. En choisissant ¢;” (& ¢;) suffisamment voisin de c;,
le premier nombre de Betti de %i’zgci,mfi sera désigné par p..

5. S. Soit f(x, ¥) un polynOme, et soit ¢; une des valeurs critique de f.
En considérant la surface S;: f=¢;, tracons I'; comme dans le numéro pré-
cédent, et, autour de chaque point singulier ¢;; (=1, -+, ¢;) de S;, une boule
fermée B,; suffisamment petite comme danslen® 3. ¢; (= ¢;) étant suffisam-
ment voisin de ¢;, posons %i’:§ci,mf1~, aéjzgci.mB” (dans U'espace C?);
I’espace quotient de S‘ci, obtenu en identifiant chaque composante connexe w,

q; ~
de w=(\Uo},)\J#;/ avec un point de w,, (k=1, -+, r+1), sera désigné par S;.
=1

On notera que: S, est homéomorphe a S,, si toutes les composantes irréductibles
de S; sont d’ordre un. Soient, encore, 1;, y; les indices définis aux n° 3, 4, et

{

soit S une des surfaces ordinaires de f.

THEOREME 1. Sous ces notations, on a X(gi)—li—;zi=X(§), (ou X(x) signifie
le nombre d’Euler de *).

Soit, pour leffet, S=S,.. En posant w:(@aij)U%i’, envisageons la
suite exacte d’homologie’ de la paire (S, »): a

0 ) . 0 .
o —> Hy(w) —> Hy(S) —> Hy(S, w) —> H,(w) —> H,(S)

A N @
— H,(S, w) Hy(o) (S — .

(H,(*) signifie le groupe d’homologie réduit.) Puisqu’on peut trianguler S de
fagon que  soit sous-complexe, on a H,(S, ) = H,(S/)*?, pour n=1, et, de
14, on a rang H,(S, ) =rang HZ(SN}), rang H1(§, ®)=rang Hl(§i)+r. De plus,

11) Au paragraphe actuel, les groupes d’homologie sont a coefficients dans le corps
R, dont la notation sera abregée.

12) Si Y est un ensemble fermé d’un espace topologique X, 'espace quotient ob-
tenu en identifiant ¥ 4 un point sera noté X/Y.
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puisque rang H,(S)=0, H,(w)=0, rang H,(w) = X rang H,(0};)+rang H,(z,))=
j=1

Ai+ i, et rang H(w)=r, on a, d’aprés la suite exacte ci-dessus,
rang H,(S)—rang Hg(gi)-l—li—{—pei—rang H,(S)+rang H,(S))+r—r=0.

On a donc X(S)=2xE)—2A—p.. C.Q.F.D.
6. Les entiers a; et d;. On désignera le premier (resp. deuxiéme) nom-
bre de Betti d'un espace topologique * par b'(x) (resp. b*(%)).
Soit f(x,¥) un polynéme de type (g, n), et soient ¢, -+, c, les valeurs
critiques de f. Nous définissons, pour chaque i (=1, -+, D)

a;=b"(S)—b(S), di=b0'S)—b'(S)), (4:=0, d;20),

ot S est une surface ordinaire de f.

On notera que: bXS,) n'est autre que le nombre des composantes irréducti-
bles de S, et b*(S)=1; et que: d;=2g+n—1—b'(S)).

En posant v; = X(S,)—%(5,), ol X est le nombre d’Euler; on a, d’aprés le
Théoreme 1,

dita;= X(SJ‘*X(S\) =i+ pitv;i.

(Si toutes les composantes irréductibles de S; sont d’ordre un, on a v;=0.)

Notamment, en tenant compte de au §1, st d;+a;=0, ¢; nest
pas valeur critique.

§3. La formule principale.

Les groupes d’homologie intervenant dans ce paragraphe sont encore a
coefficients dans le corps R.

7. Un lemme'®. Soit donnés un CW-complexe fini K et une suite de ses
sous-complexes: ¢=K,C K,CK,C -+ CK,=K; on a alors,

WEK) = 3 1K, Kooy,
1=1

ou X est le nombre d’Euler'®.
8. La formule. Soit f(x, ¥) un polyn6éme de type (g, n), et soient ¢, -, ¢,
ses valeurs critiques. On aura alors, ¢; et d; étant comme ci-dessus (n° 6),

13) Voir: M. Morse [1].
14) 2(K)= 3 (=1)"rang Hy(K), 1(K, K;op) = 5 (—1)" rang H,(K;, K;-y), m étant
n=0 n=0

la dimension de K.
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THEOREME 2'®, Zp (di+a;)=2g+n—1.
=1
1° Tragons, pour leffet, dans le plan C d’une variable ¢, une courbe
simple de Jordan [; a partir de chaque point ¢; (i=1, -+, p) jusquau point a
Vinfini, de fagon qu’elles n’'admettent aucun point commun deux a deux.

. p . \
Alors le domaine G’ =C— U [; est simplement connexe, (ou ¢; (;). Posons
1=1

Xo=/), X=UX,, (dansCY),

et considérons dans l'espace C? les ensembles compacts X;, X, S; et Y= U S..

(Remarquons que, pour toute paire (¢, ), A = 1<j < D), X, f\X =oo et SZK\S
=00.) Alors, comme on le verra facilement, on peut subdiviser C? en un CW-
complexe fini de facon que Y et X soient des sous-complexes de C: On a
donc, pour tout entier n=1, des isomorphismes H,,(C‘z,)?)_:_Hn(C'z/X’) et
H,(X, V)= H(X/7).

2° Soit R un exemplaire de la surface de Riemann de type (g, n), a
savoir, de genre g et avec n composantes de frontiéres. Soit D: |z|<1 le
disque unité ouvert sur le plan z, et soit L l'intervalle ouvert: (0, 1). D’zgris

la au §1, €2/X (resp. X,/S,) est homéomorphe a l'espace RxD
(resp. R X L), €one point compactification’> de I'espace produit RXD (resp.
RxL), puisque D et L sont contractiles. On a:

(i) rang Hy(P)=1, rang H(¥)= 3 6'(S.), rang Hy(¥) = 3 6%(S.), Ho(¥)=0,
pour n=3. = =

Gi) H(X, ¥)=0. Pour n=1, H,(X, ¥)=H,(X/7) zﬁ H,(X,/S) =
éHn(R/X\L) (somme directe). Donc, Hy(X, ¥)=0 pour n=1 et pour n=4,
rang HZ(X, ?):pA(Zg—f—n—l), et rang Hg()?, V)= P

(i) H,(C? X)=0. Pour n=1, H,(C? X)= H,(C?/X)= H,R x D). Donc,

H,(C? X)=0 pour n=1,2,n=5, rang H(C?, X)=2g+n—1, rang H(C? X)=1.
Par suite, d’aprés le lemme au n° précédent, nous avons

15) De la méme maniére que pour ce théoréme, on pourra obtenir la proposxtlon
suivante:

Soit M une variété analytique compacte a deux dimensions complexes, et soit
donnée une fonction méromorphe f sur M (non-constante), qui n’admet aucun point
d’indétermination, et telle que, pour une valeur ¢,=C, la surface caractéristique: f=¢,
soit irréductible et d’ordre un. (On suppose qu’il existe au moins une telle fonction
fsur M) On définit les valeurs critiques ¢, -+, ¢, de f et les entiéres d;, a; (i=
1, ---, p) de la fagon naturelle; on a alors, ‘2_, (di+ay) ~4g=2(M)—4, ou g est le genre

i=1

des surfaces ordinaires de f, et X(M) est le nombre d’Euler de M.
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XEH=1— 35S0+ 2 5(S)+pg+n—1)—p—(2g+n—1)+1.
En substituant 2g+n—1—50%S,)=d; et b*S,)—1=a, on a

Or, C* étant homéomorphe 3 une sphére a 4 dimensions réelles, on a
-~ r
X(C*»=2. On a donc, X (d;+a;,)=2g+n—1. C.Q.F.D.
i=1

COROLLAIRE 1. Le nombre des valeur critique d'un polynome f(x, y) de type
(g, n) ne surpasse pas 2g+n—1.

COROLLAIRE 2. Si S.,:f=c, est irréductible et simplement connexe (f étant
un polyndme), f n’admet qu'une valeur critique, c,, au plus.

Rappelons le n° 6; en combinant les théorémes 1 et 2, on a

CEROLLAIRE 3. 3} (Ai+p+v)=2g+n—1. (Si toutes les composant irré-
i=1
ductible de S; est d’ordre un, y; =0.)

§4. 1-cycles absorbés en le point a ’infini.

«Les groupes d’homologie dans le présent paragraphe sont a coeffisients
entiers, et leurs rangs sont pris sur I'anneau Z des entiers.»
9. Tubes X,. Nous continuerons de sous-entendre que f(x, y) est un poly-

néme de type (g, n), que ¢y, ---, ¢, ses valeurs critiques, et que S; =S, (i=1,
-, D), o S.=f"Yc), pour c= C. Rappelons la configuration au n° 5, a savoir;
pour chaque ¢ (1 £:=<p), les points singuliers ¢;; (j =1, .-+, ¢;) de S;, les boules

fermées B;; de centre e¢;; et de rayon r;; suffisamment petits et 'ensemble
I';: p=|x|< oo, |y|< oo, p étant suffisament grand, (faite une transformation
lindaire si nécessaire). Prenons un nombre positif ¢; de fagon que, pour
toute ¢ telle que 0<|c—c¢;| =gy, 04;(c0) =S, N By, (resp. 7,(c)=S.N[";) soient
homéomorphes a a;;(c;+¢;) (resp. z;(c;+¢;)), et que, en posant X;=7"'(y;), ou
7: est le disque: |c—c¢;|=<e¢; sur le plan ¢, et en posant U;;=2,N\B;;, V;=

2N, Wi:((zj U )YV, la fermeture X,—W;'® soit rétractile sur 4,
Jj=1
=S;,—(S:in\ W,). Ceci est possible slirement, (il suffit de choisir ¢; assez petit).
Remarquons que o;;=S;N\ B;; et 2;, (zr; =S, [";), sont simplement connexes,
et que 4,/04;=S;/t;=S;, (ou = signifie “homéomorphe”, et 04; =4, W).
LEMME 1. ¢; (i=1, -, p) étant choisis comme ci-dessus, on a:
. . . Y4
(i) Pour tout i (i=1, -, p), H(2;) n’a pas de torsion, et > rang H,(2))
i=1
= (p—D(2g+n—1).

16) M étant un ensemble dans C?, M signifie la fermeture de M dans 2.
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(i) Pour n=2, H,(X,)=0, (i=1, -, p).

Considérons, pour l'effet, sur le plan c, les disques 7;: |¢c—c;|<e; (i=1,
-+, p), (disjoints), et les points c;+¢; sur dy; ({=1, -+, p). Joignons chaque
point ¢;+¢; (1=2,---,p) au point ¢,+¢; par une coube simple de Jordan [;,
qui ne contient aucun point des y; (j=1, -+, p) sauf deux points ¢,+¢; et
¢;te;, de fagon que, pour toute paire (4,7) (2=<i<j=<p), on ait [;N\[;=c,+e¢,.

Posons X, =2, =f"(yy), Xi=/"';\Vyy) (=2, ,p), et X= zp) X,
=1
Comme le plan ¢ est rétractile sur Q:rIU(\z_)}(liu 7:)), I'espace C? est
i=2

rétractile sur X (=/7%(Q)), en vertu de au n° 2. Par suite, on
a H,(X)=0, pour n=1. On a donc, 'isomorphisme sur 0: H, (X, 2)— H,(2),

N Y4
pour tout n=1, ou 2=\ 2,.

=1
Or, H(X, )= H,(X/%) = é H,(X;/(2,UZ)), (somme directe). On verra

facilement que, pour tout i (i=2, ---,p), H(X;/(X2,U2))=0, (n=3),
Hy(X;/(Y,\J2,)) = Z**"! (somme directe de 2g+n—1 exemplaires de 'anneau
Z des entiers). Ainsi on a obtenu H,(2)=0, pour n=2, H,(Y) = Z®-Es+n-D

Cela suffit pour le lemme, puisque H,(X)= ﬁ)Hn(Zi), (somme directe).
- C.Q.F.D.

10. V,*. Dans la configuration du numéro précédent, soient Vi, -+, V,;"?
les composantes connexes de V; (=2;\[";). On verra immédiatement que
N; est égal au nombre des composantes irréductibles de z;(c), ou 0<|c—¢;|
<e¢;, et qu’il ne surpasse pas n.

LEMME 2. (i) Pour i (=1, - ,p), Phomomorphisme bord 0: Hy,(X;, V;)—
H,(V,) est biunwoque, et H,(V;)/Im.d n’a pas de torsion. (Il est a remarquer
que H,(2, Vi)EHz(gi)-)

(ii) Pour tout i, k (i=1,--,p, k=1,--,N,), on a H(V;*)=Z, et H,(V.*)
=0, (n=2).

COROLLAIRE. f(x,y) étant un polyndme de type (g, n), (primitif comme
toujours), le nombre des composantes irréductibles de S.:f—=c ne surpasse pas
n, pour toute c= C.

Pour démonstrer le Lemme 2, considérons la suite exacte d’homologie de
la paire (2, V,):

0
> Hy(2) —> Hy(2,, V) — H(V;) —> H, (%) — H, (2, Vo)

0 ~
—> Hy(V;) —> Ho(zi) —_> e,

(H,() signifie le groupe d’homologie réduit.)
1° Daprés le Lemme 1, Hy(2;)=0 et H,(X;) n’a pas de torsion; il en
résulte la proposition (i) du Lemme 2, a I'aide de la suite exacte ci-dessus.
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Remarquons, de plus, que H,(V;) n’a pas de torsion.

2° On a H, (Y, V)= H,(Y;/V,), (n=1). Comme on le verra facilement,
(¢; étant suffisamment petit), U;; (=2, B;;) (j=1, -, ¢;) sont contractiles,
et X;/V; est rétractile sur 4,/04; (=S; comme déja remarqué). Par suite,
on a Hy(Z,, V)= H,(S))= 2%, Z%, 0; pour n=1, 2, =3, respectivement, (ou
bt =b4S;), pour [=1, 2). D’autre part, on a évidemment H(V,) = Z"!, (X))
=0. On a donc, d’aprés la suite exacte ci-dessus,

rang H,(2;) = (rang H,(V;)—b;*)+(b;'—N;+1)
= (rang H,(V;)—N,)+Q2g+n—-1)—(d;+a;).

En additionnant ces identités pour i=1, ---, p, et en y appliquant le Lemme 1,
on a

(p—1D(2g+n—1)= é (rang H\(Vy)—Ny)+p(2g+n—1)— izill(dﬁai) .

D’aprés le Théoréeme 2, on a donc Zp} (rang H,(V;)—N,)=0.
i=1

3° Prenons une composante connexe V;* de V,, quelconque. 04, V,*
consiste en un nombre fini de courbes fermées; (ce sont des revétements finis
sans point de ramification sur le cercle |x|=p). Soit « une d’elles, orientée
d’une fagon convenable. Alors, a n’est pas homologue a nul dans V.*, puis-
que la variation de 'argument de x(P), P tragant « une fois, n’est pas nulle,
et que x ne s’'annule en aucun point de V;*, (V. FC I p=|x|< oo, |y]|< o).
Donc, rang H,(V;¥) = 1.

p Nj P
D’autre part, > X rang H,(V;*) =3 N,, comme nous !'avons vu a 2°
i=1 k=1 i=1

Donc, on a nécessairement rang H,(V;*)=1, pour tout i, k, (i=1, -, p, k=1,
-, N,). H{(V*) n’a pas de torsion, puisqu’il en est de méme pour H,(V;).
C.Q.F.D.

11. Cas de type (g, 1).
THEOREME 3. Soit f(x, y) un polyndme de type (g, 1), (primitif comme tou-
jours), et soient ey, -, e, les points singuliers de f; on a alors, (i) pour tout

ceC, S,: f=c est irréductible et d’ordre un, (ii) Zq) ey, [)=2g.
=1

Soient, pour l'effet, ¢y, .-+, ¢, les valeurs critiques de f, et considérons les
circonstances aux Lemmes 1 et 2, pour f. On remarquera d’abord, que dans
le cas actuel V; est connexe, pour tout t.

1° En suite, S; étant irréductible, Hy(2;, V,) = Z, et 'un des générateurs
de ce groupe est la classe définie par 04; (défini au n° 9), avec l'orientation
convenable. D’aprésle Lemme 2, H,(V,)= Z, 0: H, (%, V,)— H,(V,) est biunivo-
que, et H,(V;)/Im.0 est sans torsion; il en résulte que d4; est un générateur
de H,(V,;). Supposons que l'orientation de 94; est telle que arg x s’augmente,
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(cela ne diminue pas la généralité).

L’application x: V;—C*, (C* étant le domaine 0 < |x] < c0), induit ’homo-
morphisme xx: H,(V;)— H,(C*)= Z. Pour tout cycle 8 de H,(V;), nous définis-
sons le nombre entier m(B) par I'équation x«(8) =m(B)-r, ot 7 est le généra-
teur de H,(C*) choisi de facon que m(dd;) soit positif.

3° Or, considérons la surface z;/ =17;(c;+¢,), (voirlen® 9). 7/ N[|x|=p,
|y| < oo consiste en un nombre fini de coubes fermées, qui sont des revéte-
ments finis sans points de ramification sur le cercle |x|=p, que nous noterons

a;’, -+, a;* (avec 'orientation telle que arg x s’augmente). On a alors,

0d4;~ a;*+ -+ +a;": homologue dans V;.

kg
Par suite, m(04;) = kZ m(a;®), m(a;®) >0. Sih;>1, on a m@d4;)>m(a;*)>0;
=1

c’est absurde. Donc, h;=1. Nous écrirons a; au lieu de «;', dans le suite.

4° Puis, regardons 7;/ comme une portion d’'une surface de Riemann au-
dessus du plan x. Supposons qu’il existe au moins un point de ramification
¢ de 7;/. Fixons un point 7 sur a;, et joignons le point 7 a £ par une courbe
[ sur 7,/ qui ne passe par aucun point de ramification de z;/, (avec l'orienta-
tion n—&).

Décrivons un cycle sur ¢,/ comme suit:

(1) d’abord, a partir de 7, on trace [ jusqua { tout devant le point &,

(2) on joigne le point £ & un autre {’, qui posséde la méme coordonnée
x que { et une branche distincte de celle de &, par une courbe tout au voisi-
nage du point &,

(3) on trace la courbe telle qu’elle posséde la méme projection (sur le
plan x) que (7%, (c’est la courbe [, avec l'orientation opposée), a partir de ¢’
jusqu’au point %’ ayant la méme coordonnée x que 7, (7’ € a; nécessairement),

(4) on trace a;, a partir de »’, jusqu’a 7, (c’est possible).

Désignons ce cycle par «;/, on verra immédiatement que 0 < m(a;")<m(a;)
=m(0dd;). Ceci est aussi absurde, puisque 04; est un générateur de H,(V;).

Donc, 7;/ n’a pas de point de ramification sur le plan x, et se situe au-
dessus de la porsion p =<|x|<co sans point frontiére relatif. Par suite, elle
est homéomorphe a 1=<|t|< oo sur le plan ¢, et %,/ (voir le n° 4) est simple-
ment connexe. Ainsi, nous avons obtenu p;=0. Il en résulte (ii), d’aprés le
Corollaire 3 du Théoréme 2. C.Q.F.D.

N.B. Si f est un polyndéme de type (g, n), et si toute la surface pre-

-\ p -
miere de f est d’ordre un, est-ce que 2 #;=n—1, ou non? (Notamment, si,
i=1

outre ces conditions, f n’admet aucun point singulier, est-ce que g=0, ou
non ?) Malheureusement, I'auteur n’a pas de réponse pour ces questions.
THEOREME 4. Soit f(x,y) un polyndme, et supposons que S,: f =0 soit irré-
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ductible, d’ordre un, non-singuliere et de type (g, 1); alors S, est ordinaire.

Supposons, pour leffet, que ¢, =0 soit une valeur critique de f. En
remarquant que, dans le cas actuel, V, est connexe, on pourra démontrer
¢ =0, de la méme maniére que dans le Théoréme 3. Par suite, d’aprés le
Théoréme 1 et ’hypothese, on a d;+a;=0. Donc S, est ordinaire. C.Q.F.D.

COROLLAIRE*”, Soit f(x,y) un polyndme, et supposons que S,: f=0 soit
irréductible, d’ordre un, non-singuliere et simplement connexe. Alors, pour toute
ceC, S,: f=c l'est ausst.

§5. Une application aux automorphismes algébriques de 1’espace C°.

12. Un automorphisme: x’=f(x, y), v’ =g(x,y) de l'espace C* sera dite
algébrique, si f et g sont des polynémes en x, y. On a alors, d’aprés théoréme
de E. Picard (sur la fonction entiére), 'application inverse étant x=f"(x’, y’),
y=g'(x',y), f/ et g’ sont aussi des polyndmes en x’, y'. D’aprés H W.E.
Jung'®, tout automorphisme algébrique de I'’espace C? est un produit de trans-
formations linéaires et de transformations de type: x’'=x, ¥ =y+cx’, (ceC,
I: un nombre entier positif). Nous nous proposons ici d’aborder le probléme
suivant:

Probléme. Etant donné a lespace C* une courbe affine S irréductible, non-
singuliére et simplement connexe, trouver un automorphisme algébrique de
Pespace C*: x' =f(x,y), ¥ =g(x, y) tel qu'il transforme S a l'axe x’ =0.

Quant a ce probléme, d’aprés A. Gutwirth et M. Nagata'®, on a

PROPOSITION. Soit donné un polyndme f(x,y)=x"+y"+fo(x, y), ou f, est
un polynome de degré inferieur a m (resp. a n) en x (resp. en y), et de degré
total n au plus, (m<n). Si, pour toute ceC, S,: f=c est irréductible, non-
singuliere et simplement connexe, alors, n est un multiple de m.

(Récemment, I. Wakabayashi a donné une démonstration trés simple a
cette proposition.)

En appliquant le corollaire du Théoréme 4 a cette proposition, on a

PROPOSITION. Soit donné un polyndme f(x,y)=x™+y"+fo(x,¥), o m<n

17) M.M. Kita a remarqué que: si ce polynéme est de type (1,1) au plus, ce
corollaire est en relation intime au probléme suivant:

Etant donné un domaine multiple (Uberlagerungsbereich) 9 de 'espace fini (z, w),
a deux feuilles, tel que 9 soit analytiquement homéomorphe a l'espace fini (x, y), et
que la surface critique M de & soit donnée par 'équation: 23+ a,(w) 22+ a,(w)z+ as(w)
=0, ou a; (i=1, 2, 3) sont des fonctions entiéres d’une variable complexe; démontrer
que M est irréductible, non-singuliére, et simplement connexe. Cette remarque a
donné occasion a la recherche actuelle, dont nous avons déja parlé un mot a lintro-
duction.

18) H. W.E. Jung, (1942).

19) Voir la note 3).
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et f, satisfait a la méme condition que plus haut. Si S,: f=0 est irréductible,
d’ordre un, non-singuliere et simplement connexe, alors, n est un multiple de m.
Maintenant, a l'aide de cette proposition, le probléme posé ci-dessus est
résoluble, de la maniére habituelle; a savoir, faisant des transformations de
deux types dites plus haut, successivement, diminuant les degrés de f, jusqu'a
ce que le polyndme f se réduit a x.
THEOREME 5%®, Le probleme posé ci-dessus est toujours résoluble.

§6. Fonctions entiéres de la classe (A).

13. Préliminaires. Soit f(x, y) une fonction entiére de deux variables
complexes x, y; toute composante irréductible d’une surface caractéristique
S¢: f=c dans C*® sera appelée surface premiere de f. T. Nishino a défini,
dans son Mémoire (IV)®", une classification remarquable des fonctions entiéres
générales de deux variables complexes, a savoir: classe (A), classe (P), classe
(E). Une fonction entiére était dite d’appartenir a la classe (P), si tuote sa
surface premiére est parabolique®”, et une fonction de la classe (P) était dite
d’appartenir a la classe (A), si toute sa surface premiére est de type fini*®.
Sur cette classification, nous citons le théoréme suivant, dd a lui:

THEOREME. Une fonction entiere f(x,v) de la classe (P) appartient a la
classe (A), s'il existe un ensemble e de capacité logalismique positive dans le
plan c, tel que, pour tout cse, S,: f=c contienne au moins une surface pre-
miere de type fini.

Soit f(x, y) une fonction entiére de la classe (A), et soit S une des sur-
faces premiéres de f. Nous appellerons S surface ordinaire de f, si, pour un
point P de S, il existe un voisinage U de P, tel que toute la surface premiére
passant par U soit d’ordre un, non-singuliére et homéomorphe a S (topologi-
quement), et n'admette aucune surface conjuguée®”. Une surface premiere
de f qui n'est pas ordinaire sera dite critique, et une valeur ¢ € C telle que
S.: f=c¢ contienne au moins une surface critique sera appelée valeur critique
de f. Les autres serons appelées valeur ordinaires de f.

On a alors, d’aprés le Mémoire (IV) de T. Nishino:

THEOREME. Soit f(x,y) une fonction entiere de la classe (A); alors on a:

20) Voir la note 5).

21) a paraitre. T. Nishino [2].

22) C’est a dire, parabolique comme une surface de Riemann.

23) Cest a dire, qu’elle est de genre fini et posséde un nombre fini de composantes
de frontiéres, en la regardant comme une surface de Riemann.

24) Deux surfaces premiéres S, S’ de f est dites conjuguées l'un a lautre, s'il
existe une suite de surfaces premiéres de f:S;, S, -+, qui converge a S et, en méme
tempes, a S’. (Voir le Mémoire I de T. Nishino.)
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(i) Ulensemble des valeurs critiques de f est fermé el de capacité logalismi-
que nulle sur le plan.

(i) Soit S une des surfaces ordinaire de f, et soit ¢ la valeur de f en S.
Alors 1l existe un mnombre positif ¢ tel que, le tube normal X : la composante
connexe qui contient S du domaine |f—c|<e, soit analytiquement homéomorphe
a un domaine multiple algébroide® @ du y X C, (onh y est le disque: |z—c|<ce
dans le plan z et C est le plan d'une variable complexe w), tel que la projection
a Pespace (z, w) de toute la surface critique intérieure de D soil définie par
Péquation de la forme: w=_E&(z), ou & est une fonction holomorphe dans y.

Par suite, d’aprés le Mémoire (I) de T. Nishino, on a deux corollaires
suivants:

COROLLAIRE 1. Toute fonction entiere de la classe (A) n’admet aucune
paire de surfaces conjuguées de type (B).

Une fonction entiére f(x, y) de la classe (A) sera dite primitive, s'il existe
une valeur ¢, telle que S,,: f=¢, soit irréductible et d’ordre un.

COROLLAIRE 2. Pour toute fonction entiere f(x,v) de la classe (A), il existe
une fonction entiere primitive F(x, y) et une fonction entiere ¢ d'une variable
complexe, telles que f(x, y) = o(F(x, y)).

On notera que subsistent encore deux propositions suivantes:

PROPOSITION 1/, Soit f(x, v) une fonction entiere primitive de la classe (A).
Si une surface S,: f=c est wréductible, elle est d’ordre un.

PROPOSITION 2. Soit f(x,y) une fonction entiere de la classe (A), et soit
e (CC) lensemble des valeurs critiques de f. Posons G=C—e, E=f"G).
Alors E est un espace fibré localement trivial (topologiquement) sur G avec la
projection f.

«Dans la suite nous ne traiterons que la fonction entiére primitive de
la classe (A), et supposons sans dire que les fonctions entiéres envisagées
sont primitives.»

14. Valeurs critiques des fonctions entiéres de la classe (A). <«Les
groupes d’homologie dans ce numéro sont a coefficients dans le corps R.>»

Nous allons établir le théoréme suivant:

THEOREME 6. Toute fonction entiere (primitive) de la classe (A) n’admet
qu'un nombre fini de valeurs critiques. En outre, f(x, ) étant une telle fonction,
la surface caractéristique S,: f=c, pour toute c= C ne possede qu'un nombre
fint de composantes irréductibles.

(Précisément dit, le nombre des valeurs critiques ne dépasse pas le 1%

25) Cest a dire, le domaine d’holomorphie sur le domaine y xC, de la fonction
¢(z, w) définie par une équation @™+ A;(z, W)™ 14 o + A, (z, w)=0, (ot A,(z, w)
sont des fonctions polynémes en w dont les coefficients sont des fonctions holomor-
phes de z dans 7).
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nombre de Betti de la surface ordinaire de la fonction.)

1° Supposons, pour l'effet, une fonction entiére f(x,y) de la classe (A)
et de type (g, n)*®, avec au moins 2g-+n valeurs critiques; ¢y, -+, ¢, (0U p=
2g+n). Soit e I'ensemble de toutes les valeurs critiques de f; e est fermé
et de capacité logalismique nulle sur le plan C de la variable complexe ¢,
d’aprés le théoréme de T. Nishino, cité plus haut.

Tragons, sur le plan C, p disques fermés 7;: [c—c¢;|=¢; (1=1, -+, p) sans
point commun deux a deux, tels que tout cercle 07;: |c—¢;|=¢; (1=Z1=p) ne
passe par aucun point de e. Pour chaque ¢ (=1, ---, p), prenant un point ¢;’

sur dy;, on trace une courbe simple de Jordan [;, & partir de ¢/, jusqu'au
point a l'infini, ne passant par aucun point de ¢, ni point de 7, (k=1, -, p),
de facon qu'elles, [;, -, [;, ne possédent aucun point commun deux a deux.
Tragons encore, sur ce plan, un domaine (ouvert et connexe) G simplement
connexe, contenant tous les ;U I, (i=1, -, p), limité par des courbes simples

de Jordan, et tel que (G— @ roNe=90. (Cela est possible sirement.) Posons
=1
2 =X, =1 C=-G), 2=, Xi=1'(:\0),

(i=1,-,p) et Z’:_kpj 2, X:QXZ-; ce sont tous des ensembles fermés
dans C°% 0 -

Considérons dans l'espace €2 les ensembles (fermés) 3, X, i=0, -, P);
f, X, et désignons les intérieurs des 2, 3. (ou ceux des X, ;) par 2°, X°,
respectivement. On peut alors subdiviser, facilement, ’espace C?*—23° en un
CW-complexe (fini) de fa‘gorx que X—30 et aﬁi:}?i—m en soient des sous-
complexes. Par suite, pour tout entier =1, on a

~

H,(C? X) = H,(C*—3", X—3% = H,(C*—3°/X-3"),
Hy (X, 3) = H (8, —3p, 3,— 3= H(X,—3,/3,—~3),

en vertu des théorémes d’excision pour I’homologie.

On a donc, notamment, H,(C?, )?) =0, R*®*"1 R: pour n=2, 3, 4, respec-
tivement; et H,(X,, i’i)szg+"'l, R: pour n=2, 3, respectivement, (1=1).
Ici, R™ signifie la somme directe de m exemplaires du corps R.

2° Puis, nous allons démontrer: (I) Pour tout i (=0, ---, D), ﬁﬁ:rangHz(fi),
B =rang Hl(fi) sont finis; précisément dit, 1 < B2 =2g+n—1,0=<p,'<2g+n—L
(I) En posant 6,=2g+n—1—p et a;=p—1, on a 3 (B+a;)=2g+n—1,
(0:20, @, 20)

En effet, le bord 0: H,(C? X)—>Hn_1()?) est isomorphisme sur, pour n=2, 3

26) Cest a dire, que la surface ordinaire de f est de type (g, n).
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(et n=05); surjectif et nul, pour n =4, puisque H(CH=0, (n=0, 4) et H4(6'2)

*
> H,(C? ,X) est isomorphisme sur, (ou ]* est 'application canomque) Par
suite, d’aprés 1°, on a Hy(X)=0, rangH(X)—2g+n—1 H(X)_
Or, pour toute paire (1, )) telleque 0= i<j<p,ona XN Xj— {©}. On a

donc, pour toute i (=0, ,p), H(X)=0, H(X)=0 et 3 rangH,(X)=
2gtn—1. o

En suite, envisageons la suite exacte des groupes d’homologie relie a la
paire (X, 2, (iz1);

- ~ . 0 . " ~ s
> 3(Xi) - H3(Xz‘; ) — H2<Zi) B H2<Xi) —_—> Hz(Xiy 2y

0 R ~
(&) — H(X;) — -
En tenant compte des calculs ci-dessus, la proposition (I) est visible par cette
suite exacte. On a, en outre,

1— ,82+rangH(X) 2g+n—1)+B'=0, =1).

On a donc, 127)1 (0;+a;) = 1ﬁlrang Hy(X) <2g+n—1.

3° Démontrons: Lorsque S; n’est pas irréductible, on a a; =1, 1 <1< D).

En effet, soient, S;!, S;* deux composantes irréductibles de S;. Tracgons,
sur chaque S;*, (h=1,2), une portion fermée K,, non-singuliére et homéo-
morphe au disque unité D:|w|<1 sur le plan w, et puis, deux portions
fermées disjointes T, (h=1,2) de 2;, telles que T, soit homéomorphe au
produit y X D ou 7 est le disque unité: |z| <1 sur le plan z, et que, par cet
homéomorphisme, (0y) X D corresponde a une portion de 902;=f"(d7,), et
0x D (resp. zx D) corresponde a K, (resp. a une composante irréductible
d’une S, N\ T, ¢ 7;), (pour chaque h=1, 2). (Cest possible slirement.) Soit
V:fi——(le/Tz), et soit T*:ﬁ’i/v, (V signifie la fermeture de V). On a,
évidemment, Hy(T*)= R+R (somme directe), et dont les bases sont K,* et
K.*, ol K,*=K,/0K,, 0K,=K,N V).

Or, considérons 'homomorphisme canonique = : Hz(fi)aHZ(T*), et sup-
posons que a; =0, (c’est a dire, Hg(ﬁ’i) = R). En posant S=S,,;, (¢;/ €07:), on
a Sx0, dans Hz(fi), (pour cela, il suffit, par exemple, de consulter la suite
exacte citée a 2°). Par suite, il existe ki, k< R, tels que S;"=F,S, dans
H(S), (h=1,2). )

Or, on a z(S;")=K,* (h=1, 2), et n(S)=m,-K,*+m,-K,*, ou m,;, m, sont
les ordres des S;!, S;* respectivement. On a donc, pour chaque A (=1, 2),
Ky*=kym, K. *+k,ym,K,*, dans Hy(T*). K,*(h=1,2) étant bases, on a, par
suite, kyny,=k,m, =0. Or, m, %0, myx0. Donc, k,=k,=0, ce qui entraine
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K,*=0, dans H,(T*); c’est absurde. Donc, «a;=1.

4° Démontrons: Lorsque S; est irréductible, et que le premier nombre de
Betti de S; est inférienr a 2g+n—1, on a 6;=1, 1 <i<p).

Joignons, pour l'effet, le point ¢; au point ¢,/ (€ 87@) sur le plan ¢, par
un arc simple de Jordan [ de facon que ! ne passe par aucun point de e, et
que [ ne sorte pas du disque 7;, et posons L=/"'(). On verra immédiate-
ment H(L,S,)=0. Par suite, ’homomorphisme: H,(S,) — H,(L), induit par
Iinjection: S;— L, est surjectif. Donc, I’hypothése entraine rang H,(L)<
2g+n—1.

Or, d’aprés la suite exacte citée a 2°, H,(3) est engendré par (2g+n—1)
cycles sur §:§cil. On voit par suite, dans le diagramme commutatif suivant

h R
Hy(S) - - H,(3)

S, T

Hy(D)

que h; est surjectif. Par suite, hA; I’est aussi. Comme rang H,(L)< 2g+n—1,
on a rang H,(3,) < 2g+n—1. Donc, 6;=1.

5° D’aprés 3° et 4°, on a 0;+a;=1, pour tout i (=1, --,p). Donc,
d’aprés (II) a 2°, ona p<2g+n—1. Cela est en contradiction avec I’hypothése
posée au commencement de 1°.

6° La deuxiéme assertion du théoréme est maintenant visible, d’aprés
le raisonnement ci-dessus, (1°-3°). C.Q.F.D.

15. Formule principale pour les fonctions entiéres de la classe (A).

Une fois établi le Théoréme 6, on verra, sans difficulté, que les théoréemes
‘aux §2 et §3 restent valables aussi pour les fonctions entiéres de deux vari-
ables complexes de la classe (A). Nous ne le répéterons pas, puisque l'on
peut le démontrer tout pareillement au cas de polynOémes, avec une modi-
fication pour le mode de la définition de l'indice g a l'infini, 4 savoir:

Soit f(x, ¥) une fonction enticre de la classe (A), et soit ¢; une des valeurs
critiques de f. Désignons les composantes irréductibles de S;: f=¢,;, par
S4, -+, S;", et marquons un point (non-singuliére) P, sur chaque S;%, (k=1,
-+, h). En tragans une boule ouverte B,: |x|*+|y]*<r (contenant tous les
P,), désignons la composante irréductible de S;* "\ B, qui contient le point P,
par 4,(r). Choisissons le rayon 7 suffisamment grand pour que 4,(r) (k=1,
-« h) soient homéomorphes aux S;* (=1, ---, h), respectivement. (C’est possi-
. ble sfirement®”.) En suite, prenant ¢;/ suffisamment voisin de c¢;, désignons,
pour chaque # (=1, ---, h), la composante irréductible de S., N B, qui contient

h
un point @, voisin de P, par 4,/, et posons 7,/ =S, —\U 4,/.
k=1

27) 1l n’existe jamais de surface caractéristique, bornée, dans C2— B,.
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Considérons dans l'espace C? I'ensemble #;/: son premier nombre de
Betti est 'indice g; voulu.

THEOREME 1’. F(x, y) étant une fonction entiere de la classe (A), on a
pour toute valeur critique ¢; de f, X(S)—2Ai—ps=2x(S), 0wt S est une surface
ordinaire de f, et X(x) désigne le nombre d’Euler de . En outre, si toutes les
composantes irréductibles de S; sont d’ordre un, S; est homéomorphe a S..

Dans les circonstances ci-dessus, nous définissons:

d; = rang H,(S)—rang H,(S;),  a;=rang Hy(S;)—rang Hy(S),

(d;=0, a,=0, d;+a,=1(S)—X(S)).

On a alors, ¢, -+, ¢, étant les valeurs critiques de f,

THEOREME 2, ‘_Vp_,‘ (di+a;)=2g+n—1.

Quant aux Thét)—rlémes 3 et 4 (au §4°), l'auteur pense qu’ils subsistent
aussi pour les fonctions entiéres de la classe (A); mais, pour les démontrer,

il existe une difficulté propre aux fonctions entiéres, dans le cas ou g=2,
(g, n) étant le type de la fonction considérée.
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