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Note sur le traitement par les opérateurs d’intégrale
singuliere du probleme de Cauchy.

Par Sigeru MIZOHATA

(Regu le 13 avril, 1959)

1. Pour le probléme de Cauchy, 'outil d'opérateur d’intégrale singulieére
donne des résultats précis. Cette utilité est déja manifeste dans le travail
de M. A.P. Calderdén [1]. Mais, quand on suit le raisonnement de ce travail,
il faut exclure les cas #=2 et =3 (ol » est la dimension de I’espace) a
cause d’'une difficulté topologique. La méme difficulté arrive pour le traite-
ment du probléme de Cauchy pour les systémes hyperboliques, comme Pau-
teur a indiqué dans [2]

Le but de cet article est de montrer qu’on peut éviter ces difficultés, en
utilisant une sorte de partition de l'unité dans l’espace R:*, ce qui nous
épargne des considérations topologiques. Grice a ce principe, nous pourrions
étendre notre méthode indiquée dans aux systémes hyperboliques plus
généraux, mais pour éclaircir notre principe, nous nous limitons ici aux cas
ol les racines des équations caractéristiques sont distinctes.

2. Nous voulons compléter le résultat dans [2] Dans le cas »=2, notre
méthode n’a pas marché. Pour notre but, il suffirait de traiter ce cas. Mais,
pour éclaircir notre méthode—car notre méthode n’est pas limitée au cas
n=2—nous allons traiter le probléme dans le cas od #=2. Nous suivons les
notations et les définitions de [2], et écrivons des numéros des formules dans
[2] par “’/”. Partons de

(L9y At = 1900 M)+ B +1)
Comme nous avons indiqué, il n’est pas toujours possible de construire une
matrice d’opérateur singuliére Ji(¢) telle que

a(TUE))o(I(2)) = a(D(E)a(IU2)) -

Pour éviter cette construction, nous utilisons une partition de 1'unité: Dé-
signons par &° les points sur la sphére-unité dans R.”: [£|=1. Soient &; (&%

(=12, p) la partition de I'unité au sens suivant: Ep a(E)?=1. Les a;(&9)
i=1

sont des fonctions indéfiniment différentiables en £° a supports assez petits.
On suppose bien entendu P’application £— £° indéfiniment différentiable. On
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prolonge ces fonctions &;(&° dans I'espace entier par homothétie de degré 0:

a, (&)= <1fl> Ensuite, prenons B(€) telle que

1 pour [&|=2
GRS
0 pour [{[|=]1,
1=4(&)>0 pour 1<|&|<2, indéfiniment différentiable.
Définissons
21 &0(‘5)=<1’—ﬂ(5)2)%, a;'(&) = p(&)a(&), on aura alors

ay&r+a/Ey=1
En écrivant &,(&) au lieu de a;/(€), on a
p ~
(2.2) T aer=1.
DeriNiTION. So0it « la distribution telle que ?x(é‘)—g*a cest-a-dirve l'image (de

Fourier) réciproque de &(E). On désigne par af
af=axf.

Enongons un
Lemwme 2.1. Soit H un opérateur d'intégrvale singulieve tel que o(H)EeCyF, avec
B=+oo; &) une fonction bornée indeéfiniment différentiable telle que

1°) (0—5) a(8) *—ICTVI pour |E|=1 et pour |v|=1;
2°)  Pour tout k>0, il existe un entier m, tel que

(* ~) ald)|= |C£|/k pour |E|=1 et pour |v|=m,.

Alors (aH—Ha)A est un opérateur borné de D, dans lui-méme, s étant un entier
quelconque (positif, 0, ou négatif).

DemonsTRATION. Limitons-nous a démontrer dans le cas L?, car notre
démonstration qui suivra est presque analogue a celle du lemme 2.4 de [2]
Prenons d’abord le cas simple: o(H)=c(x)Y, ou Y est l'un des Y,, (voir pour
cette notation, la démonstration du lemme 2.4 de [2]).

Alors
(aH—Ha)Af = (ac(x) Y —c(x) Ya) Af = (cc(x) —c(x)a)AYS .
Posons Yf= g, alors cette expression s’écrit

fat—e—cwlgma = > L fat—y)(y—27 1)y

1=lylsm-1

+ 3 Jrfels —vat—s) e ndy
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Prenons

7. = Jat—s) =2 UDO—(—5) [(57) @®] 161

Or, d’aprés la condition 1°), I(ng) &(6)1[51__<:C,, d’ou

le,I=Cllell-
Deuxiémement,

V(@) = o9, H)(y— 2 ala—s)(Ag) )y -
Or A+i=1—4)(A—i)t=(1—4)B ou B est un opérateur borné.

V(@) = [eu(3, Dy —2) a(x—y)(1— 4,) Be(5)dy

—i [y, Dy —2) alx—)g()dy -
Prenons le deuxiéme terme

[¥1() | Zsupl ey )| [l =) =) 1g() 1y
On voit que
j'l xa(x) | dx <+ oo .
En effet,
(- 1) (Yoo
Cette image est sommable si 'on prend 2=#n-+1 dans la condition 2°),
d’oll #’a(x) est une fonction continue et bornée. Deuxiémement, pour |x| =1,

ra(x) = Txlléh 1zl alx), et | x| x”a(x)—>(~~271u:>2m o (»gg—)va(e) .
Cette image est évidemment sommable, d’ou |x|*?x*a(x) est bornée. Donc
f]x”a(x)ldx<+oo .
Le premier terme se traite de la méme maniére, en effet, il ’écrit
[a—4,)Tes(s, D09~ a(x—5)] Ba(3)dy -

Compte tenu de la démonstration du lemme 2.4 dans la démonstra-

tion s’achévera. c.q.f. d.
Il est facile de voir que les &;(&) ¢=1,2,--,p) vérifient les conditions du

Lemme, d’ou
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CoroLLaIrRE. (Ha;—a,H)A est un opérateur borné de Di. dans lui-méme.

Examinons maintenant le procédé de la construction de o(7)(¢)) dans I'ap-
pendice de [2] Supposons #»=2. On sait que, en posant 1= 41,, et en notant
le (i, j)-cofacteur de la matrice

@y —A Aoy o < ANy
g @yy—A

(720 STTRTTaY aNN~x
par M(x, ¢, &) le fait suivant: Pour tout £°, [£°|=1, max(| M;,(x, 1,£°)]) n'est
(2

jamais nul. De plus, lorsque x parcourt R", ¢ parcourt [0, 7], et &° parcourt
la sphére-unité, cette fonction a pour borne inférieure une constante positive.
Cela entraine le fait suivant: pour tout &’ il existe un voisinage V de ¢&°
sur la sphére tel que pour (x,¢) fixé la variation d’angle de I'eigen-vecteur
e,(x, t, &) soit inférieure a = lorsque ¢ parcourt V. Par Heine-Borel, on re-
couvre la sphére par tels voisinages, Vi, Vy,--, V,. Ici, les V; non seulement
jouissent de la propriété ci-dessus mais aussi chacun des V; a un voisinage
V/(DV,) jouissant de la méme propriété. On prend alors une partition de
Tunité &;(&) sur la sphére, définie plus haut, subordonnée a {V;}. Ensuite,
par la modification explicitée plus haut, on a une partition de I'unité dans

9 9 __
Rg : goai(f)“ =1
Ceci fait, on va modifier le symbole o(4) correspondant a chaque indice

i. Soit ¢,(£) une application indéfiniment différentiable de la sphére-unité
dans V,/, laissant invariant tous les points de V,. On définit J(¢) par

(2.3) oHy(x, b, &) = 0o H(x, t, 9,(£)) -
On remarque alors
(2.4) Ha,u(x, ) = Ieu(x, t) .

En effet, soit K un opérateur d’intégrale singuliére, on a alors en désignant
par k(x, £) le symbole de K,

(Kot)(x) = [exp(@rint)h(x, E)a(E)u€)de

Cette formule montre que 'image Ka,x ne dépend que de la valeur de &(x, &)
sur V, clest-a-dire que quand on change la valeur de k(x, &) sur CVi ce

symbole définit le méme opérateur.

Ceci remarqué, nous avons pour tout i i=1,2,---, q) une o(7,(#)), une mat-
rice d’opérateur d’intégrale singuliére du type Cg, avec = + oo, telle que
(2.5) o(T(D)o(H;(2)) = o(Di(£)o(TL,(8)) .

On consideéere alors
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2.6) Bu(t) = S a, A TNFT A"+ Bl
i=0

Il est manifeste que cet opérateur hermitien définit une norme équivalente
dans 97 si B, est assez grand.” Il ne reste qu’a examiner B, A-+A*B,.

BuA =3 a NN A A+ B A

i=0

= 3 @ AmTFTAT QG HA)+ By B+ B A+t AmTF T, A0t (3 K A)

=1

on utilise la notation (4°™) dans [2], de la

= i AmNFTA™ K A+ S i, AN FT, A, H— Ha) A
=1

i=1

La seconde somme =0 (A42™), d’aprés le lemme 2.1, d’ou
= Dia, A™IFIN A Hee, A, comme Sa; = Ha,
= 2, A" NFTL A" H,a, A = Y i, AT *T, 9, A™ o, A
compte tenu de ce que T, H A= D,IA (A%,
= S i AN DI A,
De 1a
BpA+ A*By = 2 it A"(T50 T A— ATNFDFT) A"

= é i, A" Dy — DF) AT A e
i=1
Ceci entraine que
—Tm(A+1)"EBpA+A*Bp =7 m(A+1)"™.

3. On va montrer dans ce numéro que le résultat de Calderén dans
sur l'unicité est vrai indépendamment de la dimension de l’espace. Mais ici
on suppose tous les coefficients d’ordre homogeéne du plus haut degré indé-
finiment différentiables, pour simplifier notre raisonnement. Le raisonnement
devient plus simple que dans le numéro précédent.

D’abord remarquons que (x,#) ne parcourt qu'un voisinage de (0,0). Pour
tout point &, sur la sphére, il existe un voisinage V'’ de &, et un voisinage
W’ de (0,0) tels que Max(|M;;(x,t,£)|) reste supérieur a une constante positive

2,3

quand &, (x,¢) parcourent V' et W’ respectivement. Cela entraine qu’il ex-

iste un voisinage V de &, et W de (0,0) tels que I'un des (min [ M (x, ¢, £)}
z,0)EW
v

1) On pose Jl, = I (identité). On a alors,

q 14 (4 ? p
T Tamaw 2203 | amaw 2=y T law [2=0 3 | aid™s [2=7 2 | a2

P
Orona X llawm|2=l#f2 (voir la fin du numéro suivant).
=0
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soit positif. Ceci signifie qu’on peut définir par 'une des expressions (M;,
My, Myy) (7=1,2,--, N), un champ (indéfiniment différentiable en x,¢,¢&)
d’eigen-vecteurs sur (x,#)x £ Wx V. Par Heine-Borel, on recouvre la sphére-
unité dans R,® par un nombre fini de V, (couplé par W,) (i=1,--,5). On ne

considére que le voisinage Wr—aWi.
Par le procédé fait dans le numéro précédent, on définit o%(x,¢ &) et
o(x, t, &) G=1,--,p). Soit u(f) une solution s’annulant en ¢t=0 de
3.1) %u(z) — YA+ Bu(t) .
Alors

comme Ha,= Hx;, on a
—5? (M) = iT, I Ao+ B, Du
ol B, est un opérateur borné de L? dans lui-méme en vertu du lemme 2.1.
Compte tenu de T o = D071, le second membre s’écrit
1D, I Aocu-i(T, 9 — D, T) Aatsu+ B, Ou = i D A(Thau)+BOu

B® est un opérateur borné.
D’ot, en posant

(3.2) Na,u = v,

on a

(3.3) (& —igd)o,=8%u  (i=15-p).
En posant

3.2y au =1,

on a

(3.3 Ed[vo = (g HA+ay By = BOy ,

ou BO est un opérateur borné, car ayHA = a, AIH+a(HA—AI) et a,4 est
borné.

Supposons que »,(¢) ne s’annule identiquement dans aucun voisinage de
t=0, on a alors, en prenant, ’il est nécessaire, une suite partielle des ¢,,

(34) [l (-5 —i2:)o.

si n est assez grand. Voici la raison: Si quelques uns des composants de v,
s’annulent identiquement dans un voisinage de £ =0, on prend % plus petit

2 Lh /2 2
dt = o[ o lvdiae,
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de sorte que chacun des composants ou bien s’annule identiquement dans [0, 4]
ou bien ne s’annule identiquement dans aucun voisinage de #=0. Or, Pauteur
I'a montré dans [3], (I'inégalité (C)), dans le cas ou v, est a seul composant

et (% ——i.‘DiA> est un opérateur elliptique, a savoir, le cas ou 9, =P+iQ, P

est inversible. Dans le cas ou P=0 cette inégalité est manifestement vraie.
Remarquons que est vraie dans le cas ou v,(¢) s’annule identiquement.
Comme notre considération est de caractére local, 7%,(¢) est inversible, d’olt

(3.5) [ Tw|* =z o |lw]?®, 0>0 @E=1p).
De il vient donc

ool d .
(3.6) j-o §0n2| <“di; —1@7:/1)7)7;

Evidemment on a

ar= 2 o a2t G=1,2,,1)
:2% Ogon 13 1= y &y )p .

N 2 1 rn ,
3.7) Joont | grvel @tz g, f el lat.

En ajoutant (3.6) et on a

(-4 ~i9.A)o,

on suppose ¢ =1. Or, par hypothese, %&i(ﬁ)zzl, d’ou %[[ aul=|«|®. En
=0 =0

P ph
(3.8) P K%
1=0v 0

‘= ] [0 e
j :275 ngn o 13 »

effet, la transformation de Fourier donne

[ auerice e = [la@)de =l
D’ou
(3.9) Le premier membre de (3.8)292”—5”9%2 2 |dt .
0

D’autre part,

P ph . h

> [ e 190ular=Cf ¢t lul?dt,

1=0v0 0

ce qui est absurde.
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