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Sur les Fonctions Analytiques de Plusieurs Variables,

VIlI—Lemme Fondamental

Kiyoshi Oxka

Introduction.--Les problémes principaux depuis le Mémoire I sont : pro-
blémes de Cousin, probléme de developpement et probléme des convexités®.
Dans les Memoires I—VI®, nous avons vu, disant un mot, que ces pro-
bléemes sont résolubles affirmativement pour les domaines univalents finis®.
Et l'auteur a encore constaté quoique sans l'exposer, que ces résultats res-
tent subsister au moins_jusqu’ aux domaines finis sans point critiques®.

Il s’agit donc: ou bien d’introduire Pinfini convenable, ou bien de per-
mettre des points critiques; or, on retrouvera que l'on ne sais presque

(1) Ces problémes sont fondés sur H. Behnke et P. Thullen, Theorie der Funktionen
mehrerer Komplexer Verinderlichen, 1934. Nous allons les expliquer en formes précises. Soient
D, Dy deux domaines connexes ou non sur l'espace de 7 variables complexes tels que Dy & D
(c’est-a-dire que P, soit un «Teilbereich» de D); nous appellerons que Dy est holomorphe-convexe
par rapport & D, si Dy & A, A’/ étant la «Regularititshulley de D,, et encore si, pour tout
domaine connexe ou non 4y tel que 4y € D, (c'est-adire que 4y C Dy et 4y £ Dy), on peut
trouver un domaine connexe ou non 4 tel que 4y c 4 € Dy de fagon qu a tout point ~ de Dy—d,
il corresponde une fonction y holomorphe dans D telle que |f(F,)|>max | f(dy)|. Spécialement,
si Dy est ainsi par rapport a lui-méme, nous 'appelons avec II. Behnke d’étre holomorphe-convexe
(reguldr-konvex). Les problémes sont alors: Problémes de Cousin. Trouver une fonction mero-
morphe (ou holomorphe) admettant les plles (ou les zéros satisfaisant a4 une certaine condition)
donnés dans un domaine holomorphe-convexe. Probléme de développement. Soit Dy un domaine
(connexeou non) holomorphe-convexe par rapport 2 D ; trouver, pour toute fonction holomorphe £,
une série de fonctions holomorphes dans 9, convergente uniformément vers / dans tout domaine
connexe ou non 4, tel que 4y € Dy Porbléme des convexités. Tout domaine psseudoconvexe est
il holomorphe-convexe? Pour les domaines univalents, on peut remplacer <holomorphe-convexe»
par «domaine d’holomorphiey, grice au théoréme de IL. Cartan et P. Thullen.

(2) T.es Mémoirs précédents sont: I—Domaines convexes par rapport aux fonctions ra-
tionnelles, 1936 ; II—Domaines d’holomorphie, 1937 ; IIl—Deuxiémes problémes de Cousin, 1939
(Journal of Science of the IHiroshima Univarsity) ; IV—Domaines d’holomorphie et domaines
rationnellement convexes, 1941; V—IL. intégral de Cauchy, 1941 (Japanese Journal of Mathema-
tics); Domaines pseudoconvexes, 1942 (Tohoku Mathematical Journal); VII—Sur quelques notions
arithmetiques, 1950 (Bulletin de la Société Mathématique de France).

(3) Précisément dit, pour le deuxiéme probléme de Cousin, nous avons montrer une condi-
tion nécessaire et suffisante pour les zéros; et pour le probléme des convexites, nous l'avons ex-
plique pour les deux variables comp]e‘xes, pour dimenuer la répitation ultérieure inévitable.

(4) L’auteur I'a écrit aux détails en japonais a Prof, T. Takagi en 1943.
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rien sur les domaines intérieurement ramifiés; par exemple, qu’arrive-t-il
pour le développement locale? Nous nous occuperons donc, -d’abord au
deuxiéme probleme. '

Or, l'idée fondamentale pour les recherches actuelles s’exprime sym-
boliquement par le théoréme II du Mémoire I. Nous venons de ['utiliser
en forme du théoréme I du Mémoire II®, 4 cause que nous n’avons pas
pu résoudre le probléeme (Z). Mois, pour les domaines intérieurement
ramifiés, la forme originale est indispensable ; c’est le lemme fondamental du
titre et c’est pour I’établir, que nous avons préparé le Mémoire VIII.

Pour établir le lemme fondamental, les domaines (finis) sans points
critiques, il est visiblement suffisant de ré:oudre les problémes (C3) et (£)
et de trouver les pseudobases locales des idéaux géométriques de domaines
indéterminés; dont nous avons résolu les probléemes (C,) et (£) dans le
Mémoires VII, et plus récemment H. Cartan a résolu le dernier probl¢me
d’aprés le théoréme 4 du Mémoire VII que le probléme (K) est toujours
résoluble®. Mais, quand on permet des points critiques, on re11c011tfe la
nouvelle difficulté que une fonction holomorphe sur une variété caractéris-
tique n’est pas nécessairement la trace d’une fonction holomorphe a I’espace.
Ce qui engendre, comme conséquence, une espéce des problémes ( /), qui
contient le probléme des idéaux géométriques dans un certain sens, et est
plus étendu.

Dans le Mémoire actuel, nous résoudrons ce probléme a partir encore
du théoréme 4 du Mémoire VII (théorémé 2), établirons le lemme fon-

(6) IL. Behnke et K. Stein ont souvent indiqué que ce théoréme est applicable aux do-
maines multivalents sans point critique. _

(6) Nous allons expliquer briévement sur le cours des recherches des idéaux holomorphes.
Cest W. Riickert qui a transplanté la noton * idéal” du champ de fonctions algebriques au champ
de fonctions analytiques (1933, Math. Annalen, Vol 107, pp 269—281); et c’est I1. Cartan qui a
premiérement remarqué la différence essentielle, avec un résultat important (1940, cité dans le
Mémoire VII). Cartan a encore exposé: Idéaux de fonctions analytiques de 7. variables com-
plexes (Annales de 1'Ecole Normale Supérieure, (3), 1.XI—); Idéaux et modules de fonctions
analytiques de variables complexes (1950, Bulletin de la Sociéte Mathématique de France).

Or Pauteur a exposé le Mémoire VII, sans connaitre l'existence du premier de ces deux
Memoires de Cartan et du Memoire du Riickert; nous allons donc examiner le Mémoire-1a en
comparant avec les Mémoires-ici: T.e Mémoire VII consiste des deux parties, dont la premiére
montre que les problemes (C;), (Cp) et (E) se réduissent au seul probléme (K); ce qui est déja
indiqué par Cartan, sans démonstration, mais avec toutes les préparations. .Dans la deuxiéme
partie, Pauteur a d’abord préparé le théoréme du réste pour résoudre le probléme (K); ce théoréme
est déja exposé et utilisé par Riickert.
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damental et montrons briévement comment on ’applique aux problémes
principaux. Et comme appendice, nous exposerons, d’aprés le méme théoré-
me, une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme (/) d'un
idéal donné soit résoluble.

«Comme nous ne traiterons que l'espace fini de variables complexes
dans le présent Mémoire, nous supprimerons généralement d’expliquer ces
conditions de ’espace.»

I. Idéaux holomorphes de domaines indéterminés

et pseudobases locales

1. Notions généralles.

«Les domaines considérés dans la présente
etant univalents sans exceptions, nous supprimerons encore, généralement
d’expliquer cette condition.»

Pour les idéaux holomorphes de domaines indétérminés, nous avons
expliqué dans No 2 du Mémoire VII, que nous répéterons tout bri¢vement.
Considérons dans 'espace (x;, &y --.-.. » ¥»), une couple ordonnée (f, 8),
dont & est un domaine conncxe ou non, et f, une fonction holomorphe dans
0. Soit (/) un ensemble de couples (toujonrs ordonnées) (f, d) ; au lieu
de dire que (f, 0)€(/), nous dirons aussi que fe (/) pour 8. (/) est appelé
idéal holomorphe de domaines indéteiminés, s’il satisfait aux conditions
suivantes ; 1° si (f, 0)e(/) et si « est une fonction holomorphe dans un
domaine (connexe ou non) ¢, alors gfe(/) pour dnd ; 2° si (f, d)e(]),
(f', 0)e([), alors f+f'e(/) pour 6nd’. Nous l'appellerons simplement
idéal, en générale dans le Mémoire actuel. De la définitions, il s’ensuit
immédiatement la propriété topologique que: si (/) est un ideal et si (f,
Ne(l) et ¢, alors (f, ¢)e(/) ; nous pouvons donc dire que fe(/) en
un point 7, ou non. '

Un point P de l'espace (x) sera appelé point-lacunaire de 1'idéal (7)),
si aucune fonction f n’appartient a (/) en /. L’enscmble des points la-
cunaires de (/) est évidemment fermé. Un point P de V'espace (x) sera
appelé zéro de I'déal (/), si toute fonction appaitenant a (/) en P s’annule
a P. L’ensemble des zéros de (/) est évidemment fermé sur le com-
plémentaire de l'ensemble des points lacunaires de (/). Réciproquement,
tout ensemble fermé de points de l'espace (x) est evidemment I’ensemble
des zéros d’un idéal convenable a cet éspace.
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Un systéme fini de fonctions holomorphés F (=1, 2, ...... , ) dans un
domaine ® de l'espace (x) sera appelé pseudobase (fini) de l'idéal (/),
s’il jouit des propriétés que: 1° Toutes les F; appartinent a (/) en tout
point de D ; 2° pour toute fonction appartenant a (/) en un point quelcon-
que P de D, on ait =0 mod (£) en P. Un systtme (&) est appelé
pseudobase de l'ideal (/) en un point P, s’il en est ainsi pour un certain
voisinage de P; toute pseudobase de ce caractére est appelé pseudobase
locale. Le probléme principal & notre point de vue pouf les idéaux ho-
lomorphes de domaines indéterminés, consiste a trouver les pseudobases
locales, que nous appelons probleme (/). D’aprés ce que nous venons de
voir pour les ensemble des zéros des idéaux, nous trouvons immédiatement
que ce probléme n’a toujours pas de solution. Tour ce probléme, nous
conviendrous un terme ; étant donnés deux idéaux (Z,), (Z,) a Iespace (x),
s’ils se relient de facon que, en tout point P d’'un domaine 2D, toute fonc-
tion f appartenant a 1'un, appartienne nécessairement & l'autre, nous appel-
lerons que ces idéaux sont équivalents dans D, et le dénoterons par (/)
~(Z;). Nous diront que (/y) ~(/;) en un point P, s’il en est ainsi pour
un certain voisinage de P.

Pour les problémes ( /), nous avons vu dans le Mémoire VII que le

probléme (K) est toujours r1ésoluble (théoréme 4). Nous allons partir de
ce résultat.

2. Principes généraux.

Considérons a 'espace (#) un systéme des
-équations fonctionnelles linéaires simultanées de la forme

A Fi+ A oot e + A, Fi =0 (=1, 2, ...... v q)s

avec quelques identités des formes A,;=4,, (¢ 4£=1, 2, ...... v @5 ) I=
1,2, ... » ), ou Fy; sont des fonctions données, holomorphes dans un do-
maine D, et A;; sont des fonctions inconnues. Soit (Ay, A «oe-e- y Ap)
un systéme de fonctions holomorphes dans un domaine connexe ou non &
contenu dans D ; s’il satisfait identiquement a la relation: idniquée, nous -
lappelons solution pour d. Considérons l'ensemble (/) de tous les (A,
0) tels que, a chaque (A, 0), il corresponde une solution de I’équation
donnée, de la forme (A, Ay «oveen , A,) pour 0; (/) forme évidemment
un idéal; que nous appellerons en généial idéal (L). Lc théoréme 4 du
Meémoire VII est alors, équivalent a dire que:

Tout ideal (L) dans un domaine D posséde une pseudobase en tout point
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de D.

Commengons par rechercher des principes généraux qui seront immé-
diatement issus de ce théoréme. :

1° Corollaire de H. Cartan. Soient (1), ([,) deux idéaux holo-
morples de domaines indtéyminés a I'espace (x), et soit (I)=) N (L) ; ([)
est évidemment un idéal de la méme nature. Pour que (I') ait une pseudobase
en un point (x%), il suffit qu'il en est ainsi pour (1)) et pour (I;). (La
démonstration est immédiate).

2° Corollaire 1.—Etant donnés a l'espace (x) un ideal folomorphe de
domaines indéteminés (I)=14{(f, )| et un point (x°) ; on transforme (I) a
Daide des fonctions F(x), P,(x), ...... y D, (x) lolomorples an voisinage V
de (2°), et forme (J))=1\e, &)}, comme cc qui suit:

o=fF+A4,P+...... +A4,0,, Id=Vndéne,n...... N ayp,

dont A;(z=1, ...... y P) est unc fonction Jfwolomorphe quelconque dans a;.  (J)
forme évidemment un ideal. Supposons que (J) ait une pseudobase en le point
(x,), et encore que l’equation fonctionnelle

AF+ AP+ oo+ A, 0,=0.

Jouisse de la propriété que, si (Ay Ay oeeeo. y Ap) est une soluiion em un point
de V, A, appartienne nécessairement a (I) en ce point;, (I) posséde alors, une
pscudobase en (x°).

En effet, ¥.(;=1, 2, ...... ,» ¢) étant une pseudobase de (/) au voisi-
nage V7’ du point (x°) (V'€ V), considérons I’équation fonctionnelle .

BYF +...... +BY ,=AF+ AP +...... + 4,9,

dont Vidéal (Z): { (A, 6)}=(K) sera comparé avec (/) dans V’: d’aprés
la définition de (), toute fonction appaitenant a (/) en un point, appartient
nécessairement a (K); réciproquement, d’aprés la deuxiéme hypothése, toute
fonction appartenant a (K) en un point, appartient nécessairement a (/)
en ce point; donc, (K) ~ (/). (I) posseéde donc, une pseudobase en (z%),
d’aprés le théoréme. c. Q. F. D.

3° Soit (/)=1{(f,d)¢ un idéal a I’espace (%), et soit @?(x) une fonc-
tion holomorphe dans un domaine V'; considérons (J) =1 (¢, 0')} tels que
¢=f+ AP, ’=1NdNu, dont 4 est une fonction holomorphe quelconque
dans le domaine quelconque (connexe ou non) «, et Pappelons adjoint;
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considérons un autre (J) tel que ¢@=f, et 'appelons guotient.

Si Uidéal (I) posséde une pseudobase en un point (1) de V, il en est
de méme pour I’adjoint et pour le quoticnt. o

Pour P'adjoint, il est clair, et pour le quotient, on peut le constater
immédiatement, d’aprés le théoréme. Qu’arrive-t-il pour la réciproque ?

Exemple.—Considérons i ’espace de deux variables complexes (x, »),
I'idéal (/) engendré par les 2 eléments (xy, 4), (1, 4’), dont 4 signifie
I'espace (x, y) et d"est donné par |»|>0. (/) n’a pas de pseudobase en
l'origine. Au contraire, ’adjoint de (/) par (y, 4) posséde la pseudobase
(») pour 4, et il en est de méme pour le quotient de (/) par (x, 4).
Ainsi, la réciproque n’est pas vraie, ni pour l’adjoint, ni pour le quotient.
Mais, si l'on les observe comme ensemble, on trouvera que: pour (y, 4),
le quotient n’a pas de pseudobase en l'orgine, et pour (#, d4), I’adjoint ne
I'est pas.—Ou, il y a un fait que voici: :

Corollaire 2. FEtant donnés wun idéal holomorphe (I) de domaines in-
déterminés & Despace (x) et une fonction holomorphe @ (x) awn voisinage V
Dun point (x°), si I’adjoint et le quotient (I) par (@, V) possédent ses
pseudobases en (x°), lidéal original (I) ['est aussi.

En effet, soit (@,, @,, ...... , @,) une pseudobase de l’adjoint au vo-
isinage V’ du point (2°) (F’C V). Si 'on choisi V’ suffisamment petit,
on a identiquement @,=F;+ A,0(:=1,2, ...... , #), ou Fe(l) pour I et

A, sont des fonctions holomorphes dans /. Soit f une fonction appartenant
a (/) en un point (2') de V7, mais d’ailleurs quelconque. On a identique-
ment en (z'),

a; étant des fonctions holomorphes. Désignons le quotient de (/) par ()
et (@, A;+<..... +a,A,) par B, il faut alors que B@Pe(/), c’est-a-dire que
Be(J) en (2'). Réciproquement, si une fonction holomorphe f satisfait en
(#') a ces deux conditions, on a nécessairement fe(/) en (#’). Or, soit

r, ¥, .... , ¥,) une pseudobase de (/) pour I’ (repris suffisament
petit) ; la deuxiéme de la condition nécessaire et suffisante s’exprime par.
1739 = S +a,A,=B¥ 1+ ...... +8,7 ,

B:(=1,2, ...... , ¢) étant des fonctions holomorphes. 1.’idéal (/), étant ainsi

équivalent a un idéal (L), posséde une pseudobase en (#"). c. Q. F. D.

3. Idéaux géométriques. Etant donnés a 'espace (x) un domaine
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D et une variété caractéristique (ou analytique) 37 dans D®, considérons
I'ensemble (/) des (f, 0) tels que dCD et f soit identiquement nulle sur
3Ind; (/) forme évidement un idéal; nous l'appelons idéal géométrique
de domaines indéterminés (attaché a > et defini dans le domaine D).

Théoréeme de H. Cartan.—7owut idéal géometrique de domaines indé-
terminés posséde les pscudobases locales.

Nous allons le reprouver d’aprés fle corollaive 1. Soit (2°) un point
quelconque de 37; il suffit de montrer que (/) ait une pseudobase en (x').
D’aprés Weicrstrass, nous savons que la partie de 3] au voisinage de (x°)
consiste d’un nombre fini d’éléments. Sans appeler a la connaissance que
ces éléments sont aussi des variétés caractéristiques, on peut definir pour
chaque é!ément un idéal comme ci-dessus et convenir de ’appeler pour le
moment par le méme mot. (/) étant au voisinage de (2°) P'intersection
de ces idéaux, d’aprés /le corollairc de Cartan, il suffit de dire que chacun
d’eux ait une pseudobase en (2?). Ceci est évident, quand 3] est un point
ou une surface.

Considérons donc, a nouveau a l’espace (%, «....- » Zpy Ppy eeeves y Im) tel
que 72>0, m>1, un élément >} a 7 dimensions (toujours complexes dans ce
Mémoire) d’une variété caractéristique, au voisinage d'un point (#°, »°) de
>3, et I'idéal géométrique (/) correspondant; nous allons montrer que (/)
ait une pseudobase en (2% 3"). Grace a Weicrstrass, on peut choisir les
coordonnées (#, y), tracer un polycylindre [(7), (/)] de la forme, (7) :
v, —xy <r (/=1,2, ...... y1), (77) |l y;— <p (j=1,2,...... , m), et definir
SV et (/) dans [(7), (/)] de facon que la projection® de 37 sur l’espace
(») soit (7)), et que (/) ait pour [(¥), (/)] les fonctions ho'omorphes
comme suivantes :

'V, y coey M2

- Fi(x, =1, 2, «..,
Fi(x, 75 w.j(x’ W4T J’j) =J’j§——](air‘L])— ¢j(x' .71) (_;: 9 ”

ou F;(x, y;) est un polynome de y; tel que le coefficient de la plus haute
puissance soit 1, @, (x, y,) est un polynome de p,, et spicialement 7, (x, »,)
jouit de la proprié¢té que la projection de > sur I’espace (x, y,) coincide

F (x, s

a Fi(x, ) =0, ct que lintersection de 3> et ax )=0, si elle existe,
V1

(7) Une variété caractéristique est un ensemble de points qui s’exprime localement par
I'ensemble des zéros communs d’un nombre fini de fonctions holomorphes.

(8 La projection de l’ensemble des points (a7, y/) sur lespace (x) est l’ensemble des
points (x/). »
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soit a #—1 dimensions. (Par suite 7, n’a pas de facteur multiple.)

Soit (&', ') un point quelconque de [(7¥), (;/)], et soit f(x, ») une
fonction appartenant a (/) en (#/, p/), mais d’ailleurs quelconque. D’aprés
le théoréeme du reste expliqué au Mémoire VII, on peut trouver une fon-
ction holomorphe ¢(x, p) telle que f=¢ mod (£, F,, ...... , F,) en («,
7)), et que ¢ soit un polynome en y,, s -..... » Jm» admettant une borne
supérieure de degrés indépendant de f et de (2/, /). On peut donc
choisir un entier positif 2 indépendant de f et de (', '), de fagon que

(g—?)'\fzt/) mod (£, ...... F,, ) en (&, ¥'), ¢ étant une fonction holo-

morfl)he de (x, p), ¢(x, p,), appartenant a (/), est évidemment divisible

par A (x, ) en (&, /). Donc, (g—j‘l AJﬁ——_O mod (F, ) en (&' 3).
Mair;tenant, selon du corollaire 1,1 formons (/)={(¢, ')} en trans-

formant (/)={(f. )} comme ce qui suit:

L2y &=3
o=f 5; + AF 4 oenn.. + Aoy 1T s =0Na;N...... N dgpy—y
1

(/) possédant une pseudobase en (2% 2°), il ne reste qu'a examiner la
deuxiéme condition. Considérons I’équation forictionnelle

. Ao(éﬂ> +AF +...... + Aspi¥ (n=0;
1
soit (A, Apy oeeee. y Aym—1) une solution quelconque en un point quelconque
(& ¥ de [(), ()]; A, cst alors, nécessairement nulle sur 33, puisqu’il
I’est pour Fy, ...... , ¥,., sans ’étre pour g—F’, donc A,e(I) en (2, 3').
1
C. Q. F. D.

Il est maintenant clair que I'élément >} est une variété caractéristique,
car I'ensemble des zéros communs des fonctions de la pseudobase doit
coincide 4 3} au voisinage de (x°, »"), puisque l'idéal actuel est celui de
domaines indéterminés.

4. Projections. Etant donné a 'espace (x4, .-.... y Ty Pap eeeees y Vm)
un ensemble des points (#/, 3’), '’ensemble des points (#’) est appelé la
projection de I’ensemble donné, sur l’espace (x). Soit D un domaine de

I’espace (x), soit ©' un domaine connexe ou non de l'espace () et soit
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(/) un idéal holomorphe de domnines indéterminés a Iespace (#x, ), sans
point lacunaire dans (D, @), dont 'enscmble de zéros dans le domaine
(®, D) est 31. Supposons que pour tout (¥) dans D, la projection de
> sur I'espace () soit €, et considérons a lespace (x) lensemble
(D) =1{(f &} tel que 6CD et f appartienne a (/) en tout point de (d,
') ; (J) forme évidemment un idéal, nous l'appellerons la projection de
Didéal (I) sur U'espace (x) par rapport a (D, D).

Théoreme 1.—S; l'idéal (I) a une pseudobasc en tout point de (D, '),
sa projection (J) l'est pour .

En effet, soit (x°) un point quelconque de D, il suffit de montrer que
(/) posséde une pseudobase en (z"). Grace a Weierstrass, 'intersection
de 3 et la variété x,=z2! (/=1,2,...... ,7) est évidlemment un nombre
fini de points; soit (2% °) un quelconque de ces points (s’ils existent).
Tracons autour de (»°) un polycylindre /€%, et autour de (x°) un
polycylindre 4 suffisamment petit pour que 4CD et la porjection de
SN (4, 4') sur I'espace () soit €4', et considérons la projection (K)
de (/) sur 'espace (x) par raport a (4, 4’). Dans 4 (suffisamment petit)
(/) étant évidemment l'intersection d’'un nombre fini des idéaux comme
(K), en vertu du corollaire de Cartan, il suffit de légitimer la proposition
pour (K). -

Soit (X,) la projection de (/) sur l'espace (x, 7y «---.- y Jm—1) par
rapport a (4, 4’). Si la proposition est vraie pour ce cas, elle est évidem-
ment, aussi vraie pour (X). Supposons donc, que =1, et désignons p,
par y, 4’ est alors un cercle. Nous allons constater dans ces circonstance
que (K) ait une pseudobase en (x°).

L’idéal (7), ayant une pseudobase en tout point au voisinage de (4,
4"), posséde une pseudobase globale au voisinage de (4, 4'), d’apres le
théoréms 3 du Memoire V11, que nous désignerons par (F, @,, ...... , D).
I’ensemble des zéros communs de ces fonctions holomorphes coincide
nécessairement a >). Nous pouvons supposer donc, que ZFZ(2° »)==0,
puisque, si non, l'une des @,(;=1, 2, ...... , ) doit ’étre. Nous pouvons
encore supposer que ['équation F(x° y)=0 n’ait pas de racine sur la
frontiére de 4’, puisqu’il en est ainsi pour 3} ; diminuons la mesure de 4
pour que l'on ait FF=w/; au voisinage de (4, 4'), dont w signifie une
fonction holomorphe non nulle et /; un polynome de y tel que les
coefficients soient des fonctions holomorphes de (x) au voisinage de 4, et
que celui de la plus haute puissance soit 1, et encore que pour tout (x)
au voisinage de 4 I’équation /#,=0 n’ait de racines que dans 4’. Supposons
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qu’il le soit pour /% méme. Soit 4 le degré du polynome /F7; d’aprés /le
théoréme du reste, nous pouvons supposer que @,(7=1, 2, ...... , ) colent
des polynomes de y, <4 en degrés.

Soit (#') un point quelconque de 4, soit ¢(x, ) un polynome de y,
<24—2 en degrés et appartenant a (/) en tout point au voisinage de
[(#), 4'], mais d’ailleurs quelconque. St l'on trace un polycylindre ¢
suffisamment petit autour de (2’), on a ¢=0 mod (&, @) en tout point
au voisinage de (4, 4’), par suite, d'aprés le théoréme 1 du Mémoive VI,
¢ s’exprime de la forme,

@=C,F+ CFy+ eeveet ol
C.(i=0, 1, ...... , #) étant des fonctions holomorphes au voisinage de (J,
4. D’aprés le théoréme du reste, on peut choisir pour C;(;j=1,2,...... ,

2) des polynomes de p de degrés <XA—71. Nous disons que C, est alors,
aussi un polnome de y. En effet, on a C,;=¥/F, ¥ étant un polynome
de y dont les coefficients sont des fonctions holomorphes de (x) au voi-
sinage de 6 pour tout (#’) au voisinage de 4, l'équation F=0 n’a de
racine que dans 4’'; et C, est holomorphe au voisinage de (4, 4’). D’un
autre coté, soit a(x) le coefficient de la plus haute puissance de y de ¥
et soit »(x) une quelconque des racines de I’équation ¥ =0 par rapport a
7, la fonction, analytique a(x)-.7(x) n’admet de point singulier que des
points critiques au voisinage de ¢. De 13, il s’ensuit que C, est un poly-
nome de p, par suite, de degrés <X A—2.

- Nous avons siasi vu que toute fonction ¢(x, ) qui est un polynome
de y de degiés <X 21—2 et qui appartenant & (/) en tout point au voi-
sinage de [(4"), 4], peut étre représente de la forme cidessus, dont C,
Chyovvenes » C, jouissent des propriétis indiqués. La réciproque est évidem-
ment, aussi vraie. Posons

F=pr+ 4,927+t 4y, Ci=Aup* '+...4+ 40 (=1, 2, ..., p),
CCo=u +u,, Ci=ug "+ .oein + 2,
"=Bo¢7?l_2+ ...... 4+ By s
la condition nécessaire et suffisante est alo:s, équivalente a dire que

By=uy+ 3 Aty .- v Buos=u, Ay + 2lundn (=1, 2, ...... , ?2)

Comme cas spécial, la condition nécessaire et suffisante pour que l'on
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ait f(x)e(A) en (2') est que f satisfasse en (2') avec (#) le systcme
d’¢quations fonctionnelles simultanées

o+ D0y Ay =0, ...... y [ Ay + Dupndn (@E=1, 2, ..., y 2)

dont (') est un point quelconque de 4, et A4;, Ay(;=1,2, ...... , &) sont
des fonctions ho'omorphes données dans 4. 1.idéal (K), étant ainsi équi-
valent a un idéal (L), posséde une pseudobase en (2°). c. Q. F. D.

(A suivre)
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