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\"Uber die Zerlegung rationaler Primzahlen in gewissen

nicht-abelschen galoisschen K\"orpern

Sigekatu KURODA

Wenn auch die Theorie der relativ-abelschen Zahlk\"orper als Klassen-
k\"orpertheorie zu einem vollst\"andigen Abschluss gebracht worden ist, haben
wir noch heute um nicht-abe’.sche F\"alle doch nur geringe Kenntnisse.
W\"ahrend wir das Zerlegungsgestz der Primideale des Grundk\"orpers im
relativ-abelschen Oberk\"orper in voller Klarheit uberblicken k\"onnen, sehen
wir es doch im relativ-galoisschen Oberk\"orper nur durch einen Nebel.
Dieser unbefriedigende Zustand $m3g$ wohl zum Teil darauf beruhen, dass
wir heute nur \"uber recht wenige Erfahrungen \"uber nicht-abelsche galoissche
K\"orper verfugen k\"onnen, wovon das betreffende Zerlegungsgesetz lauter
durch Begriffe im Grundk\"orper aufgefasst wiid.

Ich werde hier allereinfachste absolute nicht-abelsche galoissche K\"orper

vom Grade $2^{n}$ betrachten und das Zerlegungsgesetz der rationalen $P_{1}$ imzahlen
in ihnen durch $Beg_{1}\cdot iffe$ im rationalen $z_{ahlk\text{"\""{o}"}_{-per}}$ bestim $\tau uen$ (Satz 1).
Dabei spielen $b\downarrow qnadratische$ Reste und Nichtreste im rationalen Zahlk\"orper

wesentliche Rolle. Das Symbol $(\frac{rn}{p})_{4}$ in der $F_{01}mel(16)$ zeigt eine nicht-

klassenk\"orpertheoretische Erscheinung der nicht-abelschen galoisschen K\"orper.

Es ergIbt sich aus dem. hier herzuleitenden Zerlegungsgesetze in der
galoisschen Erweitelung, dass diejenigen Primzahlen, wonach irgendeine
Zahl biquadratischer Rest oder Nichtrest ist, durchkreuzt in gewissen
$K_{01l}g_{1}uen^{r_{I}}/klassen$ . gleichverteilt sind (Satz 2). Es ist also wahrscheinlich,
dass sich die Betrachtungen gewisser nicht-abelschen galoisschen $Zahlk^{\text{"\""{o}"}_{1}}per$

auf neue Kenntnisse, wie diejenigen $1^{)}rimileale$ , nach denen irgendeine
Zahl n-ter Potenzrest ist, in Kongruenzklassen von einem n-te Einheits-
wurzeln nicht enthaltenden Zahlk\"orper verteilt sind, beziehen m\"ogen.

1. Bezeichnungen: Falls folgende Bezeichnungen stillschweigend
verwendet werden, so sind

$R$ rationaler Zahlk\"orper;
$k$ Gaussscher Zahlk\"orper $R(\sqrt{-1})$ ;
$\mu$ Gausssche ganze Zahl, welche keine $Quad\downarrow atzahl$ ausser $\pm 1$ als

Faktor hat und weder reell noch rein-imigin\"ar ist;
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$\mu=- ca,$
$N\alpha=m$ , wobei $c$ der positive rationale Teiler von $\mu$ ist und $a$

keinen rationalen Teiler hat;
$l$ ungerader Primteiler von $m$ ;
$k_{1}=R(\sqrt{m}),$ $k_{2}=R(\sqrt{-m}),$ $\Lambda=k(\sqrt{\mu}),\overline{\Lambda}=k(\sqrt{p})$ , wobei $\overline{\mu}$ die

konjugiert komplexe Zahl von $\mu$ bezeichnet;
$V=k_{1}k_{2},$ $K=\Lambda\overline{\Lambda}$, also ist $K/R$ ein nicht-abelscher galoisscher K\"orper

achten Grades $\dot,$

$R^{*}$ Kompositum gewisser quadratischen K\"orper;
$K^{*}=R^{*}K$, also ist $K^{*}/R$ ein nicht-abelscher galoIsscher K\"orper;
$H(\Omega/\Delta)$ , im Falle, wo $\Omega/\Delta$ relativ-abelsch ist, die $\Omega$ zugeordnete

Idealgruppe von $\Delta$ ; falls $\Delta$ rational ist, so soll $\Delta$ weggelassen
werden;

$(\frac{r}{s})$ Jacobisches Symbol;

$[\frac{\rho}{\sigma}]$ quadratischer Restcharakter im Gaussschen K\"orper;

$[\frac{\rho}{\sigma}]_{4}$ biquadratischer Restcharakter im Gaussschen K\"orper;

$p$ rationale Primzahlen, welche in der Diskriminante von $K^{*}/R$

nicht aufgehen.
Bemerkung: Da $-1$ in $k$ Quadratzahl ist, nehmen wir das Vorzeichen

von $\mu$ geeignet, so dass die Zahl $\mu$ eine der folgenden Kongruenzbedin-
gungen erf\"ullt: (1) $\mu\equiv 1$ , (2) $\mu\equiv 1+2i$, (3) $\mu\equiv i$ , $2+i$ oder
(4) $\mu\equiv 1+i,$ $1+3i(mod. 4)$ . Die Diskriminante von $K/R$ ist gleich

$4^{e}c^{4}m^{4}$ , wobei $e=4,6,8$ oder 9 ist, je nachdem $\mu$ der obIgen Kongruenz-
bedingung (1), (2), (3) oder (4) gen\"ugt. Die Relativdiskriminante1)

von $\Lambda/k$ ist gleich 2 $ e\mu$ , wobei $e=0,1,2$ oder 2 ist, der obigen vier
F\"allen entsprechend.

2. Die Primzahl $p$ zelf\"allt in $K$ in Primidealen ersten, zweiten oder
vierten Grades und die Kroneckersche Dichtigkeit solcher Primzahlefi $p$ ist
1/8, 5/8 bzw. 1/4. Dies sieht man wegen eines Satzes von $A_{1}tin^{\underline{o})}$ mit
Hilfe der regul\"aren Darstellung (als Produkt zyklischer Permutationen)
der galoisschen Gruppe von $K/R$ . Die Primzahl $p$ zelf\"allt auch in $K^{*}$ in

1) Bezuglich des K\"orpers $\Lambda/\nearrow\vee^{\prime}$ vergleiche man meine fr\"uhere Arbeit: \"Uber den Dirich-
letschen $K()rper$, J. Fac. Sci. Tokyo, Sec. I. Vol. IV, Part 5 (1943).

2) Math. Ann. 89 (1928).
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Primidealen ersten, zweiten oder vierten Grades. Die Dichtigkeit. solcher
Primzahlen ist $1/2^{n},$ $3/4-1/2^{n}$ bzw. 1/4, wobei $2^{n}$ den $Grad$ von $K*$

bezeichnet. Dies sieht man auch, wie oben, unter Ber\"ucksichtigung der
Tatsache, dass die galoissche Gruppe von $K^{*}/R$ direktes Produkt aus der
von $K/R$ und der abelschen Gruppe vom Typus (2, 2, $\ldots$ , 2) ist.

Wenn $p$ in $K$ nicht vollzerf\"allt, so haben die Primteiler von $p$ in $K$

und die in $K^{*}$ denselben $Grad$ . Dies ersieht man leicht, wenn man den
Zerlegungsk\"orper des Primteilers von $p$ in $K$ und in $K^{*}$ bestimmt. F\"ur
solche $p$ ist also das Zerlegungsgesetz in $K^{*}$ schon durch dasjenige in $K$

bestimmt.
Es sei nun $pfH(V)$ . Ist \"uberdies $p\epsilon H(k_{2})$ , so zerf\"allt $p$ in $K$, also

auch in $K^{*}$ , in Primidealen vierten Grades. Ist dagegen $p\epsilon H(k)$ oder
$p\epsilon H(k_{1})$ , so zerfallt $p$ in $K$, also auch in $K^{*}$ , in Primidealen zweiten Grades.

Die $H(V)$ geh\"orige Primzahl $p$ ist in $K$ (und auch in $K^{*}$) entweder
$vo[1_{Ze1}$ f\"allt oder Produkt von Primidealen zweiten Grades. Wir werden im
folgenden f\"ur spezielle $K^{*}$ diese zwei Arten von $P_{1}$ imzahlen abspalten.

3. Wir schalten hier die Betrachtungen \"uber biquadratische Reste im
rationalen Zahlk\"orper ein. Es sei $p$ beliebige ungerade Primzahl. Ist
$p\equiv-1(mod. 4)$ , so ist biquadratischer Rest mit quadratischem Rest nach
$p$ gleichbedeutend. So sei $p\equiv 1(mod. 4)$ und $m$ eine zu $p$ prime Zahl,
f\"ur die $(\frac{m}{p})=+1$ gilt. F\"ur solche $p$ und $m$ soll das $Symbo1^{S)}(\frac{m}{p})_{4}$ gleich
$+1$ oder-l sein, je nachdem die Zahl $m$ biquadratischer Rest nach $p$ ist
oder nicht. Es ist also

$(\frac{m}{p})_{4}=i^{Indm}$ $(i=\sqrt{-1})$ .

Wir setzen ferner

$(\frac{m}{n})_{4}=\prod_{p/n}(\frac{m}{p})_{4}$ (1)

falls jeder Faktor rechter Seite definielt ist. Dies Symbol hat nat\"urlich
folgende Eigenschaften.

Ist $m\equiv m^{\prime}(mod. n)$ , so ist $(\frac{m}{n})_{4}=(\frac{m^{\prime}}{n})_{4}$ (2)

3) Herr L. R\’edei hat auch dieses Symbol verwendet, um tief liegende Eigenschaften
quadratischer $Zahlk6\varphi er$ herzuleiten. J. filr reine und ang. Math. 171 (1934), 175 (1935).
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$(\frac{abc}{n})_{4}=(\frac{a}{n})_{4}(\frac{b}{n})_{4}(\frac{c}{n})_{4}\cdots$ , falls jeder Faktor rechter Seite

definiert ist. (3)

$(\frac{-1}{n})_{4}=(-1)^{\frac{n-1}{4}}$ (4)

$(\frac{m}{n})_{4}=[\frac{m}{\nu}]_{4}=[\frac{m}{\overline{\nu}}]_{4}$ , wobei $n=\nu\overline{\nu}$ ist. (5)

Es seien nun $m$ und $n$ zueinander prime ungerade positive Zahlen und
f\"ur jeden Primteiler $p$ von $m$ und $q$ von $n$ seien $p\equiv q\equiv 1(mod. 4)$ und
$(\frac{p}{q})=(\frac{q}{p})=+1$ . Ferner sei $m=\mu\overline{\mu},$ $n=\nu\overline{\nu},$ $\mu\equiv\nu\equiv 1$

$(mod. (1+i)^{3})$ .
Dann gilt das “ Reziprozit\"atsgesetz ‘’

$(\frac{m}{n})_{4}(\frac{n}{m})_{4}=[\frac{\nu}{\mu}]=[\frac{\mu}{\nu}]$ . (6)

Dass es unm\"oglich ist, den Ausdruck der linken Seite von (6) bloss mit
Hilfe der Kongruenzklasse im rationalen Zahlkorper auszudrucken, ist, wie
man unten ersieht, eine Folgerung aus dem Abschliessungssatze der Klassen-
k\"orpertheorie. Wie die Formel (6) zeigt, kann man doch das Symbol
$(\frac{m}{n})_{4}$ auf Kongruenzklasse im Gaussschen K\"orper beziehen, indem man

$(\frac{m}{n})_{4}$ und $[\frac{\mu}{\nu}]$ doppelt “ reziprozielt.

Es braucht nur die Formel (6) zu beweisen f\"ur den Fall, wo $m$ und
$n$ Primzahlen sind. Es seien also $p,$ $q$ Primzahlen, f\"ur welche $p\equiv q\equiv 1$

$p=\pi\overline{\pi},q=x\overline{x}(mod.4)und(\frac{p}{\pi^{q}})_{\overline{\pi}\equiv x\equiv\overline{x}\equiv 1^{ist}(mo^{I}d^{m}}\equiv^{=(\frac{q}{p})=+1}$

. $(1+i)).$
$EsgiltGausss_{\$}ch$

en
$K\text{"\""{o}"} rpernunsind()d_{\frac{pa}{q}}nn_{4}$

$GausschenK\ddot{o}rper=[\frac{p}{SX}]_{4}undwegen[\frac{dep}{x}]_{4}=[\frac{x}{p}]sRezipr_{4}ozit\text{"\""{a}"} tsgesstzes$

biquadratischer Reste im

Aber ist $[\frac{x}{p}]_{4}=[\frac{x}{\pi}]_{4}[\frac{x}{\overline{\pi}}]_{4}$ Weil

anderseits $\overline{[\frac{\overline{x}}{\pi}]}_{4}=[\frac{x}{\overline{\pi}}]_{4}$ ist, ist $L^{-}\frac{x}{\overline{7}T}]_{4}=[\frac{\overline{x}}{\pi}]_{4}[\frac{x}{\overline{\pi}}]_{4}^{2}$ . Daher ist $(\frac{p}{q})_{4}=[\frac{x}{\pi}]_{4}$

$\times[\frac{\overline{x}}{\pi}]_{4}[\frac{x}{\overline{\pi}}-\rfloor=[\frac{q}{\pi}]_{4}[\frac{x}{\overline{\pi}}]=(\frac{q}{p})_{4}[\frac{x}{\pi}]$ w.z.b.w.

Wir wollen nun das Symbol $(\frac{m}{n})_{4}$ zum solchen Falle ausdehen, worin
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$(\frac{2^{g}}{p})_{4}f^{eZah1ist.Da(\frac{2}{p1})+1f\ddot{u}rp\equiv+_{O}1}nerad_{\ddot{u}rso1chePrimzahp^{=_{definiert.A1^{c}}}}.betrachtenwirnursolche(mod.8)ist,$

$istdasSymbol$

$p$, wofur $p\equiv 1(mod. 8)$ ist, und sei $p=\pi\overline{\pi},$ $\pi\equiv 1(mod. (1+i)^{\$})$ in $k$.
Dann ist

$(\frac{2}{p})_{4}=[\frac{2}{\pi}]_{4}=\{_{-1}^{+1}$ f\"ur $\pi\equiv\{-3+4i,1+4i1,-3$ $(mod. 8)$ . (7)

$Wir$ setzen nun f\"ur $p\equiv 1(mod. 8)$

.
$(\frac{p}{2})_{4}=\dagger_{-1}^{+1}$ filr $p\equiv\{91$ $(mod. 16)$ . (8)

Falls aber $p\equiv 1(mod. 16)$ ist, so ist $\pi\equiv 1$ oder $1+4i(mod. 8)$ , und
falls $p\equiv 9(mod. 16)$ ist, so ist $\pi\equiv-3$ oder $-:3+4i(mod. 8)$ . Also
folgt aus (7) und (8)

$(\frac{2}{p})_{4}(\frac{p}{2})_{4}=[\frac{1+i}{\pi}]$ (9)

unter Berucksichtigung des Erg\"anzungssatzes des Reziprozit\"atsgesetzes von
quadratischen Resten in $k$ :

$[\frac{1+^{1}i}{\pi}]=\{_{-1}^{+1}$ fur $\pi\equiv\{-31$ $(mod. (1+i)^{b})$ .

Das Symbol $(\frac{m}{n})_{4}$ ist jetzt f\"ur zueinander prime gerade oder ungerade

positive Zahlen $m$ und $n$ durch (1) definiert, wenn fur jeden ungeraden
Primteiler $p$ von $n$ und $q$ von $np\equiv q\equiv 1(mod. 8)$ und $(\frac{p}{q})=(\frac{q}{p})=+1$

sind. Fur diese $m$ und $\prime i$ gilt auch (6), wenn wir

$[\frac{\pi}{1+i}]=[\frac{1+i}{\pi}]$ f\"ur $\pi\equiv 1$ $(mod. (1+i)^{\$})$ (10)

setzen und wenn ferner $m=\mu p,$ $n=\nu\overline{\nu},$ $\frac{\mu}{1+i}\equiv\nu\equiv 1(mod. (1+i)^{\$})$ f\"ur

gerades $m,$ $\mu\equiv\frac{\nu}{1+i}\equiv 1(mod. (1+i)^{3})$ f\"ur $ge$rades $n$ seien.

4. Nun kehren wir auf das Problem, welches am Schluss von Nr. 2.
gestellt ist, zur\"uck, und suchen zun\"achst unter den Primzahlen $p$, wof\"ur
$p\epsilon H(V)$ sind, diejenige, welche in $K$ vollzerfallen. Es sei also $p\epsilon H(V)$
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$und^{\sim}p=\pi\overline{\pi},$ $\pi\equiv\overline{\pi}\equiv 1(mod. (1+i)^{3})$ in $k$ . Dafur, dass diese. Primzahl
$p$ in $K$ vollzerfalle, ist notwendig und hinreichend, dass $\pi$ in $\Lambda=k(\sqrt{\mu})$

$ze$ rf\"allt, $d$ . $h$ . $\pi\epsilon H(\Lambda/k)$ . Daf\"ur ist notwendig und hinreichend, dass

$X(\pi)=I_{\lambda}1\chi_{\lambda}(\pi)=+1$ , $\pi\equiv 1(mod. (1+i)^{3})$ (11)

$gIlt^{1)}$ Dabei durchlauft $\lambda$ entweder alle in der Relativdiskriminante von
$\Lambda/k$ aufgehenden Primzahlen $\lambda$ von $k$ oder alle solche Primzahlen ausser
$1+i$ . Letzteres geschieht dann und nur dann, wenn $\mu\equiv 1+2i(mod$ .
$(1+i)^{3})$ ist. Fur die von $1+i$ verschiedenen Primzahl $\lambda$ ist $\chi_{\lambda}(\pi)$

quadratischer Restcharakter von $\pi$ nach $\lambda$ ; f\"ur $\lambda=1+i$ und fur $\pi$, deren
Norm $N(\pi)=p\equiv 1(mod. 8)$ ist, ist

$\chi_{1+i}(\pi)=\{[\frac{+11+i}{\pi}]$ f\"ur $\mu\equiv\left\{\begin{array}{llll} & & & i’ 2+i\\ & & & 1+i,1+3i\end{array}\right.$ $(mod. 4)$ . (12)

Da $\mu=ca$ ist (vgl. Nr. 1), so sei $X_{o}(\pi)=_{\lambda/0}1I\chi_{\lambda}(\pi)$ gesetzt. Dann gilt

$X_{c}(\pi)=[\frac{\pi}{c}]=(\frac{\Lambda^{7}\pi}{c})=(\frac{p}{c})$ .

Sei also

$X(\pi)=(\frac{p}{c})X_{\alpha}(\pi)$ , (13)

so ist $X_{\alpha}(\pi)=+1$ dann und nur dann, wenn $\pi$ in $k(\sqrt{a})$ zerfallt. Denn,
da $\mu\equiv\pm a(mod. 4)$ ist, ist $del$ Charakter $\chi_{1+t}(\pi)$ in $X_{\alpha}(\pi)$ genau dem-
jenigen fur $k$ ( a) gleich.

5. Erstens sei $\mu\equiv\pm a\equiv 1$ oder $1+2i(mod. 4)$ . Dann is.t f\"ur jede
$\pi\equiv 1(mod. (1+i)^{3})$

$X_{\alpha}(\pi)=\prod_{\lambda/\alpha}\chi_{\lambda}(\pi)=_{\lambda/\overline{\alpha}}/l[\frac{\pi}{\lambda}]=[\frac{\pi}{a}]$ . (14)

Mithin $gi1t$ wegen (6) und $\Lambda^{\gamma}a=m$

$(\frac{p}{m})_{4}(\frac{m}{p})_{4}=[\frac{\pi}{a}]=X_{a}(\pi)$ , (15)

wenn nur f\"ur $p$ das Symbol $(\frac{m}{p})_{4}$ definiert ist. Dies ist der Fall, wenn
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$p\equiv 1$ $(mod. 4)$ ist und \"uberdies wenn f\"ur jeden Primteiler 1 von $m$

$(\frac{t}{p})=(\frac{p}{l})=+1$ gilt; mit anderen Worten, wenn $p$ in $R^{*}=R(\sqrt{-1}$ ,

$\sqrt{l},\ldots\ldots)$ vollzerfallt. Mithin folgt aus (11), (13) und (14), dass die
Primzahl $p$ , welche in $R^{*}$ vollzerfa[lt, dann und nur dann auch in $K$

vollzerf\"allt, wenn

$(\frac{p}{c})(\frac{p}{m})_{4}(\frac{m}{p})_{4}=+1$ (16)

gilt. Es sei nun $K^{*}=R^{*}K$ Das Zerlegungsg$ese$tz der Primzahl $p$ in $K*$ ,
f\"ur welche $pfH(V)$ ist, ist mit Hilfe der Kongruenzklasse in Nr. 2 bestimmt
worden. Die Primzahl $p$, f\"ur welche $p\epsilon H(V)$ ist, zerf\"allt in $K^{*}$ dann und
nur dann voll, wenn $p\epsilon H(R^{*})$ ist und \"uberdies die Formel (16) gilt.
Damit ist das Zerlegungsgesetz der Primzahlen in $K^{*}$ vollst\"andig bestimmt
worden.

Zweitens sei $\mu\equiv\pm a\equiv 1+i,$ $1+3i$ $(mod. 4)$ . In diesem Falle ist
$Na=m$ gerade. F\"ur $\pi\equiv 1$ $(mod. (1+i)^{a})$ gilt aber auch (14) wegen
(10) und (12). Also gilt auch (15) wegen (9) oder wegen (6) mit
$ge$radem $m$, wenn nur $(\frac{m}{p})_{4}$ definiert ist. Wenn also $R^{*}=R(\sqrt{-1}\sqrt{2}$

$\sqrt{}\overline{l},\ldots\ldots),$ $K^{*}=R^{*}K$ gesetzt werde, so erschliessen wir das Zerlegungs-
gesetz in $K^{*}$ \"ahnlich wie oben.

Drittens sei $\mu\equiv\pm a\equiv i,$ $2+i(mod. 4)$ . Ist $N\pi\equiv p\equiv 1(mod. 8)$ ,
so gilt wegen (12) $\chi_{1+i}(\pi)=+1$ , also ist $\chi_{1+i}(\pi)$ als Faktor von $X_{\alpha}(\pi)$

\"uberfl\"ussig. Also gilt auch die Formel (14). Alles geht dann ganz
\"ahnlich wie oben, falls $R^{*}=R(\sqrt{-1}, \sqrt{2}\sqrt{l},\cdots\cdots),$ $K^{*}=R^{*}K$ ist.

6. Zusammenfassend erhalten wir tolgendes Resultat.
Satx 1. Die Zeiclten $\mu,$ $m,$ $c,$

$l,$ $k,$ $k_{1},$ $k_{2},$ $V,$ $K$ haben dieselbe Bedeuhing
wie in $1Vr1$ . 1st $\mu\equiv 1$ oder $1+2i(mod. 4)$ , so sei $R^{*}=R(\sqrt{-1},$ $\sqrt{l},$

$.$ .
...). Sonst sei $R^{*}=R(\sqrt{-1}, \sqrt{2}, \sqrt{l},\cdots\cdots)$ . Es sei ferner $K^{*}=R^{*}K$

Dann 2erf\"allt die $Primza/l/p,$ $welc/le$ in der Diskriminante von $K^{*}nic/t$

$aufge\prime_{l}t$, in $K^{*}$ in ldealen
1. ersten Grades, wenn $p\in H(R^{*})$ und $(\frac{p}{c})(\frac{p}{m})_{4}(\frac{m}{p})_{4}=+1$ ist,

2. $2weiten$ Grades, wenn $p\in H(R^{*})$ und $(\frac{p}{c})(\frac{p}{m})_{4}(\frac{m}{p})_{4}=-1$ ist,

oder wenn $pfH(R^{*})$ und $p\in H(V)$ ist,

oder aber $’\iota vennp\xi H(V)$ und $p\in H(k)\cup H(k_{1})$ ist,
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$. vierten Grades, wenn $pfH(V)$ und $p\epsilon H(k_{2})$ ist.
$Ve$rgleichen wir die Kroneckersche Dichtigkeit der Primzahlen, welche

in $K^{*}$ vollzerfallen, mit derjenigen der in Kongruenzklassen enthaltenen
Primzahlen, so erhalten $w\downarrow r$ aus Satz 1 Aussagen \"uber Verteilung der
Primzahlen. Ich erw\"ahne hier nur ein Spezialfall von denen:

Sat22. Es sei $m$ Produkt $t-1versc1\iota iedenerPrim2ahlenl$, wofur $1\equiv 1$

$(mod. 4)$ ist. Es sei ferner $p$ Primzahl mit der Bedingung

$p\equiv 1(mod. 4)$ und $(\frac{p}{l})=+1f//r$ jeden Primteiler $l$ von $m$ . (17)

Die Dicntigkeil dieser $Primza/\iota lenp$ ist $0\mathcal{J}enbar$ gleiclt $1/2^{t}$ . Unter diesen
$Prim2a\nearrow\iota len$ kaben dann die $Prim2a/\iota lenp$ mit der Bedingung

$(\frac{p}{m})_{4}(\frac{m}{p})_{4}=+1$ . (18)

die Diclztigkeit 1/2 $t+1$

F\"ur die im Satze 2 erw\"ahnte Zahl $m$ sei $m=\mu\overline{\mu}$ in $k$ Und sei $\mu\equiv 1$

oder $1+2i(mod. 4)$ . Es seien $R^{*}=k(\sqrt{l}, ),$ $K=k(\sqrt{\mu})$ und $K^{*}$

$=R^{*}K$ Wegen Satz 1, zerf\"allt die Primzahl $p$ , welche (17) $ge$nugt, dann
und nur dann in $K^{*}$ voll, wenn sie (18) gen\"ugt. Aber die Primzahl $p$ ,
welche (17) gen\"ugt, nichts anders als diejenige, welche nach der Dis-
kriminante des quadratischen K\"orpers $k_{2}=R(\sqrt{-m})$ Normenrest bez\"uglich
$k_{2}/R$ ist. Andererseits ist $R^{*}$ unverzweigt und abelsch \"uber $k_{2}$ und vom
RelatIvgrade $(R^{*}/k_{2})=2^{t-1}$ , also der dem Hauptgeschlecht von $k_{2}$ zugeordnete
Klassenk\"orper4). Ist $\mu\equiv 1(mod. 4)$ , so ist auch $K^{*}$ unverzweigt \"uber $k_{2}$ .
Wenn ilbeldies $K^{*}$ absoluter Klassenk\"orper von $k_{2}$ ist, $d$ . $h$ . wenn die
Klassenzahl von $k_{2}$ gleich $2^{t}$ ist, so ist (18) die notwendige und hinreichende
Beningung daf\"ur, dass die Primzahl $p$ , welche Normenrest ist, wirklich
Nolm einer Zahl aus $/k_{2}$ ist. Darin fallen die Zahlen $m=17,65,73,97$
usw. Des Interesses halber f\"uge ich ein Zahlenbeispiel hinzu.

$m=65$. Der absolute Klassenk\"orper von $R(\overline{-}65)$ ist $K=R(V^{-}-\overline{1}, t^{/}\overline{5}, \prime_{13},1\overline{+}8\ell)$ .
Die Primzahl $p$ ist Normenrest nach der Diskriminante $d=-4\cdot 65$ von $R(\overline{-65})$ , wenn nur
$l\equiv 1$ $(mod 4)$ , $\pm 1$ $(mod. 5)$ , $\pm 1,$ $\pm 3$, $\pm 4(mod. 13)$ ist. Diese Primzahlen $p$ konnen

dann und nur dann in der Form $I=x^{2}+65y^{2}$ dargestellt werden, wenn $(\frac{65}{l})_{4}(\frac{p}{65})_{4}=+1$ ist.

Dabei ist

4) In dieser Hinsicht vergleiche man die vorstehende Arbeit von Herm Hasse: Zur
Geschlechtertheorie in quadratischen Zahlk\"orpern.
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$(\frac{l}{13})_{4}=\{-1$ t\"ur $p\equiv\{_{-1}1,$ $-33,$ $-44$ $(mod. 13)$

$(\frac{p}{5})_{4}=\{-1+1$ fiir $p\equiv\{_{-1}1$ (nuod. 5).

Unter der Rubrik $(\frac{65}{1})_{4}$ in folgender Tabelle steht das Symbol $\pm$ , je nachdem

$65^{\ddagger L^{-\underline{1}}}\equiv\pm 1(mod.t)d$ . $h$. $(\frac{65}{t})_{4}=\pm 1$ ist.

$Matfiem_{-}atisc/\ell es$ lnstitut, Universitat $2u$ Nagoya
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