UNE REMARQUE SUR L’UNIFORMISATION DES
ENSEMBLES ANALYTIQUES PLANS

HIDEAKI WATANABE

(Received April 14, 1953)

Le théoréme suivant est dii a N.Lusin [17.

On peut uniformiser tout cnsemble analytique plan par un ensemble
(Apa'S).

Jai connu de “Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete
38(1951) pp.194-195” que ce résultat de Lusin est cité dans un mémoire de
V. Ja. Arsenin et A. A. Liapounoff.

Le but de cette note est une amélioration de ce théoréme.

Si nous dirons “ensembles (A,)” les ensembles qui sont des complémen-
taires d’ensembles (4,), alors on voit facilement que la classe des ensembles
(A.s) forme une sous-classe de la classe des ensembles (A,.s).

Notre résultat est le suivant:

THEOREME. Tout ensemble analytique plan est uniformisé par un ensemble

(Ax).

Avant d’entrer la démonstration nous allons expliquer quelques notations.

Pour un point x de I'axe réelle OX, désignons par D, la droite paralléle
a 'axe OY qui est menée par le point (x, 0).

Pour un ensemble plan E, désignons par yE "'E7 la partie du plan
qui est située audessus "audessous_ de l'ensemble E et dont la projection
sur I'axe OX coincide avec la projection de I'ensemble E.

DEMONSTRATION DU THEOREME. Soit E un ensemble analytique donné

dans le plan OXY et soit
x=P@), y=¥()

une représentation paramétrique de E. Clest-a-dire, les deux fonctions
continues ®(¢) et Y(¢) sont définies dans le domaine J qui consiste de tous
les nombres irrationnels de l'intervalle (0 < £ < 1).

Soient 8uy,ne - - --rny (M1, Mae..., M= 1,2....) les intervalles de Baire
d’ordre k, ou

8"1; N2y « o ¢ oy nkDSnu ne» ce ey Npy NE+1

pour %k, m., =12, .. ..

Si nous posons Euy,ns, - --,n, 'image de lintervalle &p,ney-.-.,n, Par

les fonctions @ et 4, alors il est encore un ensemble analytique plan.
Posons
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(.1) M, = 2 [')’Em,-.-,n,c_' ( ZEil'i‘ zEmn’g"F

Ny, .0, Mg f1<ny ia <ne,
+ 2 Eﬂh R ”bh~l3fk>]y
I <M
1. eo
1) Ne= > [«ny,,,,....,,,k—< SE+ 2 Euynt -
Ny, Mg <m ig<ng
+ 2 Enl ..... ,11A..1yik>j\
1 <y
et
(2) U=E— 2 [M+ NJ.
k=1

Si un ensemble S est un ensemble analytique plan, les ensembles ¢S
et 'S sont des ensembles (A,) d'aprés notre résultat (voir [2] et [3]).
Donc, en vertu de (1) et (1'), les ensembles M; et, N, sont des ensembles
(A,0); en outre d'aprés (2)l'ensemble U est un complémentaire d'un ensemble
(A,,), cest-a-dire, un ensemble (A.s).

Nous prouverons que cet ensemble U fournira un uniformisateur de
I'ensemble E. Pour cela la démonstration se dividera en trois parties.

(i) Il est evident d'aprés (2) que

UCE.
(ii) Nous montrerons que
Proj U = Proj E.

Considérons un point x contenu dans Proj £. Il suffit de montrer que
l'ensemble U contient une partie commune avec la droite D..

Soit &, le premier entre les intervalles de Baire d'ordre 1 dont les
images par les fonctions ¢ et v contiennent une partie commune avec
D,. Cette existence sera évidente. Soit &uy, n. le premier des intervalles
de Baire dordre 2 dont les images contiennent une partie commune avec
D,; et ainsi de suite. Nous avons une suite décroissante des intervalles de
Baire :

{Bugs may -+ - o5 mp) (k=1.2....).

Soit £, ¢ € J le seul point commun de ces intervalles, et posons

P = (P(t), ¥(t)).
Daprés ¢t € 8uy,---sm O @ PE Eyy, .. .., g, et la continuité des fonctions

% et Y implique que le point P est situé sur la droite D..

Nous montrerons que P est contenu dans U. Pour cela il suffit de
prouver, d’aprés (2), que le point P n’appartient ni aux ensembles M, ni
aux N;. S'il existait un indice & tel que P € M,, il existrait un systéme

(n, 0 ..., 1)
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tel que

(3) PEYEw,wy .. g

(4) PE X Ey+ > Enyy +.
f1<n1’ 2i <an

+ 2 E”'p‘ CREFE 16"S TR 3R

i<’y

Comme le point P est situé sur la droite D,, 'ensemble Eny, . -5, contient,
d’'aprés (3), au moins un point commun avec D.-audessous de P.

D'aprés PEEy, ....,n,0n @ PEYyEy, ....,», €t on conclut, en
vertu de (3), que les deux systémes (7, ....,m) et (m,....n;) sont
distincts.

Conséquemment, d’aprés notre définition du systéme (n,, ...., %), il
subsiste une des relations suivantes : :

n < n;
n, = n,et n,< n,;

n= N, M= My Mo = W €t < 0y
Cest-a-dire, une relation des suivantes se remplie:

E.< 2 Ey ;-

’
tl <ny

Enyne< 2 En’p 25

by <ny’

Em, ceem, © 2’ En'p BRI

% <y

On a donc, d'aprés PE Ey,,....,n, (1=12,....5),

Pc 2/ By + 2’ E1;'1,(,+....+ ZE"'l"""“llc—l""l;

1, <ny f, <ny t<ny
cela contredit la condition (4).

Nous avons ainsi P € > M,, de méme nous obtenons P € X N, Cest-
k=1 kw1l

a-dire ,
PeU.
Le point x € Proj E étant arbitraire, on conclut que
Proj E = Proj U.
(iii) Maintenant nous montrerons que 'ensemble U est uniforme. Soient
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les mémes que dans (ii) les points x et F et les systémes (1,7, ....7)
(k=12,....)

Pour montrer l'uniformité de I'ensemble U, il suffit de prouver que tout
point Q sur la droite D, et autre que P n’appartient pas a l'ensemble U.

Il existe un cercle C du centre P tel que

QeyC ou QeqyC.

Par la continuité des fonctions ® et v, 'ensemble E,,, ....,q, €st contenu

dans le cercle C si k est suffisamment grand. Donc on a

QEYEn, .....n, 0u QEYEy, .... 4.

D’apres la définition du systéme (#., .. .., #n;), la somme
D Eu+ oot 2 Enpyeeoympenm
i1<ny T <ng

ne contient aucune partie commune avec la droite D,. Comme @ € D,,on a

Qe 2 E s+ ....+ 2 Enll,""rnk‘lxik'

i1<m i <ng
Conséquemment, pour ce nombre 2 on a Q € M,ou@ € N, d'aprés (1) ou
(1'); et d'apres (2) on a

QeU. c.qf.d
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