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1. Einleitung . In meiner frϋheren Abhandlung0 habe ich die asymp-
totische Entwickelung der Losung eines Systems von linearen homogenen
Differentialgleichungen betrachtet, welche von zwei Parametern λ und μ
abhangen:

deren charakteristische Gleichung eine zweifache Wurzel besitzt. Namlich
ich habe versucht eine Abhandlung des Herrn Prof. M. Hukuhara50 zu
erweitern. Dabei betrachtete ich es unter einer strengen Bedingung fiir
Koeffizienten aJk(x, \,μ).

In dieser Abhandlung mochte ich den Begriff der asymptotischen
Entwickelung erweitern, und eine asymptotische Entwickelung der Losung
eines Systems von linearen homogenen Differentialgleichungen

2

-?- = \mμm' *Σajic(x,\,μ)ytc, (m und m' sind naturliche Zahlen, j - 1,2)

betrachten, welche von zwei Parametern abhangen.

2. Eine Erweiterung der asymptotisohen Entwickelung. In
diesem Paragraphen wollen wir den Begriff der bisherigen asymptotischen
Entwickelung erweitern. Von jetzt an setzt man fur n, n' no,n^; nu n[; n2,
riλ voraus, dass sie samtlich naturliche Zahlen sind, dass n und^'u. s.w.
voneinander prim sind, und dass die folgende Ungleichung gilt:

riIn < rifn* < n'Jni < rio/no.

Es seien L und Zo zwei Halbstrahlen, welche bzw. den Koordinaten-
anfangspunkt und Punkte P(no, — rio),Q(—n,ri) hindurchgehen. Es sei
namlich:

—x,
no

1) Vgl.[2].
2) Vgl.[l].
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(2.1) £ o : y = - n'-x, ( Ϊ S O ) .
n

Man ordnet einem Punkte A(x,y) die Zahl λ ^ zu, und bestimmt die

Zahlen δ2, B2 "Si, δ"a ~δi, ~δ~a von der Art, dass

8, - /%/ΛΓo, δ2 = no/No S7 = nL/Nlt % = Λι/M K = ̂ /ΛΓa> 5 = ̂ 2/ΛΓ2

ist, wobei iVc ~ nn\ — #tw', (/= 0,1,2) ist. Offenbar sind δi und δ2 u. s. w.
positiv. Es sei Lr ein Halbstrahl, welcher durch einen Punkt Pr (rδ2, — rδi)
hindurchgeht und zu Z o parallel ist, wo r eine natϋrliche Zahl ist. Es sei
also

(2.2) Z*.: JV + fδx = - — (* - fδa), (ΛΓ S rSύ.
n

Man kann die folgenden Tatsachen leicht beweisen:

(i) Auf Lr, (r = 0,1, ) gibt es unendlich viele Gitterpunkte. D. h.
es gibt lunendlich viele ganze Wurzeln, welche (2.1) und (2.2) erfullen. Denn
man kann nach Betrachtung von (2.2) und wδα — nf82 = 1 die Beziehung n'x +
^ -i- r = 0, (r = 0,1, ) herleiten.

(ii) Zwischen Lr und Z r +i, (r = 0,1, ) #W ̂ 5 keinen Gitterpunkt.
D. h. fur 'eine ganze Zahl x gibt es keine ganze Zahl y, welche die folgenie
Ungleichung erfullt:

(2.3) - — (Λ?-(r + l)δ ϊ)-(r + l)S<^<
72

Denn man kann nach wδi — w'δ2 = 1 ohne Schwierigkeit die Ungleichung
—,(rix + r) — 1 < ny < —{n'x + 7) zeigen.

DEFINITION 1. Wir definieren das Zeichen Kr folgendermassen. Wenn
Pr (τδa, ~ τδi) ein Gitterpunkt ist, so bestimmt man Xr und yr durch xr = r δ 2 ,
yr = —rδi. Sonst nimmt man ΛV und jyr als Koordinaten des Gitterpunktes P*
an, der zum Punkte Pr (rδ2, — /Si) nahest liegt und auf der Geraden Lr liegt.
Dann definiert mani&O, w'; /itf, wό; λ; μ) durch Kr(n,ri no,ri0; \,μ) = X ^ * -
Von hier an schreibt man der Einfachheit halber an Stelle von Kr(n,ri no,
riό λ, μ) kurz iCr. Da nach (2.1) und (2.2) j> = —(Λ'# + f)//i ist, so kann
man andererseits xr und yr folgendermassen bestimmen:

r = Max (Ganze Zahlen x dafur, dass x^ δ2 r gilt, und (rix+ r)/n eine

ganze Zahl wird.),

—(n'Xr + r)/n.

DEFINITION 2. Ebenso wie bei der Definition 1 definieren wir Kr,τ und ϋΓr,a

folgendermassen. Man erhalt Kr(n,ri, nL, n[; X,μ) und ̂ ( Λ , W'; nι,riλ\\,μ),

wenn man in der Definition 1 no, n0, δi und δ2 bzw. durch ^i, «i, δi, δ2 und

nz, n[y "δ!,"δ2 ersetzt. Von jetzt an schreibt man der Einfachheit halber an
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Stelle von Kr{n,ri; ni,n[; \,μ) und Kr(n,ri; n2,ri2; \μ) bzw. Kr,ι und KrΛ.

Ohne Schwierigkeit kann man die folgenden Tatsachen beweisen.

(iii) 1st P(x,y) ein auf Lr liegender Gitterpunkt, so gilt' λ v μ x = (λn>μ'n)k

Kr, wo k entweder eine natύrliche Zahl oder 0 ist. Denn es gelten nach Defi-
nition von Xr und yr die Beziehungen :

(iv) Es gilt KrKs = (\n'μ-nyKr+s, wo k entweder eine naturliche Zahl oder
0 ist. Wenn mindestens eine von den beiden naturlichen Zahlen r und s ein
Multiplum von No ist, dann wird k = 0.

BEWEIS. ES sei Kr = Wrμ
x

r, und Ks-\y

sμ
x

s. Da xr,xs, (riXr + r)/n und
s)/n samtlich ganze Zahlen sind, und die Ungleichungen Xr ^ S2r und

xs S δ̂ s gelten, so sind ΛΓΓ + ^ und («'(^r Λ- xs) Λ rΛ s)/n auch ganze Zahlen
und gilt die Ungleichung xr

Jt-xs^S(r+ s). Daher wird der Punkt P{Xr + xs,
yr + ys) ein auf Z r + S liegender Gitterpunkt. Man kann also nach (iii) das gege-
bene Resυltat erhalten. Ist r ein Multiplum von AΓo, so wird 82r + xs eine
ganze Zahl, und gilt die Ungleichung 82r + xs g δ2(r + s). Da (w'(δar 4- #,) + (r +
s))/w nach Voraussetzυng eine ganze Zahl, und (n\xs + ô) 4- s)/w keine ganze
Zahl ist, so erhalt man

δ2r + s = Max (Ganze Zahlen x, wof iir x <; δ.2(r + s) gilt,
und (rix-t rΛ s)/n ganz wird.),

wenn es eine naturliche Zahl gebe, welche die Ungleichung jt̂  + feS δ2s
erfiillt. Es muss also Xr+S = 82r-\- xs und yr+s = δir — y9 sein. Wenn s ein
Multiplum von No ist, so kann man ebenso wie beim obigen Falle das gegebene
Resultat beweisen.

(v) Es gelten Kr = (\n'μ'nf Kr,i und Kr = (\n'μ-nT'Kr,i, wo k uni K entweder
natuήiche Zahlen oder 0 sind.

BEWEIS. Setzt man hier

XrΛ "= Max (Ganze Zahlen x, wof iir x S\r gilt, und (rix + r)/n eine ganze
Zahl wird.),

so hat man nach δ2 < δg die Ungleichung xr S XrΛ. Man erhalt daher sogleich
das erste gegebene Resυltat, wenn man in (iii) Kr durch Kr,ι ersetzt. Ebenso
kann man die zweite Beziehung beweisen, w. z. b. w.

DEFINITION 3. Wir wollen die bisherige asymptotische Entwickelung
folgendermassen erweitern.

(A) Es gilt die folgende Beziehung zwischen den Ordnungen von λ und μ:

(2.4) S\\\σi^\μ\^K\\\^fύr \arg\,μ\<θ,\X\,\μ\ >R,
wo £ eine hinreichend kleine positive Zahl ist, K und R hinreichend grosse
positive Zahlen sind, und <n und σ-2 durch σι = ri/n, σ2 < njno, (σi < <τ2)
gegeben werden. In dieser Abhandlung mochten wir nur den Fall betrachten,
dass die Ungleichung (2.4) immer besteht. Von hier an seien K und R
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hinreichend grosse Zahlen.
(B) Es sei eine von x, λ und μ abhangige Funktion/(#,λ,μ<) fur |λ|, |α |

>R, |arg \,μ\ <θ stetig, und fr(x,\,μ) dort stetig und beschrankt. Die
Funktionenf(x,λ,μ) und fr(x,\,μ) lassen sich folgendermassen formell ent-
wickeln:

(2.5) Ax, λ, μ) ~ 2 Krfr^x' X< /*>'
r-0

fr(X, \,μ) ~ 2

wo frs{x) fϋr a<:X^β genίigend oft differentierbar ist. Von jetzt an schreibt
man der Einfachheit halber an Stelle von der Bereich acSx^β, .|λ|, |/z| >
/?, |argλ,/z| < 0 und |λ|, \μ\ > R, |arg λ,/z | < θ bzw. Δ und D.

(C) Es gelte die folgende Ungleichung fur alle naturlichen Zahlen Λ̂ :

\Λ*,\μ) - 2 KrMx,\μ)\ SK(\X\^\μ\^r fur Δ.
r-o

In diesem Falle sagen wir dass f(x,\,μ) sich in Bezug auf (2.4) fur Δ, λ, μ

-> 00 in der Gestalt rechter Seite von (2.5) asymptotisch entwickeln lasst.

Der Einfachheit halber schreibt man an Stelle von \M~Bί\μ\St, M'^lμϊ9* und

|λ|-^|/χl^ bzw. S,~E und J. Wenn g(x,\,μ) und h(x,\,μ) fΐir Δ stetig sind,

so nennen wir g{x, X, μ) + h(x, λ, μ) 2 Krfr(x,\,μ) ,,eine asymptotische Ent-

wickelung von g(x,\,μ) -f h(x,\,μ)f(x,\,μ) fur Δ, λ,μ,->oo." Von jetzt an lasst
man (ίin Bezug auf (2.4)" fallen.

Man kann die folgenden Tatsachen leicht beweisen.

(vi) Es gilt die folgende Ungleichung:

δr g K8S fur D,

wo r und s ( r > s ) entweder natϋrliche Zahlen oder 0 sind. Denn da (2.4) die

Ungleichung \μ\n° \\\'σiΐlϋSK fur D liefert, und nach σ2n0 < n0 die Unglei-

chung \μ\n°\M -w'° S \μ\n°\M "σoWo fur D gilt, so erhalt man ohne weiteres durch

Betrachtung von (r-s)/No^O und δ r- s = (\\\-n'o\μ\
n»yr-'ι>ι** das gegebene

Resultat.

(vii) Es ist \Kr\ ^KSr fur D. Denn da es gilt:

\Kr\S ~r = |λ|(-»'9'r-»

= (\\\n'\μ\-ny**r-χrU» fur D,

und es nach (2.4) die Ungleichung \X\nf\μ\~n^ K fiir D besteht, so hat man

nach Betrachtung von S2r — xr > 0 das gegebene Resultat.

(viii) £s seien f(x,\,μ) und g(x,\μ) fur Δ stetig, und fr(x,\,μ) und

r(x, \μ) axch dortg stetig und beschrankt. Die Funktionen f(x,λ,μ) uud
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g(x,X,μ) lassen sich ferner folgeniermassen asymptotisch entwickeln:
oo

f(X, X, μ) ~~ 2 KJr(X, X, μ) fUr Δ, λ, μ -> OO,

#(*, λ,/z) ~ 2 -K ̂ r(^, λ,μ) fur Δ,\,μ~>oo.
r = 0

(viii)i Die Funktion fix, \,μ) + g{x, X,μ) lάsst sichfolgenieruveise asymptotisch
entwickeln:

f(x, λ, μ) + #(#, λ, At) ̂  2 Kr(fr(x, \, μ) + / ̂ , λ, /A)) fur Δ, λ, ̂  -> oo.

Denn die Funktion f(x,X,μ) -{- <j(x,X,μ) ist nach Voraussetzung far Δ stetig,
fr(x,X,μ) -\- gr(x,X,μ) auch dort stetig und beschrankt, und es gilt fur alle
natiirlichen Zahleή N die folgende Abschatzυng :

N-l

\f(X, \,μY+ g(X, X, μ) - ^ Kr(fr(x, λ, /*) + </,-(*, λ, /*)) I S K δ» fur Δ,

w. z. b. w.

(viii)a Die Funktion f(x, λ, μ)g(x, X, μ) lάsst sich folgendermassen asymptotisch
entwickeln:

oo

f(x, X, μ)g(X, X, μ) ~ 2 Krh(X, X, μ) fur Δ,X,μ~+oo.

Dabei hat man

2 Kifi{x,X,μ)Kjgj{x,X,μ)=Kr 2 fi(X,\μ)9AxΛ,μ)(Xn'μ-'ιyi>

(cίiji ̂ 0 ) ist eine game ZahL),

hr(x, X,μ)= 2 fi(χ>λ' ^ 9&>λ^ ̂ ) ( λ n>"w)α < i

gesetzt.

BEWEIS. Da es gilt:
N-\ N-l

2 Krfr{X,X,μ) 2 Krgr{X,X,μ)

N—l

= Σ( Σ
2(iV-l)

+ 2 (

wo
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(fι{x,\μ),gi{x,\,μ) = 0 fur i > N+ 1)

ist, so hat man sofort
N-l N-l N-

Andererseits gilt

\Λx,\,μ)g(X,\,μ)-^

Aυs (2.6) folgt demnach sogleich, dass es fur alle natiirlichen Zahlen Λ̂  die
folgende Ungleichυng gilt:

J V - l

\f(x,λ,μ)g(x,λ,μ) — 2Krhr(x,\μ)l S KBN fur Δ, w. z.b. w.

(viii)3 Wenn \fo{x,\,μ)\ ̂ c> 0 ĵf, wwi 1 / 2 /̂"Γ(ΛΓ, \μ) sich folgenier-
r = ϋ

massen for/nell entwickeln lasst:

so /αss£ 5̂ /2 l/f(x,\,μ)folgenieruoeise asymptotisch entwickeln:

1//"(Λ;, λ ,μ) - 2 ^ r W * , * o AΛ) /W/' Δ, λ;Afc -> oo.
r = 0

BEWEIS. ES ist

r-l

wo gr(x, λ, ̂ ) = -fr{x, λ, ̂ )//O(ΛΓ, λ, /x) ist. Setzt man hier

(2.7) ^

Λ Γ - 1 2(^-1)
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MX, λ, μ) (1 - > λ ' /*> )

so gilt es nach der Beschranktheit und der Stetigkeit von h*(x,\,μ) die
folgende Abschatzung .-

(2.8)

Mx,\,μ) ( l - 2 Kr9r(X,\μ))

fur Δ.

Falls AT = 1 ist, so sind die zweite und dritte Glieder der rechten Seite von
(2.7) gleich 0, und falls N = 2 ist, so ist das zweite Glied gleich 0. Aus
(2.7) und (2.8) folgt

(2.9)

Da es aαdererseits gilt:

1

" fur Δ.

δ« fur Δ,

so ergibt sich nach (2.9) die folgende Abschatung:
N-l

SN fur Δ , w. z. b. w.

(ix) Es set f(x,\,μ)fϋr Δ stetig, und es lasse f(x,\μ) im bisheήgen Sinne
colgeniermassen asymptotisch entwickeln:

f(x, λ, /x) ~ 2 frs{x)^~> ~s fur Δ, λ, /* -> oo,

wo frs(x) fur a^x^β genϋgend oft differentierbar ist.

(ixX Setzt man

fA*,\μ) = 2 f-(Vr+n'S%-ίχr-ns)(x) (λ n >- n )*, <yr + w's, ΛΓr - WS < 0),

so lasst sichf(x,\,μ)folgendermassen asymptotisch entwickeln:

(2.10) /(#, λ,μ) ~ 2 ^ / ^ ^I*) fUr Δ ' λ, ^ -> oo.

BEWEIS. ES ist klar, dass f(x, λ, /x) sich in der rechten Seite von (2.10)
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formell entwickeln lasst. Nimmt man eine natίirliche Zahl K fur eine will-
kίirliche natϋrliche Zahl N von der Art an, dass

K - 1 = Min (Ganze Zahlen x, woffir x ̂  max ( i ~ ~ , ~ ^ ) i s t )

ist, so hat man sofort

(2.11) N/n, N/ri ^ K.

Da nach Voraussetzung

(2.12) fur Δ

(2.13)

gilt, so folgt aus (2.11) sogleich

[\μ\-κ'-^K\\\-Nin fur D,

\\\\-κ'^K\\\-Nin fur Zλ

Da es nach nS1 - ri8>2 = 1 die Beziehung λ"1/n = λ"δ»

die Beziehung | λ | σ i δ 2 S ^ Ί / ^ l δ 2 fur D, so ergibt sich

(2.14) {Xl'^^KB fur D.

Aus (2.12), (2.13) und (2.14) folgt

gilt, und nach (2,4)

(2.15)

Setzt man andererseits

r+s^K'-l

fur Δ.

so lasst sich das zweite Glied im ersten Glied enthalten. Daher enthalt I
nur endliche Anzahl von Gliedern Λ^. jWλy, welche den auf Ln (r > ΛO
liegenden Gitterpunkten (v,ξ), (v, ζ =£ 0) entsprechen. Da nach (iii) und (vii) die
Ungleichung | I | <KhN fur Δ gilt, so folgt aus (2.15)

iV-1

x, λ, μ) — 2 Krfr(x, \ μ) <i K8N fur Δ, w. z. b. w.
r=0

(ix)2 Gilt f~η,-ξ(x) = 0 fur ganze Zahlen ξ und η, welche mindestens eine
derfolgenden Un$eichungen erfullen:

r0 > - ~^

wo n und s0, ( ̂  0)
asymptotisch entwickeln:

^ so), ̂ ? + ô > - ^ - (f + so),

Zahlen sind, so lasst sich f(x, λ, μ) folgendermassen

(2.16) λ, μ) - λ->-Jo 2 μ) fur A, λ, μ -> oo,

ebenso wie bet (i

fr(X,Xμ) = 2 j r - ^

's — r0, xr — ns — s0 <; 0)
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setzt.
BEWEIS. ES ist klar, dass f(x,\,μ) sich in der rechten Seite von (2.16)

formell entwickeln lasst. Es sei N eine natϋrliche Zahl.
(a) Der Fall dass S2(2V — 1) — s0 2: 0 ist. Man bestimme eine natiirliche

Zahl K derart, dass

K - 1 - M i n ( G a n z e Z a h l e n x, w o f u r , # ^ M a x ( M ί j ^
V n n

ist, w o M = nr0 + ns0 ist. Nach Voraussetzung erhalt man

( 2 . 1 7 ) f(x,\μ)-

Ebenso wie bei (ix)t und (2.13) erhalt man

(2.19) | λ | - * ' + |/z| - ^ ̂  AΓ|X|-CΛΓ*̂ >/» : fur D.

Da es aus nLSL — Wi'δ2 = 1, Λί = wr0 + w'5o und δ2iV— s0 > 0 folgt, dass

^ ^ Γ - so) > 0

M'-ίo fur D,

ist, so erhalt man nach (2.4)
|λ|β,y+ro-(Jf+ΛO/n

d.h.

(2.20) |λ|-( J f +^ΛSA'|λ|- ro|/A|-Όδ γ fur D.

Aus (2.17), (2.18), (2.19) und (2.20) folgt sogleich

f(X,X,μ) -\-rγ-°« <>K\\\-r»\μ\-**hN' fur Δ, W.Z.b.W.

(b) Der Fall dass 82(N — 1) — 50 < 0 ist. Nitnmt. man eine hinreichend
grosse natiirliche Zahl TV von der Art an, dass 82(N— 1)i — s0 ̂  Ogilt, so
liefert (a) sogleich

(2. 21)

Da

f(X, X, μ) - λ " > -s" 2 KrfriX, λ, μ)S#|λ |- r <>|/* |- oδΛr fur Δ.

<;KδN fur Δ gilt, und nach f> N und (vi) die Unglei-

chung hN < KSy fur D gilt, so ergibt sich nac i (2.21) die folgende Unglei-
chung:

J V - l

\Λx,\,μ) -\-r°μ-'o**?K,Mx,\μ) S K[\\ 'r°\μ\ -'°δy fiir Δ, W.Z.b.W.

(ix)3 /si r0 = T + ̂ ,, zi o τ positiv, un I r0 eine natϋήiche Zahl oder 0 ist, so
lάsst sich λ τ f(%, \ μ) folgendermassen asymptotisch entwickeln:
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OO

\τf(X, λ μ) ~ λ-r°>-s° 2 Krfr(X, λ μ) fur Δ, λ. //, -> oo.

Denn da es nach (ix)* die folgende Abschatzung gilt:

f(x,\,μ) - λ-<τ+Iv>M-«2tf./r(*,λ,/κ)| ^ / C I X I - ^ ^ I / ^ I - ^ fur Δ,
r = 0

so erhalt man sofort

\ XY(x, λ, μ) - λ"ro^-^o 2 KrMx, Λ μ) ^ K\\\ -r°' |/Lt| -°°SN fίir Δ, w. z. b. w.

(x) ^s besteht die folgende Beziehung:

Wμm'Kx+n,0+r = (V V - 1 1 ) ^ ^ ^ 1 , (r = 0,1 ),

^o k der 0 oύfer /̂w r̂ positiven ganzen Zάhl gleich ist, m uni nϊ natύήiche
Zάhlen sind, und N + nto eine Multiplum von No ist. Die natύrliche Zάhlen
nι und nί werden durch

(2.22) mini = δ7/&, 81 = (δτ(iV 4- m0) - wι)/ΛΓ, ST - S2(iV 4- w0) + m')/N

gegeben. Denn da Xmμ'n'KN+m0 = -KΆr.i gilt, so erhalt man nach (iv) und (v)

" \mμm'Kjr+mo+r = \mμm'Kπ+m»Kr = KY IUΓ, = (X'μ'n)k'KisrΛiKrΛ

= (\n'μ-n)kKN+rtι, W. Z.b.W.

(xi) ^5 s£s y[xt\tμ) fur Δ stetig, f{x,λ /A) ί/or/ beschrάnkt, und f(x,\,μ)
lasse sich folgendermassen asymptotisch entwickeln:

; natύήiche Zάhlen sind. Wir stellen die folgenden Voraussetzungen:
(a) -Es ist f(x,\,μ) = 0, (r=? 0, ,7V+ wυ - 1)
(b) N-{- mo ist ein Multiplum von No.
(c) Maw nimmt N hinreicheni gross an, so dass die Ungleichung o 2 <

ri\lnι gilt, deren rechte Seite dwth (2.22) gegeben wird. In diesem Falle Γasst
sich f(x, X, μ) folgendermassen asymptotisch entwickeln:

f(X} λ μ) ~~ 2 Kr,ιf*r(x> λ /x) /^r Δ, λ μ -> oo.

Dabei ist es

Kr ιf*(X, λ, μ) = \mμmfKr+mJr(X, \ μ), \t = iV, ),

w/z</ /si /*(ΛΓ, λ, μ) ί̂zc/x (x) /wr Δ stetig und beschrankt, und Γόsst es sich
folgendermassenformell entwickeln:

f*{X, λ, μ)

wo ]%{x) fur a<:X<^β geniigend oft differentierbar ist.

BEWEIS. ES gilt nach Voraussetzung fur alle naturlichen Zahl enΛ'' die
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folgende Ungleichung:

X, λ, μ) - λ > m ' 2 Krf^X' λ '
rβiV+mo

^ K \ X \ m \ μ Γ ' δ^+if+m» fur Δ,

d.h.
ΪV'+iV-l

(2.23) Λ α . / * ) - 2 ^,i/"^Λ, A*)
1

^ | I | / χ I m ' δ F + ^ + m o fur Δ.

Andererseits kann man

(2.24) I λ Π ^ r ' δ " ^ ^ " 1 0 S # " S * + i r fΐir D

beweisen. Zu diesem Zwecke geniigt es zeigen, dass

gilt. Da es

m' Λ 82(N+ N+mo)- l&N+N)

N + 1̂ ) -

gilt, so aus (2.4) folgt I ;< ϋΓ|λ|α, (α = σ^m' + 82(N+N + m) -
+ {m - Si (N+ N + mo) + δI(ΪV+ iV))) fur /λ Da man ohne Schwierigkeit

α = 0 beweisen kann, so hat man (2.24), und folgt aus (2.23) und (2.24)

Ax,\μ)~ 2 KrΛfr(x}\μ)\^K8 furΔ, w.z.b.w.

3. Reduktion. Wir denken uns ein System von linearen homogenen
Differentialgleichungen, welche von zwei Parametern λ, und μ abhangen :

(3.1) ^ = X>-' 2 "ώx, \ y*)Λ U == 1,2),

wo m und m' naturliche Zahlen sind. Mit Benutzung einer Matrize lasst sich
(3.1) folgendermassen umschreiben:

dY/dx = X™μm'A(x,\μ)Y.

Wir stellen die folgenden Voraussetzungen:
(i) A(x, λ, μ) ist fur Δ stetig, und es lasst sich folgendermassen asympto-

tisch entwickeln:
oo

A(X,\.μ)~ y\ A (x)\-rμ~s fur Δ, λ,
^ r S

wo A(x) fiir a<:χ?gβ genugend oft differentierbar ist.
rs

(ii) Es ist tfai(*,λ,/A) = 1, a*λ(x,\,μ) = 0.
(iii) Die Matrize A(#) besitzt eine kanonische Form (9 9,).
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Daraus folgt, dass die charakteristische Gleichung von (3.1) \A(x) — pE\ = 0

eine zweifache Wurzel p = 0 besitzt.
(iv) Es gibt mindestens eine natiirliche Zahl n derart, dass au(x) =*= 0,

Or,

(/ = 1,2) ist.
(v) Es gibt mindestens eine natiirliche Zahl n derart, dass au{x) Φ 0,

r,0

(f = 1,2) ist.
Wendet man die Transformation

Y = Λ(λ)y, Λ(λ) = Q~r J), (T > o)
auf (3.1) an, so geht (3.1) in

(3.2) dY/dx = X*μm'Ά(x, λ, /*)y

uber, wo A(#,λ,/z) = /VλJ^Afoλ^XPA) ist.
Man kann Gitterpunkte Pi(*i,tt), P2(x%,yi), , P I - I ( * I - J , # - I ) und

i) von der Art annehmen, dass sie die folgenden Bedingungen erfϋllen:
(a) Es gilt Xι > xhyι <yh {i < j ; x1=yl = 0 ; i,j = 1 , , /),
(b) Es ist a12 (x) * 0, (/ = 1, ,/),

(c)Esist α,, W = 0 f u r F > • * ± L ^ £ - ( X - x O + ^ , (ι = l , . . , / - I ) ,

(d) Es ist β l s (*) = 0 f u r y = yJ+J—y± {X-Xi)+yt und X>xt oder

X<xi+ί, ( ί = l , . . . . , / - I ) .
Bei (c) und (d) sind A* und 7 beide negative ganze Zahl en oder 0. Wir

nennen das Polygon Pi Pi ein durch die Koeffizienten von a12(x, \ μ)
gebildetes Polygon. Ebenso kann man durch die Koeffizienten von an(x,\μ)
ein Polygon Qι(Xι,y^ — Qvίxv, y *), (Xi-yi' — 0) bilden. Man bestimme τy

so dass die drei Punkte A(0, — T), B(jti-i,^-i + T) und C(xh T) auf einer Gerade
liegen. Namlich es sei

0
/2

-./
Man nehme hier /" von der Art an, dass es zu einer naturlichen Zahl i

gleich ist, fur welche (T —~yi)J(Xι — Xt) max. wird und xz — xι < 0 ist. Wenn
solche Zahl f sich nicht eindeutig bestimmen lasst, dann nimmt man min. i
an. Von hier an wollen wir nur den Fall behandeln, dass r eine ganze Zahl,
'y1 > —T, und I" > 3 ist. Man bestimmt n, ri , no, n0 durch

fl Xi + 1 — Xi + 2 #0 #£ — Xi+l '

Die Funktion A(x,\,μ) lasst sich nach (ix)2 und (ix)3 folgendermassen asymp-
totisch entwickeln: _

oo

A(x, \ μ) ~ λ~r° μ^'° 2 KrA (x, λ, μ) fϋr Δ, λ, /A -> oo,
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wobei man yt+ϊ = — r0, #<+i = —s0 setzt, und Ά(x, λ, μ) ein Polynom von-
r

v{ = ΊC'μ-n) mit genϋgend oft differentierbaren Koefϊizienten fur άS.xSβ
ist. Vόri jetzt an schreibt man der Einfachheit halber ein Polynom von v mit
genugend oft differentierbaren Koeffizienten kurzp(v). Sei es P(v) eine Matrize
mit den Elementen p(y), so lasst sich A(x, λ; μ) auch folgendermassen dar
stellen:

A(x, λ. μ) - \-rψ-s° 2 ^PrC^) fίir Δ, \ μ-+όo.

Man behandelt den Fall, dass m — r0 und m' — s0 positiv sind.
Wendet man die Transformation

(3.3) λ - Xtn, μ = μ'tnf, (X, μr konstant)

auf (3.2) an, so geht (3.2) in

(3.4) dΫ/dx = tm°Ά(x, X,μf, t)Ϋ

iiber, wo
oo

3 2 (X,X,μ')t-r,

iO, (» = o , i ,

ist. Dabei sei es θ = \ w -> w / - 5 o ? ^ = χm-rOμ^-SQ u n d ^ = Kr(n,n'; n0, no;

X,μ'). Ferner setzen wir fur ^ (x,X,μf), ( = θ'p(v')) voraυs, dass es fur Δ
- m o 1 !

riifcht 0 ist. Das Glied des nυllten Grades dieses Polynoms p{v') ist nicht 0.

Insbesondere stellt man diese Polynom dυrch p(v') dar. Da die Matrize

A (x,X, μ') kanonisch ist, und die charakteristische Gleichung von (3.4)
-J. W Ϊ ( J "

voneinander verschiedene Wurzeln a (x,X,μf) und 0 besitzt, so kann man
- W o 1 1

also auf (3.4) die Theorie. der Differentialgleichung anwenden, welche von
einem Parameter abhangt.

Wendet man die Transformation
;••:.;, Y'./ . j V + m 0

(3.5): Ϋ=:P(X,X, μ',t)Z, P(x,X,μ',t).^ V POC,X,μy-r, {P(x, X, μ') = E)
^ r

auf (3.4) an, wo N eine spater zu bestimmende passende natiirliche Zahl
ist, so geht (3.4) in

dZ/dx = t'nKF(x, X, μ\ t) + B(x, X, μ', t))Z
iiber, wo

N+m0

F{x;X',μ ,ty= 2 B (*,
TΓ m+

.B{X, X,μ',t)~ 2 B ^ X> P'V~r

~ m Λ —tnn+r
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ist. Wie eine kurze Berechnung zeigt, gilt es zwischen den Koeffizienten
die folgende Beziehung:

(3.6) B (x, X, /*'j = A (x, X, μ')P(x, V, μ') - P(x, X, /*')!(*, λ', /*')
- m O 4 ) — Ϊ H 0 r r - w 0

+ Pol (/>(*, v,/*'),/"(*, v , A O, £(*,λ',/*')), (r = 0, .),
r»l -wo+r -wo+r

wo Pol (P(x,X,μ), P'(x,\',μ')jA(x,\',μ')) ein Polynom von P(x,X>μ'), (s= 0,
r—1 — w o + r -Wo + r s

, r ~ 1), /" υnd A, (s = —m0, , — mo + r) ist, d. h.

Pol (P(*. V,μ ), P{X, X,μ'), 1(X, V,μ'))
r—1 -w o +/ -mo+r

0

- V Qix,\',μ')P'{x,\',μ')
* ^ S r-ΊΠn-S. 0

- m 0 r r .. -w 0

ist, in dem man P(x,X,μ\t)-1 = V Q(x,X,μy'rΛQ(x,^f,μ) = £) setzt. Daher
• ^ ^ »• υ
r» 1

kann man nach (3.6) P(ΛΓ, λ',/ '̂) nacheinander so bestimmen, dass die Matrizen
r

B (x,X,μ), (r = 1, — , JV 4- wio). diagonal werden.

Dυrch vollstandige Induktion kann man beweisen, dass

,V,/*') = KψrW), (t*j;r=l,....N+mo\

f ij(x,X,μ') = θ'K'rΨrW), ( ι , y = l , 2 ; ' r = l , . . . . )
\-mo+

gilt. Der Einfachheit der Berechnung halber stellt man mit Ψ(v) alle rationalen
Fυnktionen von v dar, deren Koeffizienten fur aSx^β genϋgend oft dif-
ferentierbar sind, υnd deren Nenner (p(v))k, {k{ > 1): natΐirliche Zahl) sind.
Es sei Ψ(υ) eine Matrize mit den Elementen ψ(v). Es seien Ψ(vf) υnd ψ(v')
rationale Fυnktionen von v', welche man bzw. in Ψiv) υnd ψ(v) dυrch die
Vertaυschung von vunά v' hat. Da man die diagonalen Elemente vonP(x,X,μf)
willkiirlich bestimmen darf, so nimmt man pjj(x,X,μ') = 0, ( j= 1,2, r = 1,

r

, N Λ-mo) an. Fϋhrt man (3.3) in tmψ(x,X,μ',t) ein, so wird es zυ
N+m0

θ 2 KrΨr(v), (==%(χ,\μ)). Fuhrt man (3.3) in tm«B{x,Xμ',t) ein, so erhalt
r=0

man 33(#, λ μ), welche sich folgendermassen asymptotisch entwickeln lasst :

S3(ΛΓ, \,μ)~θ 2 Kr ΨM fur Δ, λ; μ -> 00.
r = N+rtiQ + l

Denn man kann nach (3.7) eine asymptotische Transformation erhalten,
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wenn man (3.3) in (3.5) einfiihrt.

4. Formale Lόsung . In diesem Paragraphen denken wir υns eine

formale Losung der Differentialgleichung

(4.1) dZ/dx = ®(*, λ μ) + S3(ΛΓ, λ /*))Z.

Wir stellen die folgenden Voraussetzungen:
(i) i${x,\μ), deren diagonale Elemente fi(#,λ /A) und fa(ΛΓ, λ, /A) vonein-

ander verschieden sind, ist fiir Δ stetig und diagonal. Es ist

Man setze Fi(x,\μ) = jfi(*,λ/*¥*, (*" = 1,2).

(ii) 33(#, λ /A) ist fiir Δ stetig, und es lasst sich folgendermassen asymp-
totisch entwickeln:

23(ΛΓ, λ μ) ~~ θ 2 KyΨr{v) fur Δ, λ μ -> 3o.

Wendet man erstens die Transformation (3.3) auf (4.1) an, so geht (4.1)
in

(4.2) dZJdx = (F(ΛΓ, X,μ',t) + B(x, X,μ', t))Z

ίiber. Dabei gilt

F\X, X,μ\ t) ΞΞ ̂ (ΛΓ, λ'P', /AY»') = ίwo 2 B ^

τ l 5 -mo+r

oo

β(ΛΓ, V, f*', t) ΞΞ »(χ, λ'Γ, A6ΪW/) - *M* 2 B (X, V,'μ')t'r,
*** -mn+r

wenn man B(x,X,μ') = θ'K'rΨr{vf) setzt. Ferner durch die Transformation

r = Λr+m o+l

geht (4.2) in

(4.3) rfZ/flfe = (F\x,X,μ', t)

iiber, wo

ist. Ebenso wie beim Paragraphen 3, wie eine kurze Berechnung zeigt, gilt
die folgende Beziehung:

(4.4) ~B(x, X, μ) = B(X, X.μ')~P(x, X . μ') ~ P(x, X, μf)B(X} V, μ')
—mo+r ~mo+r r r -mo+r

+ Pol (P(x, X μ'\ P\x, X,μ'), B(x, X,μ% (r = A^ + tm 4-1 ).
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Dabei ist offenbar

Pol (P(X, V, μ'), P'(X, V, μ'),B(x, V, μ'))
r—1 —wio+y -wιo+ί*

Γ, V, /*') ΊKx, V, fθ - / f a V,/V)B(*, V,/»')),
- w 0 r r - O T 0

00

ϊ\X,X,μ',t)-1~E+ V Q(*,λ>')f-r.

Man kann nach (4.4) P(ΛΓ, X, μ')t (r = iV + mo 4-1, ) aufeinander so bestim-

men, dass B (Λ;, λ', μ'), (r- N+ nhΛ-1, — ) alle diagonale Matrizen werden.
-mo+r

Da man die diagonalen Element von T(x,X,μ') willkiirlich annehmen darf,
r

so bestimmt man faj(x, X, μ') == 0, (1 = 1,2 r = iV + wib + 1, — )•
r

Dυrch vollstandige Induktion ist es klar, dass es gilt

), (β = 1 , 2 ? Γ =
-mo+r

Wendet man die Transformation

P(x,X,μ',t)~E+ 2 F(x,X,f*')t-r, (Rx,\'t(*')• diagonal)

auf (4.3) an, so geht (4.3) in

rfl/ίfc: - (^*, V, μ', ί) + % , λ', f*', f))Z
iiber, wo

B(χ,X,μ',t)~tm°

ist. Wie eine kurze Berechnung zeigt, gilt

(4.5) W(X, X,μ') = B(X,X,μ') - F(X, X,μ')
-mQ+r —mo+r -niQ+r

+ Pol (P(x, V,^r), P(x, λ', f*')), (r = iV + mo + 1,
-wo-iV^+r—1 —wio+r-iV^—1

WO

Pθl(PgLX,μ%mP'(x,rX,μ'))y - 2 $
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ist. Nach (4.5) kann man P(X,X',AO, (r=z ΛΓ + m0 + 1, — ) atrfeinande^ so

bastimmen, dass B(x,X,μ') = 0,(r= i\Γ+w%ί 1,....) xgilt. Man stelle eine
—VIQ+I'

stetige und besehrankte Ftίnktion fur Δ kqrz durch ψr(ι>) darΓ ΈS sei Ψ(ẑ )

eine Matrize mit den Elementen ψ(v). Es seien ΨO') υnd ψ(v') Funktionen

von v', welche man bzw. in Ψ(v) und ψ(v) dυreh die Vertataschυng von v und
v' erhalt. Durch vollstandige Induktion kann man

)
beweisen. Nimmt man eine hinreichend grosse Zahl N von der Art an, dass
N + rήo + 1 ein Multiplum von No wird, und bestimmt man tii und n\ durch

ί ; / i
( ; j 5- _ 8,W+>«() + l)-OM-/b> -K _ δ2(ΛT + ma + 1) + (?»' - s0)

so ergibt sich die Ungleichung σ2 < «[/«! < r^/ni Man kann daher nach (x)

s(?+^'p

X'μr) = ^ ( ^ υ ^ , ^ " ' ) , (* = I, - 0 SP S ΛO,
d.h.

P(*, V,/»') =. / ζ Λ ψ(uθ, (f = ΛΓ +' 1,....)

beweisen. Daher besitzt (4.2) eine formale Lδsung

WO

P(x,X,μ') = 0, (r = 1,.. . ., N+ m0), Άx,X,μ') = 0, (r = 1,....., ΛΓ)

ist. Da man nach (iv) und (v) die Beziehungen JfC's = vtj6K's%ι
jfiζiϊ''* erhalt, so folgt sogleich

Da (4.2) also eine formale Losung

(4.7) zJ~exp(Fάx,X,μ',t))y[K'rlPjll(x,X,μ')t-'; C/=l,2)

pi r

besitzt, wo

F&X,\r,μ',t) = Fk{X,Xt",μ¥)
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ist, so erhalt man eine formale Lδsung von (4.1)

wenn man die Transformation (3.3) auf (4*7) aμwendet.

5. Exi s tenzsatz . Nochmals denken wir uns (4.1). Dabei setzt man (i)
und (ii) des Paragraphen 4 voraus. Wend^t man die Transformation
(5.1) zj = exp (Fk(x, λ μ))t>}y (j = 1,2)

auf (4.1) an, so geht (4.1).in

(5. .2) midx = $*(*, \ μ) + 33(Λ;, λ, ̂ ))?)

ϋber, wobei es offenbar S*(^, λ, /A) = ^ (ΛΓ, X μ) — ffc(̂ , X /A)Z? ist. Es seien ^(Λ:,
λ μ), *(/= *1,2) 'die diagonale Elemente von &*(Λ, λ,/A).' Aus (ί) und (ii) des
Paragraphen 4 folgen die folgendeίi Tatsachen.

(ϊ) %*(x,X μ), deren diagonale Elemente voneinander verschieden sind,
ist fur Δ stetig und diagonal. Es ist

Man setze F?(x,\μ)±J)*(x,X,μ)dx, .(* = 1,2).

(ii) (5.2) besitzt die folgende formale Losung:

(5.3) Ϊ j ^ S ^ ^ ^ ' (i=l,2),

wo ^j fc (Λ:, λ /A) = γ(i;) ist.
Ferner stellt man in diesem Paragraphen die folgende Voraussetzung:
(iii) Es gilt

m)*(x,\μ)>o fur tfs^.^, (y = 1,2),

»f?(^λ»^)S0 fur Λ > S * S A ' ( i= 1,2).

Nach (xi) lasst sich $5(x}\.μ) auch folgendermassen asymptotisch ent-
wickeln:

(5.4) %(x,\μ)~ 2 κr,ιVr(v) fur Δ, X,/A4"CX)",

wobei natiirliche Zahlenwi und ^ί durch (4.6) gegeben werden.
Wendet man die Transformation

auf (5.2) an, so geht (5.2) in

(5.5) ^ - f*(*, λ, μ)uj + 2 M^, λ, μ)ut 4- B/*, λ, A*), (j = 1,2)
fc=l
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iibar, wo M eine spater zu bestimmende natϋrliche Zahl ist, und
M+N+l

(5.6) ϊ>j(x,\μ)~$(X,\,μ) ^ Kr,ipH{X,\μ)

+ ΣO&Λ(*ΛA ) 2 Kr.MxXμ))
1=1 r=U

- 2 « .̂ *.V/*), (;=i,2)

ist. Da fy*(*,X ft), (/,* = l,2)nach Voraussetzung fiir Δ, λ/*->oo asympto-
tisch sind, so werden &/#,λ/*), (i = 1,2) aυch nach (5.6) fίir Δ, λ, /-&->•• oo

asymptotisch. Da andererseits « j ~ 2 KrtlPJk:(x,\ μ\ ( i = l , 2 ) eine

formale Losung von (5.5) ist, so muss es formell

- 2 ^,^W, (.7=1,2)
r=if+JV+2-Wo

sein. Nimmt man ebenso wie im Falle (x) eine hinreichend grosse Zahl M
von der Art an, dass M + N+ 2 ein Multiplutn von iVΊ wird, und natiirliche
Zahlen n2 und ^ von der Art, dass

AT + 2) - m r = δ (̂M + iV + 2) +
2

gilt, so ergibt sich die Ungleichung σ 2 < rijn2. Daher kann man hj(x, λ μ),
(j = 1,2) folgendermassen asymptotisch entwickeln:

oo

(5.7) hj(x, \μ)~ 2 κ^Ψr(v) fur Δ, \, μ -> oo, (j = 1,2).

Aus (5.4) und (5.7) folgt

fur Δ, (/= 1,2),

furΔ, (7=1,2),

wo /f eine hinreichend grosse positive Zahl ist. Von hier an umschreibt man

der Einfachheit halber an Stelle von ~δ^+1 und Sk+N+*-mo bzw. δ* υnd I*

Wendet man die Transformation

uj = vj exp (^ΛΓ, λ μ)), (j =1,2)

auf (5.5) an, so geht (5.5) in

ΐiber. Setzt man
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Gj(x,\μ)=Έ* exp @tF*(x,\μ) + \X-Xj\), (/= 1,2),
so gilt es offenbar fur eine hinreichend grosse positive Zahl L die folgende

Ungleichυng:
2

(5.9) Lsgn(x - xj) - - ^ λ | μ ) > feuίfre™** 4- K) exp ( - SRF* (*,λ /*))!*,

(.7=1,2).

Daher muss eine Lδsung von (5.8), welche die folgende Anfangsbedingung
erfullt:

(5.10) vj(xj) = v\ \iPs\S. LGJ(XJ,λ μ), (/ = 1,2)

die folgende Ungleichung erfiillen :

(5.11) Iv3\ S ^G/ΛΓ,λ /*\ (y = 1,2).

Ohne Schwierigkeit wird es gezeigt, dass solche Lδsung von (5.8) eindeutig
ist. Aus (vii) des Paragraphen 1 folgt

(5.12) \Khi\ SATfiir D.

Bestimmt man δ0 durch

so erhalt man nach Betrachtυng von (2.4) uαd σ2 — (δj/δ7) < 0

(5.13) Iλ^λ"~VM = I(λr*μt*) «*-^\SK\\\^^-δT/δϊr g K fur /).

Aus (5.12) und (5.13) folgt

(5.14) |#i,ιλδol ^ t f f i i r D.

Da nach Voraussetzung pjk{x,λ.μ) fur Δ beschrankt ist, so werden Kr,ipjk

(xJt\ μ.X*«r, ( r= 1, . . . . j = 1,2) nach (5.4) fur D beschrankt. D.h. es gilt

(5.15) IΛΓr.iίj^Λ ^ λ ^ l SMJh fur D,(/= 1,2; r = 0,1, . . . . ) .
r

Man setze Mr = Max (Mjr).

Ebenso wie beim Falle der Differentialgleichung3), welche von einem
Parameter abhangt, bestimmt man Funktionen Λ(λ), (r= 0,1 ), so dass

j I exp( -arz
σ) z~*dz fiir r>M'

fur r<M

ist, wo σ- eine hinreichend kleine positive Zahl ist, und M durch

(5.16) M' = Min (Ganze Zahlen x, wofiir x ;> l/δ0 gilt.)

bestimmt wird. Fiir solche Funktionen Λ(λ), (r = 0,1, ) lassen sich die
folgenden Tatsachen leicht beweisen.

(a) Man kann eine hinreichend kleine Zahl ar ( > 0) von der Art annehmen,

3) Vgl [lj.
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dass Iλ"1 - / r ( λ ) | Si/Mr fur D gilt.
(b) Wie gross die natϋrliche Zahl n auch sein mag, warden \nfr(X), {r =

1, — ) fur D, λ -> oo gegen 0 gleichmassig konvergent.
Man setze

(5.17) ,-i-/r'λ)), (/'=!, 2).

fur D,{r< M j = 1,2) gilt

und aus (5.14), (a) und (5.15) die Ungleichung \Kr ^ X , / * ^ - 1 -/r(λ)) | ^

| λ | _ ( r _ ^ ) δ o f { i r D j ( r > M ' , y = 1,2) folgt, so wird die rechte Seite von (5.17)

fur D gleichmassig konvergent und φj(X) dort stetig. Andererseits gilt fur

willkiirliche natiirliche Zahl N" die folgende Beziehung:

wobei M" eine spater zu bestimmende natiirliche Zahl ist, und M " > M ' , Λ Γ
ist. Nimmt man eine hinreichend grosse Zahl N" von der Art an, dass

| λ | -c* ' "- i) g K δ * " + ι fur Dgilt, so werden /r(λ,)λ^'", (r = M', . . . .AT), wie M"
gross sein mag, nach (b) fur D,X-^oo gegen 0 gleichmassig konvergent. Es

gilt nach der Beschranktheit von Krtip]k(xj,\μ) fur D die folgencje Abschatz-

ung:

fur

Es ist klar, dass die Ungleichung Σ Kr,φjk(xh\,μ)
r

fur Z) gilt.

Nimmt man eine hinreichend grosse Zahl M" von der Art an, dass
Γ + 1 - M) > N" - 1 gilt, so gilt

ί -fr(X)) fur Zλ

Da es also fiir alle natΐirlichen Zahlen N" die folgende AbschStzung gilt:
N"

>j(λ) — ^£Kr,ipjic(Xj,\μ>) ^K8*"+ι fiir D,
r-0 r
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so lassen sich φj(\),(j = 1,2) folgendermassen asymptotisch entwickeln :

<pj(λ) ~ 2 Kr.ipj&j, \ μ) fur D, λ, μ -> 00. (/ = 1,2).
r = 0

Hieraus folgt

φA) - 4 ) [ LGj(*1'
Die Losung von (5.8) vh welche die folgende Anfangsbedingung erfϋlίt:

r=ϋ r

muss die Ungleichung (5.11) erfullen. Da es also fur die Losung von (5.2)
t)u welche die Anfangsbadingung t)/%) = φfiλ.), (J = 1> 2) erfullt, die Abschatz-
ung

c,\μ) fur Δ, j= 1,2)

gilt, so muss fur alle natiirlichen Zahlen N die Ungleichung

r = ϋ

gelten. D. h. t)j lasst sich folgendermassen asymptotisch entwickeln:
CO

wobei man Kr,φjk(x,\μ) ~ Kr,S% (x,\μ) setzt. Daher muss die Losung z
r r

von (4.1), welche die Anfangsbedingung
zj(Xj) = exp (Ftc(Xj, λ, μ)) φj(X), (j = 1, 2)

erfullt, sich folgendermassen asymptotisch entwickeln lassen:
oo

Zj ^exp (Fk(x, λ, μ)) 2 ^r, tί̂ (ΛΓ, λ, μ) f ϋr Δ, λ ; μ -> oo, • ( = 1, 2).
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