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1. Einleitung. In meiner friheren Abhandlung? habe ich die asymp:
totische Entwickelung der Losung eines Systems von linearen homogenen
Differentialgleichungen betrachtet, welche von zwei Parametern A und u
abhingen :

2 - 0 anlnh e, (=12,
deren charakteristische Gleichung eine zweifache Wurzel besitzt. Nimlich
ich habe versucht eine Abhandlung des Herrn Prof. M. Hukuhara? zu
erweitern. Dabei betrachtete ich es unter einer strengen Bedingung fiir
Koeffizienten au(x, A, w). : .

In dieser Abhandlung méchte ich den Begriff der asymptotischen
Entwickelung erweitern, und eine asymptotische Entwickelung der Lésung
eines Systems von linearen homogenen Differentialgleichungen

2
i;? = Am™ 2 ay(x,\, p)ys, (m und m' sind natiirliche Zahlen, j=1,2)
k=1

betrachten, welche von zwei Parametern abhingen.

2. Eine Erweiterung der asymptotischen Entwickelung. In
diesem Paragraphen wollen wir den Begriff der bisherigen asymptotischen
Entwickelung erweitern. Von jetzt an setzt man fur »,n'; n, %,; m, 7,; n,
n, voraus, dass.sie sidmtlich natiirliche Zahlen sind, dass # und #’ u.s.w.
voneinander prim sind, und dass die folgende Ungleichung gilt:

win< nwln < nln < nln.

Es seien L und Z, zwei Halbstrahlen, welche bzw. den Koordinaten-
anfangspunkt und Punkte P(ny, — 7)), Q( — n,7") hindurchgehen. Es sei
namlich :

"
L:y=—" .
no

x, (x=0),

1) VvgL[2].
2) Vgl[1l
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@.1) Li:y=— ’;x @@= 0).

Man ordnet einem Punkte A(x,y) die Zahl A%? zu, und bestimmt die
Zahlen §,, 8;; 8i, 8:; &, 8. von der Art, dass

8 = ‘n",/Nu, 8s = my/ Ny 8: = ”;/Nl, bT.' = m/Ny; S—I = n;/N:, :S:z = my/N,
ist, wobei N: = nn; — mn’, (¢ = 0,1,2) ist. Offenbar sind §, und §, u.s.w.
positiv. Es sei L, ein Halbstrahl, welcher durch einen Punkt P, (78, — 73)
hindurchgeht und zu L, parallel ist, wo 7 eine natiirliche Zahl ist. Es sei
also

’

2.2) L:y+75, = — ‘Z (x—18,), (x=<rd).

Man kann die folgenden Tatsachen leicht beweisen :

G) Awf L, (r=0,1,........ ) gibt es unendlich viele Gitterpunkte. D.h.
es gibt tunendlich viele ganze Wurzeln, welche (2.1) und (2.2) erfitllen. Denn
man kann nach Betrachtung von (2.2) und #8, — #'8; = 1 die Beziehung »'x
ny+7r=0,#=01........ ) herleiten. '

(i) Zwischen L, und Lysy,(r = 0,1,........ ) gibt es keinen Gitterpunkt.
D.h. fiir ‘eine ganze Zahl x gibt es keine ganze Zahl y, welche die folgende
Ungleichung erfiillt :

2.3 - in F—@F+De) -+ Doh<y< -——Z:-(x—raz)—r&.

Denn man kann nach 73, — #'8; =1 ohne Schwierigkeit die Ungleichung
—(mx+7) —1<ny < —(Wx+7) zeigen.

DerNITION 1. Wir definieren das Zeichen K, folgendermassen. Wenn
P, (r3;, — 78,) ein Gitterpunkt ist, so bestimmt man % und y, durch . =78,
y, = —75,. Sonst nimmt man % und y, als Koordinaten des Gitterpunktes P¥
an, der zum Punkte P, (73, — 75,) ndhest liegt und auf der Geraden L, liegt.
Dann definiert man K{n, #'; 7o, %y; A ;) durch Ki(n, n': m, n); A, p) = Apu?,.
Von hier an schreibt man der Einfachheit halber an Stelle von K.(n, n'; m,
#; A, w) kurz K,. Danach (2.1) und 2.2) y = —(n'x+ 7)/n ist, so kann
man andererseits %. und ¥, folgendermassen bestimmen :

x. = Max (Ganze Zahlen x dafiir, dass x <8, r gilt, und (W'x+ 7[n eine

ganze Zahl wird.),

Ve = —(W% + 1)/n.

'DEFINITION 2. Ebenso wie bei der Definition 1 definieren wir K,,; und K.,
folgendermassen: Man erhilt K(n, n', n, n,; A, p) und K(n, #; 0, n,; A, p),
wenn man in der Definition 1 , #, &, und 8, bzw. durch #, #,, &;, &, und
hz, n, §1’282 ersetzt. Von jetzt an schreibt man der Einfachheit halber an
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Stelle von K,(n,n'; n,n; \,p) und Kn, n'; ns,ny; A, ) bzw. K., und Ky
Ohne Schwierigkeit kann man die folgenden Tatsachen beweisen.

(iii) Ist P(x,v) ein auf L, liegender Gitterpunkt, so gilt NV p® = A" p ")
K., wo k entweder eine natiirliche Zahl oder 0 ist. Denn es gelten nach Defi-
nition von % und y, die Beziehungen :

x=% —nk, y=y+ nk.

(iv) Es gilt K.Ks = WY " Kris, wo k entweder eine natvirliche Zahl oder
0 ist. Wenn mindestens eine von den beiden natiivlichen Zahlen r und s ein
Multiplum von Ny ist, dann wird k = 0.

Bewers. Es sei K, = Ny, und K = M. Da %, %, (W% +7)/n und
(n'% + s)/n simtlich ganze Zahlen sind, und die Ungleichungen % =< 8,7 und
% < 8,5 gelten, so sind % + % und (#'(% + %) + r+ s)/n auch ganze Zahlen
und gilt die Ungleichung % + %, < 8(» + s). Daher wird der Punkt P, + %,
¥+ ;) ein auf L,.; liegender Gitterpunkt. Man kann also nach (iii) das gege-
bene Resultat erhalten. Ist » ein Multiplum von N, so wird 8,7 + %; eine
ganze Zah], und gilt die Ungleichung 8.7 + %; < 8. + s). Da (#' (8.7 + %) + (r +
s))/n nach Voraussetzung eine ganze Zahl, und (#'(% + ko) + S)/n keine ganze
Zahl ist, so erhilt man

8.7 + s = Max(Ganze Zahlen x, wofir x < 8,(r + s) gilt,

und (#'x + 7+ s)/n ganz wird.),
wenn es eine natirliche Zahl gebe, welche die Ungleichung =x. 4 &y < 8.s
erfullt. Es muss also %+s = 87+ % und ¥..s = 67—, sein. Wenn s ein
Multiplum von N, ist,so kann man ebenso wie beim obigen Falle das gegebene
Resultat beweisen.

(v) Es gelten K, = W pu ™" K, und K, = AW uw™WK,,,,wo k uni k¥ entweder
natirliche Zahlen oder 0 sind.

BEWEIs. Setzt man hier

%, = Max (Ganze Zahlen x, wofiir x < 8, gilt, und (w'x + #)/n éine ganze
Zahl wird.),
so hat man nach 8, < 8, die Ungleichung %, < %,.. Man erhilt daher sogleich
das erste gegebene Resultat, wenn man in (iii) K, durch K, ersetzt. Ebenso
kann man die zweite Beziehung beweisen, w.z.b.w.

DEerFiNITION 3. Wir wollen die bisherige asymptotische Entwickelung
folgendermassen erweitern.

(A) Es gilt die folgende Beziehung zwischen den Ordnungen von A und u:
2.4) EINT = |p| = K|A| fir |arg A pl <6, [A], |p] >R,
wo & eine hinreichend kleine positive Zahl ist, K und R hinreichend grosse
positive Zahlen sind, und oy und o2 durch o:= #'/n, o:< %)/m, (61 < o2)
gegeben werden. In dieser Abhandlung mochten wir nur den Fall betrachten,
dass die Ungleichung (2.4) immer besteht. Von hier an seien K und R
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hinreichend grosse Zahlen.
(B) Es sei eine von x, A und p abhingige Funktion f(x,A, ) fur |A], |u|
>R, |arg A p| <0 stetig, und fi(x, A, p) dort stetig und beschrinkt. Die

Funktionen f(x, A, &) und f«(x,A,u) lassen sich folgendermassen formell ent-
wickeln :

2.5) @A ) ~ 3 Eofo(% A, ),

ru(

1N ) ~ 3 frel) N,

$=0
wo f5(%) fir ¢ < x < B geniigend oft differentierbar ist. Von jetzt an schreibt
man der Einfachheit halber an Stelle von der Bereich a < x <283, [A|, |p] >
R, larg\,u] < 60 und [A], || >R, |larg A,p | < 0 bzw. A und D.
(C) Es gelte die folgende Ungleichung fir alle natiirlichen Zahlen N:

N-1

iz A p) — 2 KA, )| < KA 75 pl®)™  fiir A

r=0

In diesem Falle sagen wir dass f(x,A, ) sich in Bezug auf (2.4) fir A, A, p
— oo in der Gestalt rechter Seite von (2.5) asymptotisch entwickeln lisst.

Der Einfachheit halber schreibt man an Stelle von |A|=3|u|%, [A]~%|x[% und
[N 73| % bzw. 8,5 und 8. Wenn g(%,A,u) und h(x,\,p) fiir A stetig sind,
so nennen wir g(x,\, ) + b\, p) > Kf (%A, pu) ,eine asymptotische Ent-

r=0
wickelung von g(x, A, u) + A%, A, w)f(x, A, ) fir A, A, p— c0.” Von jetzt an ldsst
man . in Bezug auf (2.4)” fallen.

Man kann die folgenden Tatsachen leicht beweisen.
(vi) Es gilt die folgende Ungleichung:
& < K& fiir D,

wo r und s (r = s) entweder natirliche Zahlen oder 0 sind. Denn da (2.4) die
Ungleichung |u|™ [A]|~7%% < K fiir D liefert, und nach o.m < 7, die Unglei-

chung |u|™[A] "0 < |u|™|A]|~7™ fiir D gilt, so erhilt man ohne weiteres durch
Betrachtung von (7 —s)/No =0 und &° = (JA|~™0|u|%)"—9% das gegebene
Resultat.
(vii) Es ist |K,| < K& fiir D. Denn da es gilt:
lKr|8 —-r — [7\.[(‘”"‘"”"51')’”{y.l"’r‘s“’

= IA'I n’(Sgr—z,.)/nIF'l —(8gr—2,)

= (IM™ || =)@r=2nin fiix D,
und es nach (2.4) die Ungleichung |A[*|ux]|-" < K fiir D besteht, so hat man
nach Betrachtung von 8, — x. = 0 das gegebene Resultat.

(vii) Es seien f(x,\,p) und g(x,\,p) fiir A stetig, und f(%,\,p) und
A%, N,p) auch dortg stetig und beschrinmkt. Die Funktionen f(x,\,u) wud
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9(x, \, w) lassen sich ferner folgendermassen asymptotisch entwickeln :

S, p) ~ N Kofy(%, N, 1) fitr A\, p— 0,
r=0

g(xy A'uu') ~ Zng"(x7 A‘),u') fur A,X,#—)OO.
r=0

(viii), Die Funktion f(x,A, ,u,) + g(x, N, w) ldsst sich folgenderweise asymptotisch
entwickeln :

S, ) + 908N, ) ~ 0 B35, 8, o) + 906, X, ) fiir A, A, p— 0.
) r=0
Denn die Funktion f{x,X,u) + g(%, A, 1) ist nach Voraussetzung fiir A stetig,
F(%, N, p) + g%, A, u) auch dort stetig und beschrankt, und es gilt fiir alle
natirlichen Zahlen N die folgende Abschitzung :

N—-1

Vo, ) + g0 n, ) — 0 Eolfr(, M, ) + 005, A, )| S K 8V fiir A,

r=0
w.z.b.w.
(viii); Die Funktion f(x, N, w)g(x, \, ) ldsst sich folgendermassen asymptotisch
entwickeln :

SN 09N ) ~ ) Kol N, 1) iy AN p— oo

r=0

Dabei hat man

> K pKsg s A p) = K S fi® N, g8 N, ) Ny
+J=r o ixj=r

(ai( = 0) ist eine ganze Zahl.),

B, n, ) = D il p) g%, A, ) NV pmm)au

¢+ j=r
gesetzt.
Beweis. Da es gilt:
N-1 N1
2 K’fr(x’ >\"lu') 2 Krgr(x; 7\41 /l')
r=0 =0
N—-1
=3 (3 Kfilx K% A, ,,,))
r=0 4t+j=r

2AN-1)
+ 2 ( 2 Kifi(x7 A"F‘)ng.f(xy A., ”))

r=aN i+j=7r

N-1 2w=1)
= 2 I{,-h,‘(x, )., IM) + 2 Krht(xy A‘? ,LL),
r=0 r=y5

WO
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h’/k(x’ A" /J’) = 2 (R‘n’:u'_n)“"-’f-i(x’ )’7 /'l‘)g.f(x: x'7 ,u')y

i+j=r
(fe(® N, ), g%, A ) = O fidir § > N + 1)

ist, so hat man sofort
N—-1 N-1 N-1

| .
(2' 6) i 20 K’ff(xy A‘y /l') 20 Krgr(x; A'} f“) - 20 thr(x: A" F‘) § KSV fur A

Andererseits gilt

N~-1 N-1
VN, g, ) — 0 Koo, Ny ) > Ko, A, )| S K8 fiir A.
re=( r=0

Aus (2.6) folgt demnach sogleich, dass es fiir alle natiirlichen Zahlen N die
folgende Ungleichung gilt: ’
N-1
[, X, o6, N, ) — ) Kohy (5,0, )| < K8 fiir A, w.z.b.w.

r=0

(vitD)e Wenn [flah ) Zc > 0 ist, und 1| ) Kofo6, %, o) sich folgender-
Cor=0
massen formell entwickeln lasst :

1/ 2 K'fr(x: 7\'; ,U') ~ th,(x, A, /14)7
r=0 r=Q
so lasst sich 1)f(%,\, u) folgenierweise asymptotisch entwickeln :
1/f(, N, ) ~ > Koty (%, N, ) Sy A, Ny pp—> 0.

r=0

BewEls. Es ist

N—-1
1 3 Kt n
r=0
N1 ~
1 N—1  N-1 ) (g.Krgr(x’ ?M,”v))
S (B (ZReere) = e

r=1
WO 9%, N ) = — S, N, ) [fol%, N, ) ist. Setzt man hier

N1

@.7 1 / > Eof% A p)
r =0

N-1 2(N-1)
= 2 K h(x, N, p) + 2 K15, N, )

r=0" r=N
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N-1 N
(2 Krgr(x; A‘: /"))
r=1

" o N ) (1 ~ NE_IKrgr(x, A, ,,,)> ’

r=1

so gilt es nach der Beschrinktheit und der Stetigkeit von 7Z¥x,A,p) die
folgende Abschitzung :

p N-1
2(N-1) (2 Krge(%, 2, ,u.)) .
2.8) S K@ + =l < K& fiir A.
= fiw o (1= 3 Koz ho )

r=1
Falls N =1 ist, so sind die zweite und dritte Glieder der rechten Seite von
(2.7) gleich 0, und falls N = 2 ist, so ist das zweite Glied gleich 0. Aus
(2.7) und (2.8) folgt
N—-1

@.9) , L SEh#x\w| S K fir A
2 Krfr(xy A’} ,u‘) =

r=0

Da es andererseits gilt:

1 < K5V fiir A,

1
[f(x,X, =
# > Ko (20, )

r=0
so ergibt sich nach (2.9) die folgende Abschitung :
N-1
— X Kol )| S KBV fisr A, w.z. b.w.

r=0

1
} S\, )
(ix) Es sei f(x,\, p) fibr A stetig, und es lasse f(x,\,u) im bisherigen Sinne
‘olgendermassen asymptotisch entwickeln :

TG ) ~ 2 frl AT fiir A, N, p—> 0o,

r,§=0

wo f(x) fiir a < x= B geniigend oft differentierbar ist.
(ix), Setzt man
PACRWDES 2 S oprnrs), - @p-ns(®) AVp"), (r + #'s, % — ns < 0),
s
so lisst sich f(x,\, ) folgendermassen asymptotisch entwickeln:

(2.10) @, @) ~ 0 Ko, N, ) fibr A, A, p—> 0.

r=0

Bewers. Es ist klar, dass f(x, A, p) sich in der rechten Seite von (2.10)
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formell entwickeln ldsst. Nimmt man eine natiirliche Zahl K’ fiir eine will-
kirliche natiirliche Zahl NV von der Art an, dass

K' —1 = Min (Ganze Zahlen %, wofiir % = max (NT‘1 N = 1) st

ist, so hat man sofort
(2.11) N/n,N/n < K.
Da nach Voraussetzung

R N D L L

r+ssSK -1 !

= KM + |p[ =) fir A

gilt, so folgt aus (2.11) sogleich
{IMI’K'éKIXI‘N’” fir D,
|A-F < K|A|-¥* fir D.
Da es nach 78; — #'8, =1 die Beziehung A~V" = A~%+7% gijlt und nach (2.4)
die Beziehung |A|7% < K|u|® fir D, so ergibt sich
@2.14) [A|-Yr < K§ fiir D.
Aus (2.12), (2.13) und (2.14) folgt

(2.13)

@2.15) ]f(x,x, W= S f@ATet| < K8V fiir A

r+SsSK'-1

Setzt man andererseits

N-1
I= 3 fulNpt — KA,
r+SSK -1 r=0
so ldsst sich das zweite Glied im ersten Glied enthalten. Daher enthilt I
nur endliche Anzahl von Gliedern /-,,-{*A\u", welche den auf Z,,(r = N)
liegenden Gitterpunkten (9,£), (7, £ = 0) entsprechen. Da nach (iii) und (vii) die
Ungleichung |I| < K&¥ fiir A gilt, so folgt aus (2.15)
N-1
lf(x, A p) — 2 Ef, /w)l <K& fir A, w.z.b.w.

r=0
(ix)e Gilt -y, %) = 0 fiir ganze Zahlen & und 7, welche mindestens eine
der folgenden Ungleichungen erfiillen :
n4n>— T E ), ntn>— 2 E+ ),

wo 7, und s, (=0) ganze Zahlen sind, so lisst sich f(x, A, u) folgendermassen
asymptotisch entwickeln :

(2.16) &N p) ~ N0 > Kf (5N ) Siir A, A, p—> oo,

r=0

wenn man ebenso wie bei (ix),
SN ) = DS psnws—rn—(zp-ns-s0(®) A "),
s

Oy + s — 1,2 —ns — Sy = 0)
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setzt. : :
Bewers. Es ist klar, dass f(x, A, ) sich in der rechten Seite von (2.16)
formell entwickeln lisst. Es sei IV eine natirliche Zahl.

(a) Der Fall dass8,(N—1) —s, =0 ist. Man bestlmme eine natirliche
7Zahl K derart, dass

K — 1 = Min (Ganze Zahlen x, wofiir, x = Max (M“F:I\’_l’ M+:lv_>1) ist.)

ist, wo M = nr, + n'sy ist. Nach Voraussetzung erhilt man

@1 [fern - 3 Sun TR | S KAME 4 [p] ) fiir A,

r4+sSK -1
Ebenso wie bei (ix), und (2.13) erhilt man
. N-1
@18 | S Sl A S KA 0| S KT fiirA,
L rassK-1 r=0
2.19) MK |p| =% < KA -0 fidr D.
Da es aus 7,8, — n/8, =1, M = nn + n'sy und 8.V — s > 0 folgt, dass
SIN + 7 — M t“— = g(8:N —s0) >0

ist, so erhilt man nach (2.4)
lMs,wro-(JuN)/n __<_K|7\:l8”_3° fiir D,

d.h.
(2.20) A -EMIin < KA =70 || =%8Y fur D.
Aus (2.17), (2.18), (2.19) und (2.20) folgt sogleich
N—-1
S n, @) — Ao EV_K,f,-(x, A,p) = KA p] ~%08Y fur A, w.z.b.w.

(b) Der Fall dass 8,(N—1)— s <0 ist. Nimmt.man eine hinreichend
grosse natiirliche Zahl N von der Art an, dass 8N — 1) —s, = 0gilt, so
liefert (a) sogleich

N-1

@.21) JO6 A ) = N 3 Ko (2, ;»)1 S KMol -08" fiir A

r=0
Da-‘E-K,fr(x,h ,u.)»’ < K&” fir A gilt, und nach /> N und (vi) die Unglei-

chung 8" < K3Y fiir D gllt so ergibt s1ch nac i« (2.21) die folgende Unglei-
chung :
N-1
f(x A, p) — ATy % 2Kf,(x Aw) < KA -7o|p| 08" fiir A, w.z.b.w.

r=v

(ix)s Ist 79 =7 + 7, wo T positiv, un ? 7, eine natiirliche Zahl oder 0 ist, so
lasst sich AT f(x,\, w) folgendermassen asymptotisch entwickeln :
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A, A p) ~ 7\.""';1.'30 2 K f(x, A w) Sir A, A p—> 0o,

r=0
Denn da es nach (ix). die folgende Abschitzung gilt:
N-1
JEN, 1) — 7»“’*”°"#"2Krﬁ~(x, A, ;L)\ < KN | p| 08" fiir A,
r=0

so erhilt man sofort
N-1

AT N ) — Ao w0 S Ko M po) ’ < K|\~ || 08" fir A, w.z.b.w.
r=0
(x) Es besteht die fol gende Beziehung:
Xm,u,m,K\'-o-nlg+r = (?»“’//,‘")"K‘V“'vl, (r= 0, 1 ........ ).

wo k der 0 oder einer positiven ganzen Zahl gleich ist,m wund m' natirliche
Zahlen sind, und N + my eine Multiplum von N, ist. Die natirliche Zahlen
n, und n, werden durch
2.22) m/m= 818, & = &N+ my) —m)/N, 8= 8N + my) + m)/N
gegeben. Denn da N"u™ Kwyym, = Ky gilt, so erhdlt man nach (iv) und (v)
A Kymgsr = N KV+4"0EK, = Ky 1K, = W™ Ky Ky 1
= Nu " Kyir1, W.z.h.ow.

(xi) Es sei f(x,\,p) fitr A stetig, fi{x, N w) dort beschrankt, und f(x, A, w)
lasse sich folgendermassen asymplotisch entwickeln :

S, Ny ) ~ N 2 Kfr(x, A p) féir A, N p— o0,

r=0
wo m und m' natiirliche Zahlen sind. Wir stellen die folgenden Voraussetzungen :
(a) Es ist flx, M) =0, r=0,........ s N+ my — 1)

(b) N + my ist ein Multiplum von N,.

(©) Man nimmt N hinreicheni gross an, so dass die Ungleichung o<
ny/n, gilt, deren rechte Seite durch (2.22) gegeben wird. In diesem Falle lasst
sich f{x, N, u) folgendermassen asymptotisch entwickeln :

Fx A p) ~ Z Kr,‘.fi(x»h w fur A, A p— oo,
r=N
Dabei ist es

Ko 1f¥ 0,0 ) = N Kyamo (G, M), 7= N, ........),

und ist fXx, A, p) nach (X) filr A stetig und beschrankt, und lasst es sich
folgzndermassen formell entwickeln:

TN ) ~ DK@ W pmy,

§=0

wo J¥(x) fiir o < x <8 geniigend oft differentierdar ist.

Beweis. Es gilt nach Voraussetzung fiir alle natiirlichen Zahl enN die
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folgende Ungleichung:
N+Nymp-1

' fEN ) =A™ > K, p)‘

reN+mg

éKlk['mllle’Bﬁ-l-N-l-mo fiir A,

d.h.
N+N-1
e®  |aw- S Kafer |

< KIN™|p| ™87+ ¥+mo fiir A.
Andererseits kann man

< N+N+mp A

(2.24) IA™| ™S <K& fiir D
beweisen. Zu diesem Zwecke geniigt es zeigen, dass
I= lhlm—51(1_V+N+mo)+§1 ('N+N)l#lm'+83(7V+N+mo)—8;(17+N) <K fir D

gilt. Da es
m + 8:(N + N + mo) — 8(N + N)

=m + &N + N + my) — BN + mo) +

N
gilt, so aus (2.4) folgt I< K|\|%, (@ = a1’ + 8:(N + N + mp) — 8:(N + N))

+(@m — 8, (N + N+ mo) + 8(N + N))) fir D. Da man ohne Schwierigkeit
« = 0 beweisen kann, so hat man (2.24), und folgt aus (2.23) und (2.24)
N+N-1 _W+N
faEnp = > Kaffan,p \ < Kb fir A, w.z.b.w.

r=N

N+N)<0

3. Reduktion. Wir denken uns ein System won linearen homogenen
Differentialgleichungen, welche von zwei Parametern A und p abhingen:

dyl — \m, m’ . 5 —
(3. 1) “_1? = 7\, M~ E ajl:(x; Xy ,bb)yk: (.7 - 1; 2)7

wo m und m' natiirliche Zahlen sind. Mit Benutzung einer Matrize l4dsst sich
(3.1) folgendermassen umschreiben : ‘
dy/dx = Nmu™ A(x, A, p)Y.
Wir stellen die folgenden Voraussetzungen :

(i) Ax, A, p) ist fiir A stetig, und es ldsst sich folgendermassen asympto-
tisch entwickeln:

AG A~ 3 A A fir A A, pooo,

7,8=0

wo A(x) fiir ¢ <x <3 geniigend oft differentierbar ist.
rs
(ii) Es ist a@u(x, A, pu) =1, awn(x,A,p) = 0.

(iii) Die Matrize A(x) besitzt eine kanonische Form ((1) 8)
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Daraus folgt, dass die charakteristische Gleichung von (3.1) [é(x) —PE| =0

eine zweifache Wurzel p = 0 besitzt.
(iv) Es gibt mindestens eine natirliche Zahl »; derart, dass otrzu(x) * 0,
(i=1,2) ist.
(v) Es gibt mindestens eine natiirliche Zahl 7 derart, dass tf)u(x) *=0,
Tyl

(£=1,2) ist.

Wendet man die Transformation

y=pPmy,  Pm=(}7]) >0

auf (3.1) an, so geht (3.1) in
3.2) dy/dx = N"u™ A%\ )Y
iiber, wo A(x, A, p) = PXA)A(x, A, w)Pi(M) ist.

Man kann Gitterpunkte Pi(x1,51), Po(%2,%2), -« ovvn .. , Proy(%-1,1-1) und
Py(%,¥,) von der Art annehmen, dass sie die folgenden Bedingungen erfiillen:

(a) Es gilt 2 > x;,9:1 <y, G<F; 21=3=0 s, 7=1,........ , D),

(b) ES iSt a2 (x) E ] 0, (i = l, ........ ,l),

=V, =% -

©Esist a: W=0firy> 2"~ (x _w)y4y, G=1,.., 1—1),
-¥,-X Xi+1 — Xi

(@ Es ist_aiy (1) =0 fiir ¥ = =N (v w)+y wnd X>% oder

Xi+1 — Xt
X< %4y, G=1,...., I =1). '

Bei (c) und (d)sind X und Y beide negative ganze Zahlen oder 0. Wir
nennen das Polygon P;....P; ein durch die Koeffizienten von @n.(%, A @)
gebildetes Polygon. Ebenso kann man durch die Koeffizienten von a(x, A, g)
ein Polygon @.(%1,%))....Qv(xy, ), (x; =y = 0) bilden. Man bestimme T,
so dass die drei Punkte A0, — 1), B(%-1,%:-1 + 7) und C(x, 7) auf einer Gerade
liegen. Namlich es sei

V-1 X-1 X1 ll
= 2 .
T ’0 le // ‘xz 1
Man nehme hier ” von der Art an, dass es zu einer natiirlichen Zahl i
gleich ist, fiir welche (r —)/(% — %) max. wird und x, — x < 0 ist. Wenn
solche Zahl 7 sich nicht eindeutig bestimmen lisst, dann nimmt man min. ¢
an. Von hier an wollen wir nur den Fall behandeln, dass T eine ganze Zahl,

¥ > —7, und I = 3 ist. Man bestimmt #, #'; n, #, durch

Wi % _ G

- 1<:l"-2).
n Xipp — Xivz M Xi — Xig1 I=si= 2)

Die Funktion A(x,A.p) lisst sich nach (ix), und (ix); folgendermassen asymp-
totisch entwickeln :

—

A p) ~ AT 0 D KA (5 ) fir A, Moo,
r

r=0
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wobei man ¥y = —7%, %+ = —So setzt, und A (% A, @) ein Polynom von-
v( = A¥p ") mit geniigend oft differentierbaren Koeffizienten fir d <x </
ist. Von jetzt an schreibt man der Einfachheit halber ein Polynom von » mit
genugend oft differentierbaren Koeffizienten kurz p(v). Sei es P(v) eine Matrize
mit den Elementen p(»), so lisst sich A(x, A, #) auch folgendermassen dar
stellen :

AN ) ~ATTopm S K P(v) fir A, A p—co.

r=0
Man behandelt den Fall, dass » — » und m’ — sy positiv sind.
Wendet man die Transformation

3.3 A= N op= @t (W, p; konstant)
auf (3.2) an, so geht (3.2) in

(3. 4) dy/dx = t™A(x, N, W, )Y

uber, wo

AN, g )~ A (5N, p,
0

r=0

A @ N,p)=0 KPW), ¢r=0,1,........ ),
—mo+r

my = n(m — 1) + #W'(m — Sp)
ist. Dabei sei es @ = A""op™ =%, @ = N""w™' =% und K, = K, (n,n'; m, n);

N, ). Ferner setzen wir fir _?i)n(x, N, @), (= 0p@)) voraus, dass es fir A
nicht 0 ist. Das Glied des nullten Grades dieses Polynoms p(»') ist nicht 0.
Insbesondere stellt man diese Polynom durch ﬁ(v’) dar. Da die Matrize
Ea.gx, A, @) kanonisch ist, und die charakteristische Gleichung von (3. 4)

voneinander verschiedene Wurzeln ?ill (x,N,¢) und 0 besitzt, so kann man
—my

also auf (3.4) die Theorie der Differentialgleichung anwenden, welche von
einem Parameter abhingt.

Wendet man die Transformation
W N+mg

3.5 ¥ =PuN, w,0Z PaN @)= 3 P&N,wE", (B, N, ) = E)
) . r=0 . )
auf (8.4) an, wo N eine spiter zu bestimmende passende natiirliche Zahl
ist, so geht (3.4) in
dZ[dx = t"(F(x, N, ', t) + Blx, N, W, t)Z
uber, wo ‘

N+my

RN, pw,ty= > _ﬁw("’x”")"‘_r’
r=0

BN p )~ 2 B (eN it

r=N+mo+l
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ist. Wie eine kurze Berechnung zeigt, gilt es zwischen den Xoeffizienten
die folgende Beziehung :

3.6 B@N.p)=A &N wPEN, ) = PN, wARN, i)

-+ Pol (f:gx, 7\.’,,11"),_}7:;(‘(95, N, ;4’),_21:95, Nop), r=0,......00,
wo Pol (le(lx, N,,w'),-mﬁ’gx, N, p,')ifgg, N, @) ein Polynofn .von ls’(x,J\,’,p/), (s=0,
e r—-l),}:’ und ? (s= —my,...., —mp+ 7 ist, d.h.

Pol (P(x, N, ), P'(3, X', ), A%, N, )

r o r-s
= > 2 QU N, p)AR, N, ) P, N, )
S=) k=0 $ -mo+k r-s—~k

" re—mg—1
- 2 Q(xy l‘,r :u”)P'(x’ x"vl"’)
S=0 $ r=mo—S§

— (A, N, @)P@ N, @) — PO, N, AN, )

—mg r

ist, in dem man P(x, N, ', )"t = > Q(x, N, )", (Q(x, N, ) = E) setzt. Daher
. v

=

kann man nach (3. 6) }_’(x, A, ') nacheinander so bestimmen, dass die Matrizen
B+(x, Now), r=1,.. .’., N + my) djagonal werden.

o rDurch vollstindige Induktion kann man beweisen, dass

jrbu(x, N,p)=KAWw), Gxj;r=1,....N+ my),

3.7
G b fx,N @) =0 KAW), (Gj=12;r=1,...)

gilt. Der Einfachheit der Berechnung halber stellt man mit ¥(») alle rationalen
Funktionen von » dar, deren Koeffizienten fiur a < x =< geniigend oft dif-
ferentierbar sind, und deren Nenner (})(v))k, (k( > 1) : naturliche Zahl) sind.
Es sei V(v) eine Matrize mit den Elementen ¥ »). Es seien W(v') und \If(u’)
rationale Funktionen von »’, welche man bzw. in W(r) und Y(») durch die
Vertauschung von » und »' hat. Da man die diagonalen Elemente von B(x, AL )
willkiirlich bestimmen darf, so nimmt man p;;(x, N, ) =0, (j=1,2, r=1,

.., N+ my) an. Fihrt man (3.3) in #™F(x,\,¢/',t) ein, so wird es zu

N4mg
2] 2 K, V,(»), (=3(x, A ). Fihrt man (3.3) in mB(x, M, 2) ein, so erhilt
r=0

man B(x, A w), welche sich folgendermassen asyrﬁptotisch entwickeln ldsst:

23(.76, )'r :u") ~ 0 2 KT \I,T(V) fur Av )'J "l" —> 0.

r=N+mo+1

Denn man kann nach (3.7) eine asymptotische Transformation erhalten,
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wenn man (3.3) in (3.5) einfiihrt.

4. Formale Losung. In diesem Paragraphen denken wir uns eine
formale Losung der Differentialgleichung
4.1) dZ]dx = §(x, A pw) + B(x, A p)Z.
Wir stellen die folgenden Voraussetzungen :
(i) F (. p), deren diagonale Elemente {,(x, A p) und {(x, A, #) vonein-
ander verschieden sind, ist fiir A stetig und diagonal. Es ist
: N+mg

FErpw =0 K. V,®0).

r=0
Man setze Fi(x, A p) = f fi(e, A w)dx, (@ =1,2).

(1) B(x, A w) ist fiir A stetig, und es lisst sich folgendermassen asymp-
totisch entwickeln :

Bx, A p) ~0 2 K.Y, (v) fir A, I p— .
r=N+Mo+1 .
Wendet man erstens die Transformation (3.3) auf (4.1) an, so geht (4.1)
in
4.2) dZ|dx = (F(x, N, @, t) + B, N ', t)Z
tiber. Dabei gilt

N+my

Fa @, 0) =@ e, gty =t 3 B (g, p)t,
r=0 *r

—Mg+r

oo

Baoow,w,t) =B, N wty ~ S B (n N )t
r=Nemo+l 0T

wenn man E(x, A, p) = 0KV () setzt. Ferner durch die Transformation
—Mo+7r
Z=PE N w.0Z, PaN, g ) ~E+ S PEN. )t
r

r=N+my+1

geht (4.2) in

4.3) dZldx = (Fix, N ., t) + Blx, N ., t)Z
iiber, wo

Fx, N, pw,t) = Fx, N, w,0),
Blx, N, w, ty~t" > B (x,N.p)t T

- Mo+
r=N+my+1

ist. Ebenso wie beim Paragraphen 3, wie eine kurze Berechnung zeigt, gilt
die folgende Beziehung:

4.4) B, N, @) = Blx,N.p)P(x,n . ) — P(x,\, p')§(+x, N )
1 —-mo+r r r —My+r

—mo+T

+ Pol (’Psx, Now), PN ), Ba,N.w), #=N+m+1....).
r— —my+r -mo+7r
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Dabei ist offenbar
Pol (P(x, N, '), P'(%, N, ), B N, )
r—1 Zmo+r —mo+?

r r-s r—mo~1
=22 =xN, M)B(x N EPEN E) — 2 QU N, EP (% N, )
§=0 k=0 $=0

- (B(x, N, ) P(x, N, @) = P(x, N, W)E(x, N, ),

Px N, pw,t)~E+ 2 Q(xxp.)t-'

T-N+mo+l

Man kann nach (4.4) P(x,\', ), (r= N+ me+ 1, ....) aufeinander so bestim-
r
men, dass B (x,\,p),(r= N+ my+ 1,....) alle diagonale Matrizen werden.
—mo+7r
Da man.die diagonalen Elemente von Hx, N, ') willkiirlich annehmen darf,

so bestimmt man p,,(x?«.’p) 0, (=1,2;r=N+m+1,....).

Durch vollstandxge Induktion ist es klar,dass es gilt
Disx N, @) = KL (v), G £j;7= N+m+1,...),

BN ) = O (), (=125 7= N+mo+1,..0.
Wendet man die Transformation

Z=PxN,p,0Z,

PN, w,t)~E + 2 P(x PNTS (P(x N, i) : diagonal)

raN+1

auf (4.38) an, so geht (4.3) in
dZ]dx = (Fx, N, i, t) + BN, w,0)Z
uber, wo
F=‘(x; x’: F"’ t) = ﬁxy h” F'I: t))
BN, w,t)~t™ 3 BN,
rmN4+mo+l ~Mmot+r

ist. Wie eine kurze Berechnung zeigt, gilt
(4.5) _Eg, N, @) = E(x, N, p) — ﬁ(x, N, p)

+P01"$P(x7\.’,,u-), P'(x)\,’;&)), r=N+mp+1,....)
rkvel) /e
wo
—mo+r—N—g _
Pol(P(x M), P'(x o) = > Q(x N ) P'(x, N, @),

—mg - N+r—1
o s=N+1

PO, N, W, 8 ~E + 2 Qs N, gt

r=N+1
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ist. Nach (4.5) kann man P(x, N, @), (#=N+me+1,....) aufeinander so
—mg+7r

bastimmen, dass E:(x, AN, w)=0,(r= N+ mg .—‘F:l,'..l“.’) .gilt. "Man' stelle eine

eine Matnze mit den Elementen \b(v) Es seien \If(v’) und xlf(u) Funktlonen

von v/, welche man bzw. in W(») und ¥(») durch die Vertauschung von » und
v erhilt. Durch vollstindige Induktion kanri man

DEN ) = 0 Kivamgney T@), (5=1,....; 0SPSN)
bewelsen Nimmt man eine hinreichend grosse Zahl N von der Art an,dass
N + 4 + 1 ein Multiplum von N, wird, und bestimmt man », und 7, durch

4 6 .ni/nl =§;/8~27
(4.6) 5= SNt m £ 1) = (m—n) = _ &N +m+ 1)+ (0 =50
- ) 2 —

N+1 N+1
so ergibt sich die Ungleichung o, < #/n, < n)/m. Man kann daher nach (x)
s(NF:I)(*-p)v 'u') - s(1"'*1)“’, \P(u )’ (s - 1 . 0 §ﬁ é N)’
d. h.

PN, ) = K, U0), r=N+1,....)
beweisen. Daher besitzt (4.2) eine formale Losung

Z~(E+ > B(x, h’;ﬁ)t"))

r=N+1
wo

P(x, N, p)= 3 P(x, N, W )P(x, N, ),
r 520 s =8
P N,p)=0, r=1,...., N+ m), ﬁ'x,x,p') =0, #=1,...., N)

ist. Da man nach (iv) und (v) die Beziehungen K, = »*K, und K| K, _,, =
K, v* erhilt, so folgt sogleich

Plx N, ) = 2 K, V) K, Vv = K, [ T().
$=0

Da (4.2) also eine formale Losung

4.7) 25 ~ exp(F(% N, ', ) 3 Kb (6, N, ), (7= 1,2)

r=)

besitzt, wo
?Jk(x: x"yl”’) = ib? (V,), (1’ = 1, cee .),
Fyx, N, @, 8) = Fu(x, Nt", w't™)
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ist, so erhilt man eine formale Losung von (4.1)

25 ~ exp (F/J(x: 7\0 F’)) 2 I("vlé;" (x! K‘) f"’)r (.7 = '-1, 2)’

r=0

wenn man die Transformation. (3. 3) auf (4.7) anwendet.

5. Existenzsatz. Nochmals denken wir uns (4.1). Dabei setzt man (i)
und (ii) des Paragraphen 4 voraus. Wendet man die Transformation

(5.1) z; = exp (Fu(x, A p)v;, (= 1,2)
auf (4.1) an, so geht (4.1).in _
(5.2) dY/dx = F*(x,n ) + B(x, A, 1))

liber, wobei es offenbar F*(¥ A ) = F (%A ) — ju(x, A RE ist. Es seien j¥x,
A p), (7=1,2) die diagonale Elemente von J*(x,A,p). Aus (i) und (ii) des
Paragraphen 4 folgen die folgenden Tatsachen.

(i) &*(x, A p), deren diagonale Elemente voneinander verschieden sind,
ist fiir A stetig und diagonal. Es ist

N+mg

FEAp =0 > KY.©).

r=) -
Man setze FXx A p) =" f ¥x,\, w)dx, . (£ = 1,2).
(ii) (5.2) besitzt die folgende formale Losung :

(5- 3) t)j ~ 2 Kr,]ll}ﬂi (xr X)F‘); (j = 1: 2)7
r=0
W0 Dy (%N p) = V() ist.
" Ferner stellt man in diesem Paragraphen die folgende Voraussetzung :
(iii) Es gilt ' o
Rifxe A p) =0 fira=< 1=, (7=1,2),
mfj‘(x,k,/ﬁ)§0 fur x] gxgﬁy (j= 112)'
Nach (xi) ldsst sich B(x,A.p) auch folgendermassen asymptotisch ent-
wickeln :

(5.4) Bx,ap)~ D K V) fir A, Ap—oo,
r=N+1
wobei natiirliche Zahlen n, und %, durch (4.6) gegeben werden.

Wendet man die Transformation
M+N+1 .
py= > K15 N p) + 205, (7= 1,2)
r=0
auf (5.2) an, so geht (5.2) in

(5.5 % = PN wuy + ) 05 N, s + by(x, A ), (G=1,2)

k=1



190 K. TAKAHASHI

iiber, wo M eine spiter zu bestimmende natiirliche Zahl ist, und

M+ N+1
(5 6) bf(x) A, p) = f?(xy A, l") E Kr|]e]k(x, A, ’u;)
r=0
2 M+ N+1 .
+ D) D Kepulm\ )
i=1 r=0
M+N+1 A
- 2 K"xlpr,ﬂ?(xl )\’1 F’): (j = 1, 2)
r=0

ist. Da bu(x, A p), (7, = 1,2) nach Voraussetzung fir A, A g— o asympto-
tisch sind, so werden by(x,A u), ( = 1,2) auch nach (5.6) fir A, A, p—o0

asymptotisch. Da andererseits #; ~ 2 Kmé,b (%, A @), (j=1,2) eine
r=M+N+2
formale Losung von (5.5) ist, so muss es formell

du .
dij" — P s — g by, N, p)oss

~ 3 KW, (=12
r=M+N+2-mg
sein. Nimmt man ebenso wie im Falle (X) eine hinreichend grosse Zahl M
von der Art an, dass M + N + 2 ein Multiplum von N; wird, und natirliche
Zahlen n; und n, von der Art, dass

”;/1&:‘8:1/‘3:2:
5, =M+ N+2)—m T _ SM+N+2)+m

M+N+2—m '’ M+ N+2—m

gilt, so ergibt sich die Ungleichung o; < #,/n:. Daher kann man by(x, A w),
(J = 1,2) folgendermassen asymptotisch entwickeln :

(5. 7) Bj(x, 7\., Pl) ~ 2 Kr,2‘_‘P’f(v) fur A! xl " - 60! (j = 11 2)'

raM+ N+2—-mp

Aus (5.4) und (5.7) folgt
[05e(2, A, )| = @N"‘ fir A, (j=1,2),
[Bs (%, A, )| = K3¥+¥+2=™0 fiir A, (F=1,2),
wo H eine hinreichend grosse positive Zahl ist. Von hier an umschreibt man

der Einfachheit halber an Stelle von **! und 8”*¥*2-™ hzw. &* und &*
Wendet man die Transformation

us = v; exp (Fyx,a p), (j=1,2)
auf (5.5) an, so geht (5.5) in

2
(5.8) % = Dby (%2, e EEMRTEFERR by, e R
k=1

uber. Setzt man
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Gixn p) =% exp RFF @A p) + |2 —x]), (F=1,2),
so gilt es offenbar fiir eine hinreichend grosse positive Zahl L die folgende
Ungleichung :
oG (%, N, 15) : r—
— I Yy NS o . v Y
(5.9) Lsgn(x—xj) o > (ELHb e + K) exp ( — R F* (x, A p)) 8%,
(7=1,2).

Daher muss eine Losung von (5.8), welche die folgende Anfangsbedingung
erfillt:

(5.10) vs(%5) = 0% |§l S LGy, A ), (F=1,2)
die folgende Ungleichung erfillen :
(5.11) [v;] = LGs(x, A g, (7=1,2).

Ohne Schwierigkeit wird es gezeigt, dass solche Lésuag von (5.8) eindeutig
ist. Aus (vii) des Paragraphen 1 folgt

(5.12) |K,,2| < K& fiir D.
Bestimmt man &, durch

& &,
so erhdlt man nach Betrachtung von (2.4) uad o. — (87/8_.—_.) <0

(5.13) IMATES | = (AT ®d | < K|\ Sty < K fir D.

Aus (5.12) und (5.13) folgt

(5.14) | K, A% < K fiir D.

Da nach Voraussetzung ;é,k(x,x. p) fir A beschriankt ist, so werden K, &);k
(x5, A A", (r=1,....; j=1,2) nach (5.4) fir D beschrinkt. D.h. es gilt
(5.15) | Ky sss, A N | < My, fiir D,(j=1,2; 7=0,1,....).

Man setze M, = 1}4'511: (My,).

Ebenso wie beim Falle der Differentialgleichung®, welche von einem
Parameter abhéngt, bestimmt man Funktionen f(A),(z= 0,1....), so dass

f(A) = j j; exp( —@a,2%) 2z ¢dz fur r =M’

0 fir r< M’
ist, wo o eine hinreichend kleine positive Zahl ist, und M’ durch
(5.16) M’ = Min (Ganze Zahlen x, wofir x =1/3, gilt.)

bestimmt wird. Fiir solche Funktionen f(A), (» =0,1,....) lassen sich die
folgenden Tatsachen leicht beweisen.

(a) Man kann eine hinreichend kleine Zahl @, ( > 0) von der Art annehmen,
3) Vgl [1].




192 ~ K.TAKAHASHI

dass |A°! —f,(A)| =1/M, fur D gilt.
(b) Wie gross die natiirliche Zahl # auch sein mag, werden N (A), (r =

1,....) fir D,A — o gegen 0 gleichmissig konvergent.
Man setze
(5.17) ) = 3 Ix’,,l,ipkfx,, NEAATL —£N), (F=1,2).

r=0
Da K, g},h @5, M ) AN — fiN) = Ko sy, o) fiir D, (r< M5 j=1,2) gilt

und aus (5.14), (a) und (5.15) die Ungleichung | X, li,m(x,,x, EAAT =) =

[N —=¥% fiir D, (r=M'; j=1,2) folgt, so wird die rechte Seite von (5.17)
fir D gleichmissig konvergent und @;(\) dort stetig. Andererseits gilt fir
willkiirliche natirliche Zahl N’ die folgende Beziehung:

N’

PsA) = 3 Kr, bl N o)

r=0
b/

= —2A 2 Kr,1éjk(xj,7\4, ) f(\)

r=M
M

+ 3 Kb, p)

r=N'"+1

+ 3 Kbl M AT — L)), (= 1,2),
r=M"’+1 4
wobei M"” eine spiter zu bestimmende natirliche Zahl ist, und M = M', N’
ist. Nimmt man eine hinreichend grosse Zahl N von der Art an, dass
[A]-7-D < K§Y'+ fiir D gilt, so werden LAY, (r=M, ....M"), wie M"
gross sein mag, nach (b) fiir D,A— oo gegen 0 gleichmissig konvergent. Es

gilt nach der Beschrinktheit von K,-,lf,f;u(x,,x, ) fiir D die folgende Abschiitz-

ung :
M R B
'X 2 Kr.1p1k<xj) )‘: /“’)f;‘()‘)l § K 8NH+1 fur D.

r=M"

e
Es ist klar, dass die Ungleichung | 3 Kripu(a, 2, p)] < K3"'+ fiir D gilt.
r=N’"'+1 4

Nimmt man eine hinreichend grosse Zahl M” von der Art an, dass

S(M’"+1—-M)=N"—1 gilt, so gilt

S Kbt \, g —frOu»] < K8"'* fiir D.

reM’+1

Da es also fiir alle natiirlichen Zahlen. N” die folgende Abschitzung gilt:
NI/
|0 = 3 Ko i, N, )| < KV fiir D,

r=0
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so lassen sich @A), (7 = 1,2) folgendermassen asymptotisch entwickeln :

P~ m,,{zﬂ(x,,x, p) fiir D, A, p—> co. GG =1,2).

r=0

Hieraus folgt

M+N+1

. *
' (¢J(’X) - 2 K, 11:.;13(5\’{,, A, F,))e_i'j(xj Am)

r=0

S LG x, M), (5=1,2).

Die Losung von (5.8) vy, welche die folgende Anfangsbedingung erfiillt:

M+ N+1 . *
o) = (90— 3 Koibaln,0)) eFsesn, (= 1,2)
: r=0
muss die Ungleichung (5.11) erfiillen. Da es also fiir die Losung von (5.2)
y;, welche die Anfangsbadingung 9,(x;) = @A), (F = 1,2) erfillt, die Abschitz-
ung ‘
M+N+1

. *
(5= = Kepatr ) Joor s

=0

S LG(x, A, p) fiir A, 7=1,2)
gilt, so muss fiir alle natiirlichen Zahlen N die Ungleichung
’t),, - E K, p3(e,n p)[ <K' fiir A, (j=1,2)
gelten. D.h. y; lé:stt sich folgendermassen asymptotisch entwickeln :
hy ~ é K,,zg}y,c(x,x, p) fir A, A p—oo, (G=1,2),
re( : .
wobei man Kr,lj}jk(x, A W) = K,,zé‘}‘,c (%, A\, @) setzt. Daher muss die Losung z;

von (4.1), welche die Anfangsbedingung

z.i(x.-i) = exp (F/v'(‘xjy x’; F‘)) ¢]()‘); (j = 1) 2)
erfillt, sich folgendermassen asymptotisch entwickeln lassen:

2, ~exp (Fi(x, 1) 3] K,,.,,@;*,c(x, Mp) fir A, Mp—o, (G=1,2).

r=0
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