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1. Introduction. Soit f(z) une fonction algébroide dans le plan fini définie
par une équation irréductible

AR f*+ AR 4+ o+ A2) =0

o Ay,+--, A, sont des fonctions entiéres telles qu’au moins un rapport mutuel
entre les fonctions A,,++, A, est transcendant. Alors, on sait que f{()
n’admet que 2z valeurs exceptionnelles au sens de Picard ou de Borel en général
([12], [13]). Mais, Varopoulos ([16]) s’est apérugu que le nombre de valeurs
exceptionnelles est limité par le nombre des relations linéaires homogénes a
cozfficients constants et distinctes entre les fonctions A, - - +, A,, puis Rémoundos
({12]) et Ghermanesucu ([5], [6]) ont géniralisé et amélioré des résultats de
Varozoulos.

D’autre part, soit g=(¢gs g1,***, gn) un systéme défini par n+1 fonctions
Jo>***>»9n (n=1) entiéres sans zéros communs a toutes. Montel ([7]) a
introduit la combinaison exceptionnelle pour un systéme g comme une extension
de la valeur exceptionnelle dans le cas des fonctions algébroides et aprés
Cartan ({3]), Ghermanescu ([5], [6]), Dufresnoy ([4]) et etc. ont étudié sur le
nombre de combinaicons exceptionnelles quand il y a quzlquzs rzlat’ons lin2aires
homogénes a co:fficients coastants et distinctes entre les {foactions go,***, gn.

Pouar obtenir ces résultats, I’identité de Borel, conme o2 dit, a joué un réle
fondamental. Dans ce mémoire, on donnz qu:zlquzs précisions de I'identité de
Borel ([1]) en utilisant la méthode de Nevanlinna ([11]) et, en les appliquant,
obtient qu:lques extensions et amé2liorations dans le cas du systéme d’abord et
apres o1 les appliquz aux foactions alg:broides & obtenir quelques faits
similaires. On utilise les symboles usuzls de la th2orie de Nevanlinna ([11])-
Selberg ([13]) librement.

*) Ce travail a été fait en partie avec l'aide de la fondation de Sakkokai (The Sakkokai
Foundation).
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2. Combinaisons exceptionnelles dans le plan fini.

2-1. Préliminaires. Soient fy,+«-,f, (n=1) n+1 fonctions holomorphes
dans |2| < R = oo sans zéros communs & toutes,

u(re”) = max log| f,(re)|
et

27

T f) = 5 f u(re”) d9 — u(0) .

0

On dit que T'(r, f) est la fonction caractéristique du systéme f=(fo, * * *» fn)»
qui est convexe par rapport a.logs ([3]).
On dit que le nombre

lirrr_x. sup %)4 (R = )
ou
lim sup lgg—T(’i—’f) (R < )
~E " log
R—r

I'ordre du systéme f.

Désormais, on traite le cas ot R=o0,

On dit qu’une combinaison des fonctions f,,+«+,fs linéaire, homogéne a
coefficients @y, ++,a, qui sont constants ou méromorphes dans le plan

F(2) = aofo(2) + + ++ + anfaul2)

est

1) lacunaire si F(z) n’a pas de zéros dans le plan;

2) exceptionnelle au sens de Picard si F(z) n’a qu’un no abre fini de zéros
dans le plan;

3) exceptionnelle au sens de Borel si 'ordre de N(r,0, F) est plus petit que
celui de f;

4) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

S(F) = 1 — lim sup 2020 1)

TG ) >0.

Concernant le nombre de combinaison exceptioanelles, on a
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THEOREME DE DUFRESNOY ([4). Sil nexiste entre les fonctions
Sose oo fa que N, relations linéaires, homogeénes indépendantes a coefficients
constants aw plus (n, < n),

[11 le nombre de combinaisons des fonctions fy, <+, fr, linéaires, homogines
a coefficients constants, lacunaires et linéairement indépendantes n+1 a
n+1 est au plus égal a n+[ - n)\ ];

4

[I11 le nombre N, (f) de combinaisons des fonctions fo,+--,fn, linéaires,
homogénes & ccefficients constants, exceptionnelles au sens de Picard et
linéairement indépendanies n+1 & n+1 est au plus égal & n+ A + 1,
quand liIP sup T'(r, f)/log r = oo.

Il est un but de ce mémoire & généraliser ce théoréme.
On u:ilise les ensembles de fondtions suivants :

K- = I’ensemble des fonctions rationnelles ;

K, = 'ensemble des fon:tions méromorphes dans |z| <<co d’ordre plus petit
quz p o1 p est fini positif ou infini;

K; (re'p. K;) = l'en-emble des fonctions a(z) méromorphes dans |z|<C oo
telles que 7T'(r,a) = o(T'(r,f)) (r — o) (resp. sauf, p=ut-étre, dans le cas o
Pordre du systéme f est infini, dans un ensemble de mesure lintaire finie).

Le lemme suivant joue un rdle fondamental dans notre discussion suite.

LEMME 1. Etant données n fonctions méromorphes dans |z| <oo @, -,
P, linéairement distinctes et vérifiant la relation

P+t =1,

on aura, pour § =1,+++,n,

T, @) < Z N, 1/9) + N(r, @,)+ N(r, D)

— ‘Z N(r, @) — N, 1/D) + S@)

o D désigne le déterminant

D= ”?1"'"¢n“
et ou

S(r) < O(log T(r) + logr),
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sauf, peut-étre, dans le cas d’ordre infini, dans certains segments dont la
longueur totale est finie ;

T = >

(r) = max T(r, ,)

((11).
On donne encore un lemme qui est utilisé quelquesfois par la suite.
LEMME 2. Soit f = (fy,***,fa) un systéme dans |z| <R=o0 ot fo,++-,

Jfn sont holomorphes dans |z| < R sans zéros communs a toutes, alors, pour
tout i+j, on a

T fi/f) — OQ) < T(r, ) < 2 T(r.fiify) + OQ)

ks

(voir [14).

2-2. Combinaisons exceptionnelles au sens de Picard. Dufresnoy a

montré que ’on ne peut pas changer le rombre 7 +[ ] dans le théoréme

(4

du Dufresnoy en un rombre plus petit en général. Et on cdonne ici un exemple
de systéme qui montre que le nombre n+n,+1 est le plus petit en gén’ral.

EXEMPLE 1. Soient fil2) = (z2—1) €%, fi(z) = €°, fo(z)=—ze’, fu(2) =2"—z,
fi2) =2, fi(z) = —2% Alors, il y a deux relations linaires, horozénes
indépendantes & cosfficients constants non tous nuls entre les fonctions fo,« <,

f51
So2) + f1(2) + fa(2) =0,
[3(2) + fu(2) + fi(2) =0

et pas d’autres, par conséquent, A, =2. On voit facilement que l'ordre de ce
systéme (fy, *++,fs) est égal &4 un. Considérons les combinaicons suivantes :

Flzﬂ—l pour 1:11,2,"',6,
Fo=fi+fi+fi+4fs +5fi+6f;

et

Fy =fo + 2f1 + 3fa +f3 +f4 +f5-
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Alors, il sont linéairement indépendantes 6 a4 6 et exceptionnelles au sens de
Picard (naturellement, au sens de Borel). Il y a 8 combinaisons exceptionnelles
au sens de Picard (ou de Borel) et linéairement indépendantes 6 a 6; de plus,

5
5 fm—]=6 8=5+2+1.
+L5—2. << + 2 +

Cela veut dire que le nombre 7n+A,+1 n’est pas diminué en général.
Alors. sous quelles conditions, peut-on diminuer le nombre 7+ A.+1, par
n
n— N

exemple, jusqu’a 7z + [ ]? On considére sur cette question d’ici.

LEMME 3. Soient n+1 fonctions méromorphes dans le plan fini g,,
<o+, gn Vérifiant une relation linéaire a coefficients appartenant @ Kiog:

Zcigi = 0
=0

et satisfaisant, en outre, aux conaitions suivantes :
1) Aucun des rapports g./g; (i#7j) n'est rationnel ;
2) Les zéros et les poles des fonctions sont assez rares pour qu’on ait

N({,0,9.) =O(ogr) et Nir,g) = O(ogr)

pour tout 1 =0,1,--+,n.
Dans ces hypotheéses,

DEMONSTRATION. Le cas ot #=1. Triviale. On suppose que le lemme
soit valable pour 7#=1,2, ++-,7n—1 (n=2). Suppozoas que ¢,%£0,+--,c,=*0.
Soient

——Gfi 01 e
¢l_ Cnfn (1—071; 9n 1),

alors,
¢o+¢1+"'+¢n_1=1.

De plus, @y, @1, **+, @s-y sont linéairement distinctes. En effet, si, pour
des constants a;
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n-1

Z ai¢i = 0 01‘.1 (ai)i(()) N
i=0

alors,

n-1

.Za.;cff@=0 et (a;c)=(0).

Mais, d’aprés I’hypothése d’induction,
(aict) = (0) .

C’est une contradiction. En appliquant le lemme 1 & @,,+++,®,-y, On a

n-1

T(r, @) <> N(r,1/@) + N, D) + S(r) (:=0,1,-+-,n—1)

ou
D = ”¢0’ """" 9¢n-—l“ .
Par conséquent, on a
n-1
(1) T(r) < 2_N(r,1/@:) + NG, D) + S(r)
k=0
ol
T(r) = max T(r, @1)
et

S < Olog T'(r) + log r)

sauf, peut-&tre, dans un ensemble de mesure linéaire finie.
Ici, d’aprés ’hypothése 1) et ¢; € Kiogr,

lim L0 _
700 logf‘

et d’aprés ’hypothése 2) et ¢; € Kioqr,
N(@,1/p) = O(logr) et N(r, D) = O(log r),

de sorte que I'on a de (1)
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T() < Olog T(r) + log

sauf, p2ut-étre, dans un ensemble de mesure lin2aire finie. Clest une
contradiction, parce que

. . O(logT(r)+logr)
1= hr?..i.nf T =0.

Cela veut dire qu’au moins un de ¢,,++-,c, est égal a O indentiquement. En
conséquence, d’aprés I’hypothése d’induction, on a

= =+=c¢c, =0.

THEOREME 1. Soit =0, S n) B=1) un systéme donné dans le
plan fini tel que '

(2) lim LES) _ o
e log7
o fo,*+,fn sSont entiéres sans zéros communs a toutes. Alors, s’il n'existe
entre les fonctions f,,+++,fn que AN, relations linéaires, homogénes
indépendantes a coefficients appartenant a@ Kigr au plus (N, <n), le nombre
de combinaisons de fo,+++,fn linéaires, homogines & coefficients apparte-
nants & Koz et wayant pas de zéros communs & tous, excepiionnelles au
sens de Picard et linéairement indépendantes n+1 & n+1l est au plus
égal a n+[—~———n ]
n—An,

DEMONSTRATION. On applique une méthode de Dufresnoy ([4]) & notre
cas. Supposons qu’il y ait #+1+ s combinaisons des fonctions fo,«++,fa
linéaires, homogénes a co-:fficients appartenint a K, et n’ayant pas de zéros
communs a tous, exceptionnelles au sens de Picard et linéairement indépendantes
n+l a n+1l:

Fli = aﬂqf:: (P::o: 1,“',7’l+[.l-)

=0

ol les a,, € Kiogr et aucun des déterminants d’ordre #+1 que l’on peut extraire
du tableau des coofficients @,, ne soit pas identiquement nul. Il suffit de
considérer le cas ot p>0.

Soit A =(a,)i=::::» la matrice déterminée par a,, alors on a |A|=0,
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(FO»Flr' * ',Fn)t = A(f(l'fh' * "fn)‘

et au moins un rapport mutuzl entre F,,-+-, F, est transcendant en vertu de
(2) et du lemme 2. De plus, le nonbre de relatioas lin2aires, homogénes
indépendantes & coz=fficients appartenant & K, entre les fonctions fo,<++,fa
est égal A celui entre les fonctions Fy, -+, F,.

Représentons Fpiy,+ ¢, Fuyy par F,,++«, F,, alors, 02 a

Fnu:Zaqu (j=1v2;""l"‘)
q=0

ol les a;, sont des fonctions rationnszlles que I'oa peut calculer & partir des
a,. La condition d’indépendance linaire #+1 & n+1 se traduit maintenant
de la facon suivante: Tous les déterminants, d’ordre quelconque, que 'oa pzut
extraire du tableau

le! all »y* " aln

Qg Az ** 5 Aoy

CEC R B O N B

Aoy Rpy s * 5 Qun

ne sont pas identiquement nuls.
D’aprés le lemme 3, puisque la combinaison

EanFa

=0

ne présente qu'un nombre fini de zéros au plus, les fonctions Fy,«+-, F, se
repartissent en un certain nombrz de classes ‘jouissant des prooriétés suivantes :

1) chaque classe, sauf une pzut-étre, conpread deux fonctioas au mo.ns;

2) les rapro:ts mutuels d’'une méme classe sont rationnels ;

3) la combinaison considérée est conme de combinaicons partielles, chacune
de celles-ci faisant in‘ervenir les fonctions figurant dans l'une des classes; a
I'exception de l'une d’elles, les combinaisons partielles sont identiquement
nulles.

Sl y a ¢ classes (c=2), le nombre total des combinaisons partielles
identiquement nulles est égal 4 (c—1)u et on voit facilement quz ces com-
binaisons sont indépendantes n+1 4 n+1. Le nombre de celles qui portent
sur les p fonctions F, appartenant a4 unz classe n: peut dépasser p—1 et le
nombre total ne peut dépasser . '
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i(pi-—l)=n+1—c.

=1
Par conséquent, on a
(3) c-Dp=n+1-c.
D’autre part, I'existence d’'une classe de p fonctions implique I’existence de
p—1 relations a coefficients appartenant a K.~ (les rapports mutuels d’une

méme classe étant rationnels).
L’existence des ¢ classes entraine

2= =n+1-c
i=1

relations; d’ol1

(4) n+l—c=2»,.

Des inégalités (3) et (4), on a

n+l—c n n
< = -1 -
b= c—1 1 1

ce qui etablit le théoréme.

COROLLAIRE 1.

N, ,(f) < min (n+xc+1, nt |2 ]) :
P

1 . n .. .
|§ n+n.+1si N, = A en particulier, si A, =N\..

N.B. 1. n+[n—7\,,,a 1’

] = 2n parce que 0=\, =\, =n—1
P

NB. 2. n4+r+1=2n et n+[

dans notre cas.

2-3. Combinaisons exceptionnelles au sens de Nevanlinna. Soient

Soreoyfn ®=1) n+1 fonctions entiéres sans zéros communs a toutes.
Supposons qu’il y a A, relations linéaires, homogénes indépendantes & coefficients
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constans entre les fonctions fy,+++,fa:
n
Zaﬂ“f,=0 (i=1,"‘,kc;0§hc§_n—1).
=0

Alors, il y a n+1—2. fonctions entre les fonctions fo, « « +, fs, (soient, fo,« -,
Ja-2), telles que

”foifl s ,fn—lcn * 0

et
“fo;fl""’fn—lcyfjnzo (j=71‘—7\;¢+1,"',72).

On dit telles fonctions fq,««+, fa-s, une base du systéme f = (fo, -, f0).
Dans ces situations, on a le

THfEORéME 2. Soient F\, F,,---,F, q combinaisons linéaires, homogénes
a coefficients constants des fonctions f,,« -+, f, et linéairement indépendantes
n+1 a n+1. Alors, on a

=+ 1= )t 1} T, ) < 3 Nooalr, 0, F + SG

i=1

o S(r) est le terme d’erreur comme dans le théoréme fondamental de
Cartan ([3)) et

N, 0, F) = 3 log* |-~ |

k ax
ot {ai}i= sont les zéros de la fonction F différents de lorigine, chaque
zéro étant compté autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de

multiplicité si celui-ci est inférieur a n—a, et n—A\, fois dans le cas
contraire.

DEMONSTRATION.  Soient Fe,«++,F,, n+1 fonctions quelconques des
fonctions Fy, -+ -, F,. Alors, il y a A, relations linéaires, homogénes indépendantes
a coefficients constants entre les fonctions F,, -« -, F,, comme entre les fonctions
Jos+++.fn On peut extraire » + 1 — A, fonctions (soient Fy,,+++,F, ,) des
fonctions F,, -« -, F,, telles que ¢

n-1,

(5) f.f:ZBHFGa (j=0’1,---,7l)

i=0
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et

(6) F.,,=l§'yiqu‘ (k=n+1—N; e n).
De (5), On a

(7 BlFas« s Fop, | =1 foy e e ol #0

ol @ est une constante. Des équations (6) et (7), on a, pour 2 =n+1—2,
c o0 N n’

(8) Bl Fo Foo o -+, Fop | = S0y e s faall £0

par exemple, ot B, est une constante. En utilisant (7) et (8), on a

Fl.......pa _ Ma
ks oo -2 Ao+1
BHFGM oo Fq'n—xc" . \ II /31:” Fan Fq" e, Fq,,_lc" “fo ’ f c“
=n+1~2,

En suite, comme dans la démonstration du théoréme fondamental de Cartan,
on a le résultat.

N.B. Soit A.=0, alors, on a le théoréme fondamental de Cartan; soit
M.=n—1, alors, on a une réponse pour la conjecture de Cartan dans le cas
A=n-1 ([3)).

COROLLAIRE 2. Le nombre de combinaisons des fonctions fo,+* . fa
linéaires, homogénes & coefficients constants, exceptionnelles au sens de

Nevanlinna et linéairement indépendantes n+1 & n+1 est au plus
dénombrable.

Puis, on considére sur le nombre de combinaisons F telle que
SF)=1.

LEMME 4. Soient fo,+++,f, (v =1) v+1 fonctions méromorphes d’ordre
JSini dans le plan fini, U(r) une fonction réelle, positive, croissante pour
r=0et imUQ@) = oo, ¢5,++,c, v+1 fonctions méromorphes dans le plan

T—s00

Sini telles que
1) pour tout i + j,
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oo > lim sup —T-%‘gg& >0;

7—r00

2) pour tout i=0,1,---,v,

. N(r,0,f) _ . N@.f) _ .
mTuen C0 o muey T
et 3) pour tout i=0,1,+-,v,
. T(ric) _
I~y =0
Si
Z cfi=0,
i=0
alors,
= =--r=¢,=0.

DEMONSTRATION. On démontre ce lemme comme dans la démonstration
du lemme 3. 1) Le cas ol » = 1. Triviale. 2) On suppose que ce lemme soit
valid pour v=1,¢¢+,»—1 v =2). Sic,*£0,-+-,¢, =0, soient

= --——c"f‘ ) = ces —_
¢i - cvﬁ (Z 0) 1’ » ¥ 1) ’
alors,
Pt @+ t@a=1.

De plus, @¢, -+, @, sont linéairement distinctes. En effect, si, pour des
constants a

v=1

Zaicp,=0 o

im0

(al) * (0) ’

c’

alors,

v—-1

Sacifi=0 et (ac)=(0).

1=0



302 N. TODA

Mais, d’aprés ’hypothése d’induction,
(aic) =(0).

C’est une contradiction. En appliquant le lemme 1 & @,,+++, 9,4, on a

v—1

(9) T(r’¢i)<zN(r’1/¢k) +N(T,D) +S(7') (i=0)"')v—1)9

k=0

\

ol
D=|@y,- -, @l .

Iei,

(10) T, filf)—T(re) — T(r,c) — OQ) <T@, @),

1) NG, 1/9) < N(r,0,f) + Nr,0,f,) + T(r,c) + T(r,c,) + OQ)

et

v=1

12) N(r, D) < (v+1) Z (N, f) + T, c)}

+ v+ 1) {Nr,0,£) + T(r,c,)} + OQ).

En combinant (9), (10), (11) et (12) et utilisant les hypothéses 1), 2) et 3),
on a

0<limsup—mﬁ{7ﬁ§f—")=0.

T—+00

C’est une contradiction, par conséquent, au moins un de ¢,,++-,c, est égal a
0 identiquement. De plus, en vertu de I’hypothése d’induction, on a

=c=r=c¢=0.
Dans le cas d’ordre infini, on a

LEMME 4. Soient f,,+++.f, (w=1) v+1 fonctions méromorphes dans
le plan fini telles qu’'au moins un rapport mutuel entre elles est d’ordre
infini, U(r) une fonction réelle, positive, croissante pour r>0 et limU(r)

700

=00, Co,*+*, ¢, v+1 fonctions méromorphes dans le plan fini et E= UUEf;,

k=0 $<j
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ou Efj est Uensemble exceptionnel dans le deuxiéme théoréme fondamental
de Nevanlinna pour (fi/f,))®, tels que

1) pour tout i+j,

I filf)

0o > lln’rl_'Smup U0 >0;
reE®
2) pour tout i=0,+--,v,
i N0, fi) . N(rf) _
m =gey =0 et lim eyt =0

et 3) pour tout i=0,---,v,
1(r,c.) = oU(r))  (r— o)

sauf, peut-étre, dans un ensemble E.

Si

alors,

THEOREME 3. Soient f,,---, Jfo (n=1) n+1 fecnctions entiéres sans
zéros communs a toutes telles que

lim —¥—<~—r’f) = oo

- lOg T

Ol‘tf:(fo,"',fn).

[11 Sl 7’y a entre les fonctions f,,---,f. que . relations linéaires,
hnmogénes distinctes a coefficients constants, le nombre N, [(f) de combi-
naisons F des fonctions f,,«++,fn, linéaires, homogénes & coefficients
constants, linéairements indépendantes n+1 & n+1 et telles que

8(F)=1

est au plus égal a R+ No+1.
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[l Sl n’y a entre les fonctions fy,+-+,fn que A\, relations linéaires,
homogénes a& coefficients appartenant a K, et distinctes, le nombre de
combinaisons G des fonctions fo, -+, fn, linéaire., homogénes a coefficients
appartenant & K, et sans zéros communs a tous, linéairement indépendantes

n+1 a n+1 et telles que

dG)=1

est au plus égal a n+[n n?\. ]
—Ns

DEMONSTRATION. (I} Supposons qu’il y ait 7 + 1 4+ p combinaisons
linéaires, homogénes a coefficients constants, linéairement indépendantes z#4-1
an+tl:

quzaﬂqfq (P=0’17""n+l")

q=0
telles que, pour tout p,
3F,) =1

ou les a,, sont des constantes et aucun des déterminants d’ordre z+1 que l’on
peut extraire du tableau des coefficients a,, ne soit pas nul. Il suffit de
considérer le cas ou p > 0.

Soit A=(a, =%, alors, |A| %0,

(Fo,""Fn)‘ = A(fov"’,fn)‘
et
T(r, F)~T(r,f) (r— )
ou F=(F,,-+,F,;). De plus, le nombre de relations linéaires, homogénes
‘indépendantes & coefficients constants entre les fonctions fo,+«+,fa est égal a

celui entre les fonctions Fy, -, F,.
Représentons Fyiy,¢ ¢+, Foyy par Fy,+++, F,, alors, on a

(13) Fnﬂ:ZanFa (]-=1""’I")

g=0

o les ay, sont des constantes que l'on peut calculer a partir des a,,. La
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condition d’indépeadance linéaire 741 & n+1 se traduit main‘enant de la fagon
suivanie: Tous les déterminants, d’ordre quelconque, que I’on peut extraire du
tableau

 =1,---,
(ajq)ézo,...":;

ne sont pas nuls.

D’aprés le lemme 4 ou 4, ou on utilise T(r, f) au lieu de U(r), de (13),
les fonctions F,,--+,F, se repartissent en un certain nombre (=2) de classes
jouissant des propriétés suivantes :

1) chaque classe, sauf une peut-étre, comprnd deux fonctions au moins ;

2) les rapports mutuels d’une méme classe appartient a K} ;

3) chaque combinaison (13) est somme de combinaisons partielles, chacune de
celles-ci faisant intervenir les fonctions figurant dans l'une des classes; a
Pexcéption de I'une d’elles, les combinaisons partielles sont identiquement nulles.

Le nombre total des combinaisons partielles identiquement nulles est au
moins égal 4 p et on voit facilement que ces combinaisons sont indépendantes
n+1 a4 n+1. D’aprés I’hypothése qu’il n’y a que A. relations entre les

fo""’fna on a
[’*ékc;

ce qui établit le résultat.

[II] Supposons qu’il ait #-+1+ p, combinaicons linéaires, homogénes a
coefficients appartenant & K, et n’ayant pas de zéros communs a tous,
linéairement indépendantes n+1 4 n+1:

GP:mefﬂ <P=Oa1,"‘,n+lbf)
q=0

telles que, pour tout p,
G, =1

ou les b,,€ K; et aucun des déterminants d’ordre 7+1 que ’on peut extraire
du tableau des coefficients &,, ne soit pas identiquement nul. Il suffit de
considérer le cas ot u, > 0.

Représentons Gpyq, - .-, Gn+u, par G,,---,G,, alors, on a

(14) Gn+.f = ZﬁjaGa (7=1,---, ur)

q=0
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ot les B8,,€ K;. D’aprés les hypothéses,

: ﬁ(f) 0’ Gp) . . _]!(7‘, Gpl _
TG S0 ey =0
et en vertu du lemme 2, on a pour tout p#gq,
r,G,/G
T(r,G,/Go) _

R (V)

On peut appliquer le lemme 4 ou 4 & chaque combinaison (14) comme
U(r) = T(r,f), alors, les fonctions G,,---,G, se repartissent en un certain
nombre (=2) de classes jouissant des propriétés “1), 2) et 3)’ dans la
démonstration [I] de ce théoréme. En suite, on peut calculer comme dans la
démonstration du théoréme 1 et obtient le résultat en utilisant le fait que le
nombre de relations linéaires, homogénes indépendantes a coefficients appartenant
a K, entre les fonctions fy,++-,f» est égal & celui entre les fonctions

Goa""Gn-

NB. #n+A+1=27n et n+[_”—

n—ng
Nr =n-1.

]éZn parce que A, =n—1 et

COROLLAIRE 3. N, ()= min(n+7\,c+1, n+ [n_nx—b
iy

2-4. Combinaisons exceptionnelles au sens de Borel. Dans cette section,
on précise des résultats dans [6]. Il faut le

LEMME 5. Soient v+1 fonctions méromorphes dans le plan fini
g0+, g, vérifiant une relation linéaire a coefficients ¢, (1=0,++,v)
appartenant a K,

> ¢g:=0
i=0

et satisfaisant, en outre, aux codnitions suivantes:
1) Aucun des rapports g./g; (i+j) n’appartient a K,;
2) Pour tout i=0,+-+,v, les ordres de N(r,0,g,) et de N(r, g;) sont plus
petits que p (ou finis si p=co).
Dans ces hypotheéses, on a
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DEMONSTRATION. Si tous les rapports mutuels entre les g; sont d’ordre
fini, ce lemme reduit 4 ce qui est donné dans [12]. On considére sur le cas

contraire.

Comme dans la démonstration du lemme 3, utilisant les mémes notations,

on arrive a

v—1

(15) T(r) < > Nr,1/@.) + N(r, D) + S(r)

D= ll@gg, @l
et

S(t) < O(log T(r) + log )

sauf, peut-étre, dans un ensemble E qui consiste de certains segments dont la

longueur totale est finie.
Ici, on note que

lim sup l—oﬁ)% = lim sup Lolgogy(;)
reE®

On peut démontrer facilment que, d’aprés 2) et ¢, € K,
Nr,1/pr) (k=0,1,---,v—1) et N(r,D)

sont d’ordre fini. Maintenant,

lim sup lglgogl,(;l = co,

reEC
par conséquent, on a de (15)

0= p < oo

ol p’ est ordre du coté droit de (15). C’est une contradiction.

que ce lemme est valid.

Il en résulte

THEOREME 4. Soient fo,++,f, (n=1) n+1 fonctions entiére sans
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zéros communs a toutes telles que lordre du systéme f= (fo -, n) est
égal & p positif fini ou infini.

(11 S »’y a entre les fonctions fy,++-,fn que A\, relations linéaires,
homogénes indépendantes & coefficients constants, le nombre N,,[(f) de
combinaisons de fo,+<+,fn linéaires, homogénes & coefficients constants,
exceptionnelles au sens de Borel et linéairement indépendantes n+1 a
n+1 est au plus égal a n+ N .+1.

(111 S 7’y a entre fo,++,fn que N, relations linéaires, homogénes a
coefficients appartenant & Kiogr, le nombre de combinaisons de fo,+«+,fn
linéaires, homogénes & coefficients appartenant & Kz et nwayant pas de
2éros communs a tous, exceptionnelles au sens de DBorel et linéairement
indépendantes n+1 & n+1 est au plus égal a n+n,+1.

[(IIT] S vy a entre fo,-++,fn que N, relations linéaires, homogénes a
coefficients appartenant ¢ K,, le nombre de combinaisons de fyo,+«+,fn
linéaires, homogénes a coefficients appartenant & K, et n’ayant pas de
zéros communs a tous, exceptionnelles au sens de Borel et linéairement

indépendantes n+1 a n+1 est au plus égal a n+|:n n?\, ]
— N

DEMONSTRATION. [I] Supposons qu’il y ait 7 4+ 1+ p combinaisons
linéaires, homogénes & coefficients constants, linéairement indépendantes 7+1
an+l:

Hp=zapafq (P=0,1,"-,n+p)

q=0

telles que, pour tout p,
I’ordre de N(r, 0, H,) < p

ol les a,, sont des constantes. Représentons Hy.y,***, Huy par Hy, + -+, H,,
alors, on a

(16) Hyoy =T ayH, (=12, u)

q=0

ou les a;, sont des constantes. D’aprés le lemme 2 et

T(r,f)~T(r,H) (r— o)

on H=(H,,---,H,), on peut démontrer facilement qu’il y a au moins un
rapport entre les fonctions H,,+--,H, qui n’appartient pas & K, En
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appliquant le lemme 5 4 chaque combinaison (16), on a le résultat comme dans
la démonstration du théoréme 3 [I].

[II] On peut démontrer cette proposition comme [I] de ce théoréme.

[1II] Soit

F=icif{

i=0
une combinaison quelconque ou c¢; € K,, alors, manifestement,
Pordre de N(r, F) < p.

En utilisant cette propriété, on peut démontrer cette proposition comme
dans la démonstration du théoréme 1, ol on utilise le lemme 5 au lieu du
lemme 3.

NB. n4+A+1=2n, n+N,+1=2n et n+[———n——

]§2n parce que
o A

A=n—-1, A\, =n—1 et \, = n—1 respectivement.

COROLLAIRE 4. N, (f) = min (n+7»c+1,n+ [ n_’_zx ])
7]

3. Systémes au voisinage du point a linfini.

3-1. Preliminaires. On discute dans ce paragraphe, sur la localisation
des résultats donnés dans le paragraphe 2. Il y a un peu de différences entre
dans le cas du plan fini et dans le cas au voisinage du point & l'infini quand
on traite du nombre de combinaisons exceptionnelles. " .

Soient go,** *5 gn (7n=1)n+1 fonctions holomorphes dans Vz: 0<R=|z| <oe
sans zéros communs a toutes,

u(re®) = max logl g,(re®)|, |2zl =r=R

et

2z x
TC, g) = —217 f u(re™)do — —51”— f u(Re*)df .
0 0

On dit T'(r, g) la fonction caractéristique du systéme g=(go *-*, ga), qui
est convexe par rapport a log » (r=R), et le nombre

lim sup H__loglzg’(r;: 9



310 N. TODA

l'ordre du systéme g.
Soit

G(2) = augu(2) + - -+ + a.g.(2)

une combinaison des fonctions g, ---, g, lindaire, homogéne a coefficients
Ao, ***,a, qui sont méromorphes dans V. On définit que la combinaison G est
lacunaire, exceptionnelle au sens de Picard, de Borel ou de Nevanlinna comme
dans le paragraphe 2. On utilise, ici, les mémes symboles comme dans le cas
du plan fini pour la théorie de Nevanlinna dans V ([8],[9]).

Soit

Kiog (o0) ='ensemble de fonctions méromorphes a(z) dans Vj telles que
T(r,a) = O(log r) (r-—00) .

On note que les lemmes 1 et 2 peuvent étre localisés facilement d’aprés
des résultats dans [9].

3-2. Combinaisons exceptionnelles au voisinage du point a l'infini.
D’abord, on donne un théoréme qui n’est pas valid dans le plan fini.

THEOREME 5. Etant données n fonctions fi,+--,fn holomorphes sans
2éros dans Vg, linéairement distinctes et vérifiant la relation

fit e tfu=1,
on aura, pour i=1,+--,n,
T(r,f) = Olog r) (r—e0).
DEMONSTRATION. En utilisant le localisé du lemme 1, on a, pour

i:l’...,n,

T(r. fi) < iN(r, 1/f)+ N(r, D)+ S(r)

k=1

D=|f,--.fal

et

S(r) < O(log )+ O(log T'(r))
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sauf, peut-étre. dans le cas d'ordre infini, dans certain ensemble E de mesure
linéaire finie;

T0r) = max T(r, fo).
D’aprés I'hypothése, on a
T(r)<O(og T@)+ log r)

sauf, peut-étre, dans E. Il en résulte que

@)

lim inf "> <oo,

e lOg 7
de sorte que, T'(») étant convexe par rapport a log 7,

T(r) = Xlog 7) (rr->00).
On a le résrltat.

Il y a beaucoup d’exemples qui satisfont a ce théoréme. D’aprés ce théoréme,
on ne peut pas localiser un théoréme présisé de Borel cité dans [11] p. 117-118.
En conséquence, le théoréme de Dufresnoy cité dans le paragraphe 2 est changé
comme suivant.

THEOREME 6. Sodent focco fa (®=1) n+1 fonctions holomorphes
dans Vi sans zéros communs a toutes telles que

Oi‘f‘_‘(fo»"'yfn)-

[11 S’ rewiste entre les fonctions fy,«++,fn que A\, relations linéaires,
homogénes independantes a coefficients constants au plus, le nombre de
combinaisons des fonctions fo, -, fn, linéaires, homogénes a coefficients
constants, lacunaires (ou exce ptionnelles au sens de Picard) et linéairement
indépendantes n+1 a n+1 est au plus égal a n+ n, + 1.

(111 Sl nexiste entre fo,++-,fn que N, relations linéaires, homogénes
indépendantes a coefficients appartenant d Kog,(c0) au plus, le nombre de
combinaisons des fy,+ -, fn linéaires, homogénes a coefficients appartenant
a Koz (0) et n'ayant pas de zéros communs & tous, exceptionnellee au sens
de Picard et linéairement indépendantes n+1 & n+1 est au plus égal a

n+ [——~” J
. n—=N,
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En effet, on peut démontrer ce théoréme, en utilisant les localisés des
lemmes 2 et 3, conme dans les démonstrations des théorémes 1 et 3.
Le nombre “n+an.+1” est le plus petit grice a l’exemple 1 dans le
paragraphe 2.
N.B. 0=A.=N,=n—1, par conséquent. 2+ A, +1=27n et 7+ [—n—nT]
2 J
=2n.

On peut donner les localisations des autres théorémes donnés dans le
paragraphe 2 avec les mémes formes.

4. Systémes dans le cercle-unité. Dans ce paragraphe, on considére sur
le nombre de combinaisons exceptionnelles de fonctions holonorphes dans le
cercle-unité. Pour cet effet, il faut construire ’analogue de I'identité de Borel.
Dans ce cas, en vertu du théoréme suivant de Gartan [2], qui correspond au
théoréme 5, il y a quelques points & changer en comparaison du cas du plan
fini.

THEOREME DE CARTAN. Soient, dans le cercle-unité, p fonctions fi,+++,f,
holomor phes sans zéros, linéairement distinctes et vérifiant I'identité
iR+ - +f()=1.
Alors, on a

lim sup —m(rTL* =kp)
log 1—r

ou m(r)-—-ﬁgx m(r, fi) et k(p) est une constante positive qui ne dépend
v

que de p.

C’est-a-dire, ce théoréme suggére que, pour obtenir I'identité de Borel
dans le cercle-unité, la croissance de tous les rapports mutuels entre les

fonctions qui forment une identité doit étre plus rapide que log 1}-7’ .
Soit
U,=lensemble des fonctions méromorphes ¢ dans le cercle-unité

telles que T(r,c)=0 (log 1-];7‘)'

LEMME 6. Soient n fonctions méromorphes dans le cercle-unité fi+- -, fn
vérifiant une relation linéaire & coefficients appartenant & U,
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afit et fu=0

et satisfaisant, en outre, aux conditions suivantes :
1) Pour tous les rapports mutuels entre les fy,«+ <, fn,

lim fup%’i = co @ #7);
) log 1—7r
2) Pour tout i,
1 1
N, 1/f)= O(log 1—r> et N(r,f))= O(log 1—1‘)'

Dans ces hypothéses, on a

===, =0.

On peut démontrer ce lemme en utilisant le lemme 1 restreint au cercle-unité
(que Pon peut prouver facilement) comme dans la d3monstration du lemme 3.
De ce lemme, on a le

THEOREME 7. Soient fo,+++,fn (#=1) n+1 fonctions holomorphes
dans le cercle-unité sans zéros communs & toutes telles que

lim sup - = o0

r—1

T(r.f) .
1
log 1=

ou f=(fo,+++,fa)

[1] Sl n’y a entre les fonctions fo,+--,fn que N. relations linéaires,
homogénes indépednantes a coefficients constants, le nombre de combinaisons
F des fo,+«+,fa linéaires, homogéies a coefficients constants, linéairoment
indépendantes n+1 & n+1 et telles que

N#,0,F)=0 (Iog ) (r—1)

1—-r
est au plus égal a n+ A, + 1.

[11] S%l #’y a entre les fo,+++,fn que A, relations linéaires, homogénes
indépendantes a coefficients appartenant & U, le combinaisons F des
Sor oo os Jus linéaires, homogines a coeffieients appartenant ¢ U, et n’ayant
pas de zéros communs a tous, linéairement indépendantes n+1 a n+1 et
telles que
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N(r, 0, F) = o(logi{ 7_) (r—1)

est au plus égul a n+ [n—”)wj

En effet, on peut démontrer ce théoréme d’aprés le lemme 6 comme dans
les démonstrations du théoréme 1 et du théoréme 3 [I].

N.B. n+n.+1=2n et n+ {_7.1:7_1)“-] =2n parce que A, =n—1 et
N=n—1. )

En outre, en préparant des lemmes comme les lemmes 4 et 5, on obtient
des résultats dans le cercle-unité comme les théorémes 2, 3 et 4.

5. Dans le cas des fonctions algebroides. Soit f(z) une fonction
algébroides 4 n branches dans le plan fini définie par I’équation irréductible

(17) F(w, 2) = f(2)w" + fi(z)w" ™ + -+« + fu(2) =0

ou fo,+++,fn sont entiéres sans zéros communs a toutes et au moins un
rapport mutuel entre elles est transcendant. On dit, comme d’habitude, quune
valeur ou fonction méromorphe dans |2]| <o a est

1) lacunaire si F(a, 2z) n’admet pas de zéros;

2) exceptionnelle au sens de picard si F(a,z) nadmet quun nombre fini de
2éros ;

3) exceptionnelle au sens de Borel si 'ordre de N(r,0, F(a, 2)) est plus petit
que celui de f(2);

4) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

N(r,0, F(a, 2))

AT(r, f) >0

&a,f)=1—lim sup

ol F(oo, 2) = fi(2).

Sur le nombre du valeurs ou fonctions exceptionnelles, il y a beaucoup
d’études. On donne, ici, quelques améliorations en appliquant des théorémes
donnés dens les paragraphes 2, 3 et 4. Soit A, le nombre de relations linéaires,
homogénes indépendanths a coefficients constants entre les fonctions fo,+ <, fa-
Dufresnoy [4] a donné le résultat suivant comme une conséquence du théoréme

dans la section 2-1.
5

“Le nombre de valeurs lacunaires de f(z) est au plus egal & n+ [-n—n—;— J ?
— e
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Ce nombre ne s’abaisse pas en général.

Antérieurement a ceci, on a un résultat suivant (voir [12]):

“Le nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Picard est au plus égal
an+n+1"
De plus, Ghermanescu [5],[6] a donné un résultat intéressant suivant :

“Le nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Picard de f(z) ne peut
dépasser 7 + [ n } ”

7n— N

Mais, malheureusement, ce n’est pas nécessairement vrai. En effet, il y a

un exemple comme suivant.

EXEMPLE 2. Soient

Af(w) = P(w)/(w — 1), A(w) = P(w)/(w + 1), Af(w) = Hw)/(w — 2),
Aj(w) = P(w)/(w + 2), A(w) = P(w)/(w — 3) et Ayw)= P(w)/(w + 3)

six polynomes de w ou
P(w) = (w—1Xw+1)Yw—2Xw+2)Xw—3)w+3).
On considére 1’équation suivante en w :
Afw)fi(2)— A(w)fi(2) + A(w)fi(2) + Au(w)fi(2) + Adw)fi(=)
+ Adw)fi(2)=0
ob fu(2)=(2—1)¢", fi(2)=¢", fi(e)=—22¢, fi(R)=2"— 2 fz)=2 et fulz)=—z*
ou

(18) Fw,z)= Fy2)w* + Fi(z w* + Fy(2)w® + Fy(z)w’® + Fy(z)w + Fy(z) =0

\

ou

(Ao(l)fo st ,A5(_3)f5)t :V(Fu y* FS)I’
V=(ay)izt 8
a”=a£, ao=1, a2=2, asz = “'2, a4=3, a5=—3.

1l y a deux relations indépendantes entre les fonctions fo,« -+, fs:
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1
fo+fi +_2_f2=0

1 +f4 +f5=0

et pas d’autres. Or,
(Fos s oo, FY = VAL for + -, A(—3)f o)
et
jV=1 #0,

par conséquent, il n’y a que deux relations linéaires, homogénes et indépendantes
a coeflicients consatns entre les fonctions Fy, - -, F5. Les huit fonctions entiéres

K1, z) = A(1)fo(2), H(—1,2)=A(-1)f\(2),

2, z)= Ay2)f((2), F(=2,2)=As(-2)f(2),

F(3, 2) = A(3)fi(2), F(—3,2)=A(-3)f:(2),

Hoo,2)= —(2+2)e” et F0,2)= — 622+302
n'ont quun nombre fini de zéros. Cela veut dire que I’équation (18) est
irreductible, I’algébroide a 5 branches définie par (18) admet au moins huit

valeurs exceptionnelles au sens de Picard, qui sont exceptionnelles au sens de
Borel aussi parce que l'ordre de cette fonction est un, et A, =2, tandis que

5
5+[ 5_2’]—6<8—5+2+1.

L’exemple 2 signifie que le nombre “z -+ A, + 1” ne s’abaisse pas en général.

Alors, sous quelles conditions, peut-on changer “7+ .+ 1” en 7+ [ p” n)\, J?
— dve

On peut donner une réponse en appliquant le théoréme 1 et utilisant le lemme
suivant.

LEMME 7. Soit f(z) une fonction algébroide définie par (17). Alors,
on a pour F=(fo.fi,+,fa)

| T(r, )= T(r, F)/n| <O(1)
([15)).
THEOREME 8. Soit f(2) une fonction algébroide définie par (17). S'il
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n'existe entre les fonctions fo, -+, fn que N, relations, linéaires, homogénes
indépendantes & ccefficients appartenant & K.y, le nombre de fonctions
rationnelles, exceptionnelles au sens de Picard est au plus égal a
n +[ n_]

n—n, .

Comme une conséquence directe, si A, = A, on a le résultat de Ghermanescu
précédent.

Quant & la valeur exceptionnelle au sens de Borel, p étant l'ordre de f(2)
et A, le nonbre de relations lin2aires, homogénes & coefficients appartenant a
K,, Rémoundos [12] a donné:

“Le nombre N, de fonctions méromorphes appartenant a K, et exceptionnelles
au sens de Borel de f{z) est au plus égal & n+ A, +1.7
et Ghermanescu [6] a donné :

Np§n+[ n ]

n—n;

Mais, ce rétultat n’est pas valid nécessairement. En effet, on a le

THEOREME 9. Sous les situations précédentes,
[1] le nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Borel est au plus
égal a

n+n+1;

[II] e nombre N, est limité par

n
Np§n+[n__7w ]

On a [I] du théoréme 4 [I] et du lemme 7, et [II] du théoréme 4 [III]
et du lemme 7.

On note que le nombre “n+ A, +1” ne s’abaisse pas en général comme
I’exemple 2 le montre, par coaséquent, on a un exemple contre le résultat de
Ghermanescu. Mais, si A, = A,, il est valid.

Quant a la valeur exceptionnelle au sens de Nevanlinna, comme une
conséquence du théoréme 3 et du lemme 7, on a

THEOREME 10. Sous les situations précédentes,
[I] le nombre de valeurs a telles que

¥a,f)=1
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est au plus égal & n+ N, +1;
[II] le nombre de fonctions b appartenant & Kr et telles que

&b, f)=1

est au plus égal a n+[ n

n—A\r
homogénes indépendantes a coefficients appartenant & K;.

], M étant le nombre de relations linéaires,

On note, ici, que s’'il y a #+1 valeurs a telles que &a,f)=1, 'ordre de
f(2) est entier positif ou infini ([14]).

Les résultats dans les paragraphes 3 et 4 s’appliquent en particulier aux
fonctions algébroides aussi respectivement comme dans le cas du plan fini.
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