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Introduction. Ce travail generalise et ameliore les resultats de Pham
The Laϊ [16]. Par Γetude du noyau de la resolvante, methode employee
par S. Agmon, on obtient un equivalent avec estimation du reste pour
les valeurs propres d'un operateur non necessairement auto-adjoint,
d'ordre 2m, elliptique a Γinterieur, degenerant a Γordre k (k entier,
1 <; k 5g 2m — 1), sur le bord d'un ouvert borne regulier de Rn.

Dans le cas auto-adjoint et a Γordre deux, le comportement asymptoti-
que des valeurs propres a ete determine, pour un operateur particulier,
par N. Shimakura [17] pour la boule unite, puis par C. Nordin [11] pour
un domaine general; et pour un operateur plus general, par L. Vulis et
Z. Solomjak [18]. Pour une bibliographie plus complete sur ce sujet on
renvoie a [18] et aussi [15].

1. Notations et hypotheses. Soit Ω un ouvert borne de Rn, de
frontiere Γ, tel qu'il existe une fonction φ de classe C°° dans Rn qui
verifier

Ω = {xeRn,φ{x) > 0}

Γ = {xeRn, <p(x) = 0}

kgradφ(s) Φ 0 pour seΓ .

Pour m, keN, on considere les espaces de Sobolev avec poids:

W*l\Ω) = {ue 2f\Ω\ <pk/2Dau e L\Ω), pour \a\ ̂  m) ,

oύ a = (aίf •• ,an)eNn, \a\ = a, + + an, Da = A"1 Dp avec
Dj = —i(d/dXj). WH2(Ω) est un espace de Hubert pour la norme
(Σι«ι* Wφk/2Dau\\hiΩ)r

2. Si m - k/2 > 0, on a WkJ\Ω) a L\Ω) avec injec-
tion compacte, et WkJι2(Ω) est dense dans I/2(£?).

De meme si on note R\ = {x = (x\ xn)eRn, xn > 0}, on utilise les
espaces

WkJ\Rn

+) = {ue £f\R\\ xkJ2Dau e L\R\\ pour \a\ ̂  m} .

On considere la forme sesquilineaire:
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a(u, v) = ( φ\x) Σ aaβ(x)D°u(x)Dβv(x)dx .

Pour s 6 Γ, on note T8 Γespace vectoriel des vecteurs tangents en s a Γ,
SΓβ la sphere unite de T8 et v8 = grad^(s)/||grad^(s)||, \\x\\ = (Σ?=i^)1/2

designant la norme euclidienne d'un vecteur x = (xlf •••,&») de JR\ Alors
pour tout s 6 JΓ, ωeSTs on associe a α(w, v) la forme:

Σ ^()( vsDtγv{t)dt,
| α | = | j8 |=m

avec A = —i(d/dt).
On fait les hypotheses: 1 <; k <̂  2m — 1 et:
H 1) Pour tous a, β, aaβ appartient a Γespace &{Ω) des restrictions

a f l d e functions C°° dans Rn,

Pour \a\ = |/3| = m , xeΩ , aaβ(x) eR et ααi9(#) = α α̂(^) .

H 2) α(u, v) est fortement coercitive sur TF£/2(i2), c'est-a-dire: il
existe a > 0 tel que pour tout w e W^\Q) on ait:

Re α(w, u) ^ α||̂ ||?κj/2(ij)

D'apres R. Pavec (non publie) et P. Boero-R. Pavec [5] dans un cas
particulier, H 2) entraine:

il existe une constante c > 0 telle que pour tout x e Ω et ζ e Rn

on ait

Σ
pour tout s e Γ, coe STs, b8>ω est fortement coercitive sur
WkJ\R+).

2. Enonce des resultats. D'apres P. Bolley-J. Camus [6], [7],
Γoperateur A non borne dans L\Ω) associe a a(u, v) a un domaine D(A)
contenu dans W$m(Ω); 3ίφ) etant dense dans WH2(Ω), on dira que A
est la realisation de Neumann de Γoperateur differentiel

J ^ ( , D ) = Σ D\aaβφ
kD«).

\cc\,\β\=m

Avec les donnees et les hypotheses de 1), le spectre de A est constitue
d'une infinite denombrable de valeurs propres (Xj)jeN, telle que pour
tout ε > 0, il n'y a qu'un nombre fini de \$ en dehors de la region
{μ G C, |arg μ\ < ε} Alors, les λ̂  etant rangees par ordre croissant des
modules, si on note N(X) = ΣRe^ <̂  1, on a:

2.1. Si n < 2m/k, on a:
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JV(λ) = ( ω(x)dx Xn/im + O(Xίn-<hnm) ,

pour tout Θ verifiant 0 < Θ < (2m — kn)/(6m — kn — 2k), avec

(2.1) ω(x) = (2π)-nφ(x)~kn/2m [ dξ .
J Σ aaB(x)ξa + β<l\a\ = \β\=m

De meme Γoperateur β8tω, non borne dans L\R+), associe a b8fύ>(u, v) a un
domaine D(β8tΰ)) contenu dans Wϊw(Λ+)f et on dira aussi que β8iO) est la
realisation de Neumann de Γoperateur differentiel

&s,ω = _Σ_ a>aβ(8)(ω + vsDtY(t\ω + v8Dt)
a) .

De plus, seΓ et ωeSTg etant fixes, (β8tm D(β8t(ϋ)) est auto-adjoint positif
dans L\R+) d'apres H 1) et H 2); si (μά(s, ω))jeN designe la suite des
valeurs propres de β8t0) on a alors:

2.2. Si n> 2m/kf pour tout seΓ, ωeSTg, la serie

(2.2) Pj(s) =
n — .

convergente et sa somme est bornee sur Γ.

2.3. Si 2m/k < n < Am/k — 1 on a:

ΛjΓ/Λ \ 1 /ΎoW© . Λ (n—l)/(2w—fc) I /V\ (w-1)/(2m-k)-θ/2m T ^ ^ Λ \

pour tout θ verifiant θ <̂  inf (1/2, m(/cτι — 2m)/(2m — &)(&w — m)) eί si
7i ^ Am/k — 1 on a

N(X) - ( C(s)ds λ^-^/^- f c)

pour tout θ verifiant 0 < θ < m/(3m — k) et θ ^ 1/2,

(2.3) C(s) - (2ττ)1-Λ||grad 9>(β)||*ίl- >/cβm-*) Σ Λ(β) .

REMARQUE 2.4.

i) Si A est auto-adjoint on peut supprimer les contraintes θ <̂  1/2
dans Γenonce du theoreme 2.3.

ii) Si 2m/k est entier et si n = 2m/fc, d'apres [10], en adaptant la
methode de [14], on montre que

j\Γ(λ) = j ώ(s)ds \1/k Log (V/(2m-fc)) + O(λ1/fc) , avec
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dξ .

iii) Le theoreme 2.1 est vrai aussi pour toute realisation auto-adjointe
semi-bornee (A, D(A)) de <$f(x, D) dans U(Ω) telle qu'il existe q e Nf

(2m — k)q> n et D(Aq) c WHq(Ω).

3. Operateurs bornes dans L\Ω), (resp. L2(i?+)), a image dans

LEMME 3.1. Si m > nj2y toute fonction u e WkJ,\Ω) est continue dans
Ω et: il existe une constante c > 0 telle que pour u e Wkrl\Ω), xeΩ on
ait

n !2τn
f3 1) TZlίC) " ^ CQ)(Ύ^)~ kn/im \ L~. 11 ^.^ I 11/I |'"'"2Λ

DEMONSTRATION. On utilise la methode de [14].

On note ||2Ί|0>y,<2 la norme de T dans ^f(L\Ω),Hj(Ω)), ||Γ||of8m:fc>β sa
norme dans Sf(L\Ω), W2

k

m(Ω)), (E et F etant deux espaces de Banach,
J*f(E, F) designe Γespace des applications lineaires continues de E dans
F). De meme pour R%. Alors on a:

PROPOSITION 3.2. Soit T un operateur borne dans L\Ω) tel que son
image et celle de T* soient contenues dans Wk

m(Ω)f avec 2m — k> n.
Alors T est un operateur integral dont le noyau T(x, y) est continu et
borne sur Ω x Ω et verifie: il existe une constante c > 0 telle que pour
tous x, y eΩ on ait

(3.2) \T(x,y)\£

(3.3) \T(x,y)\£

(On peut enoncer la meme proposition avec Ω remplace par Rn

+ et φ(x)
remplace par xn).

DEMONSTRATION. Le debut de la proposition et (3.2) resultent d'une
proposition de [12] et de Γinclusion Wk

m(Ω) c H2m~k(Ω). Pour montrer
(3.3) on utilise (3.1) et des inegalites de [12].

PROPOSITION 3.3. Soit T un operateur borne dans L2(R+) tel que son
image et celle de T* soient contenues dans Wkm(R+)\ soit T(t, τ) son
noyau; alors si 2m — k > 1 il existe une constante c > 0 telle que pour
tous t, τ 6 R+ on ait

yo,*±) I x \Z>9 T)\ ^ C\LL ) VII -̂  I IO,2m:Jk,Λ4. 11 •*• I \θ,2.m:k,R + ) *

DEMONSTRATION. Comme pour (3.1) on montre qu'il existe c > 0 telle
que pour u 6 WkJ2(R+), t > 0 on ait:
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puis on utilise Γinegalite suivante qui resulte de [12]:

\\Tf\\wm{R+) ^ (|m|OiIw:* iιι+H|Γ*||o>,m:* fιι+) l /1 ||/|l(lFji

pour/6L 2 (Λ + ) .

PROPOSITION 3.4. Soit T un operateur borne dans L\R+) dont

Vimage est contenue dans Wk

m(R+) avec 2m — k > 1, et k > 1. Alors T

est un operateur nucleaire au sens de Gohberg et Krein [9], et la suite

G"i)iejv» IΛI ̂  IĴ BI ^ * ^ iΛil - — > 0, de ses valeurs propres verifie: il

existe une constante c > 0 telle que pour j ^ 1 on ait

(3.5) \μi\<c j - k .

DEMONSTRATION. D'apres [13] Γoperateur Q = (ΓΓ*)1 / 2 borne dans
L\R+) a son image contenue dans Wk

m(R+); soit Q(t, τ) son noyau; (3.2)
donne Γintegrabilite de Q(t, t) au voisinage de 0 et (3.4) la donne au
voisinage de +oo. Si (sj)jeN est la suite decroissante des valeurs propres
de Q, Γinegalite

demontree dans [9] et Γegalite

Σ Si = Γ Q(t, t)dt ,
i^i Jo

montrent que T est nucleaire.
Pour montrer (3.5) on applique (3.3) et (3.4) au noyau Qλ(t, τ) du resolvant
modifie de Q, Qλ = Q(I + λQ)"1, λ > 0:
Puisque ||Q*||Olo,ιt+ ^ c/\ et ||Q^||0,2TO:fc,Λ+ ̂  c\\Q\\0t2m:kfRjr, (3.4) donne

S D (+ +\rl+ <1 n\ —l+l/fc
M^V.t'j VJU/V ^ ^ L>/\t f

χ\Ίc

S λ l r k

Qx{t, t)dt. De Γegalite
0

Σ -1, . = ( Qχ{t,t)dt,
i ^ 1 Sj -j- Λι J Λ +

on deduit alors

Σ 1 ^ cX1/k, pour λ > 0 .

Ceci implique Γexistence d'une constante c > 0 telle que, pour j ^ 1, on

ait:
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Sj ^ cj~k

Alors (3.5) s'obtient a Γaide du resultat de [9] suivant: pour tout r > 0
^t n 6 N on a:

Π (1+ *• 1/1,1) ̂ Π ( l + ™,).

A ce stade on peut deja demontrer le theoreme 2.2: on se place done
dans le cas n > 2m/k et on peut supposer 2m — k> n, (sinon on consi-
dere βq

8fω avec q(2m — k) > n, les techniques de [4] donnant D(βq

tύ)) Q

Γ et STa etant compacts et les donnees regulieres, la proposition 3.4
appliquee a β~ι

ω donne Γexistence d'une constante c > 0 telle que pour
tous seΓ, ωe STg, j ^ 1 on ait:

La serie Σi^i^i(s) est done convergente et sa somme est une fonction
tornee sur Γ.

4. Ensemble resolvant de (A, D(A)). Dans ce paragraphe on donne
les calculs qui permettent, grace a une formule de A. Pleijel utilisee
d'abord par S. Agmon [3], de deduire le comportement asymptotique de
N(X) de Γetude du noyau de (A — λ)"1.

On note p(A) Γensemble resolvant de (A, D(A)). On a:

PROPOSITION 4.1. II existe K > 0 tel que la region

•soit contenue dans ρ(A) et il existe une constante c > 0 telle que pour
φQ on ait, d(μ) designant la distance de μ a R+:

\\(A - μr%fOt"υ'υ"' - d(μ)

DEMONSTRATION. Elle est identique a celle de [16]: on utilise la forte
-coercivite de a pour montrer (4.1) pour Re μ < 0, puis on considere
Γoperateur A! non borne dans L\Ω), de domaine D(Af) contenu dans
Wk

m(Ω) associe a

(4.2) a\u, v) = ( φ\x) Σ aaβ(x)DauD^vdx

on demontre Γestimation: il existe c > 0 telle que pour tous δ > 0,
ZeN, 0 ^ I ^ 2m, ue WL(Ω) on ait:

INIUfw) ^ c{δ2m-ι\\u\\wim{Ω) + δ-ι\\u\\LHΩ)} .
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On utilise alors un argument de perturbation d'Agmon [1] pour montrer
Γexistence de ̂ ? et Γestimation (4.1) dans cette region.

PROPOSITION 4.2. Pour tout μ e p(A), (A — μ)'1 est compact dans
L2(Ω) et pour tout ε > 0, il n'y a qu'un nombre fini de valeurs propres
de A en dehors du secteur {μ e C, |arg μ\ < ε}.

DEMONSTRATION. Comme dans [15], elle utilise la compacite de
Γinjection de H2m~\Ω) dans L\Ω) et la proposition 4.1.

PROPOSITION 4.3. Si 2m — k > n il existe une constante c > 0 telle
que

(4.3)

(4.4)

-μ\
<M

- Σ

d(μ)

1

si

si n <

k

2m
k

pour μ e

\μΓι-l/2m

S R e λ j — μ £ΐ Xj — μ ' d(μ) iai |λ, — μ\ '

pour μe&, \μ\ ̂  1 .

DEMONSTRATION. Comme dans [16], a Γaide de la proposition 4.2, (4.4)
se deduit de (4.3) dont la preuve suit; soit Gμ = {A—μ)~ι et Qμ^=(GμGμ)

1/2; Qμ

est continu dans L2(Ω), son image est contenue dans W\m{Ω) et d'apres [13],

Alors (4.1), (3.2) et (3.3) donnent:

0 ^ Qμ(x, x) ̂  c\μ\n/(2m-k)

d{μ)

0 ^ Q,t(x, x) ̂  cφ(x)-"n/2n
, pour μ

d(μ)

Si n < 2m/ky la seconde inegalite donne:

λμ\n/2m

Si n > 2mjk, en integrant la seconde inegalite sur Ω(\μ\~1/(2m~k)) et la
premiere sur Ω - Ω(\μ\-ι/{2m-k)), oύ

Ω(p) = {x e Ω, <p(x) > p) , pour p ^ 0 ,

on obtient
\μUn-l)/(2m~k)

\ Qμ(χ, χ)dχ
d(μ)



590 M. SABLE-TOUGERON J

la majoration Σi* i (Vlλi — J"l) ̂  \ Qμ(%> x)dx, demontree dans [9], donne

alors (4.3).
On note enfin, comme dans [16]:

(4.5) /W = Σ ^ , pour μ$R+

/si Re λy — μ

(4.6) J(λ) - - ί - ( /(μ)dμ , pour λ > 0 ,
2%π JLU)2%π

oύ L(λ) est une courbe orientee de'C joignant X — iaX1~θ/2m a son conjugue,
ne rencontrant pas JB+ et oύ α, θ e U, α > 0, 0 < 0 < 1.

(4.7) ^ = {μ e C, Re JH ̂  0} U {μ e C, |Im jκ| > #(1 +

pour 0 < θ < 1.

Alors on a:

PROPOSITION 4.4. Si 2m — k > n, pour tout θ, 0 < θ < 1, il existe
a > 0, e > 0, λ0 > 0 tels que X + ia\ι~θ/Zm appartienne a &θ pour X ̂  λα

v.(4.8) \N(X) - J(λ)| ̂  c(X1-^™
- (λ

DEMONSTRATION. Pour a > 0, Θ e ]0,1[, λ > 0, d'apres la f ormule de
A. Pleijel citee dans [16] par exemple, on a:

On note ζ = X + ίaX1~θ/2m; θ etant fixe on montre facilement qu'il existe
a > 0, λ0 > 0 tels que pour λ ^ λ0 on ait ξ e &θ et \ζ\ ^ 1. Alors (4.3)
et (4.4) donnent:

,/(!),<; Σ 1 + β ( J L Y , ί r - - > Πίl"/2m Si

<d(ξ)'

d'oύ (4.8) par une majoration immediate.

5. Demonstration du Theoreme 2.1: n < 2m/k. L'estimation de N(X)
s'obtient ici, comme dans le cas non degenere traite par S. Agmon [2],
par une etude du noyau de la resolvante a Γinterieur de Ω.

5.1. Cas oύ 2m — k> n. Pour xeΩ on note FXtμ(y) la solution
elementaire dans Rn de Γoperateur a coefficients constants:
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Ό) — μ = φ(x)k Σ aaβ(x)Da+β — μ , oύ μ£R+

on a, avec la notation (2.1):

oύ (—μ)-1+n^m est la determination holomorphe dans C — R+ qui est posi-
tive sur le demi-axe negatif.
Pour μ e p(A) on note Gμ(y, z) le noyau de Γoperateur Gμ = (A — μ)'1 et
pour a efi on note &a,μ la restriction a Ω de Γoperateur inverse de
(J*".(D) - ft H2m(Rn)) dans L2(ΛΛ).
Le resultat essentiel pour montrer le theoreme 2.1 est obtenu par applica-
tion de la proposition 3.2 et constitue la proposition suivante:

\Gμ(x, x) - Fx>μ(0)\

PROPOSITION 5.1. Soient θ > 0, β > 0, 0 + β < 1. 7Z ecmίe ώβs
constantes c > 0, α0 > 0, μ0 > 0 ίeiiβs gwe ^oi^r ίo^ί xeΩ on ait

\β\ n/2m+l-β/2m

pour μe&θ, ao\μ\ > φ(x)~{Zm~k)/β, \μ\ > μQ .

DEMONSTRATION. Le schema de la demonstration est classique:
pour x e Ω on considere Γoperateur borne dans L\Ω):

Tχ μr ~ ζχ r(Q — &χ μ)ζχ

oύ μ e /o(A), r e R verifie 0 < r < inf (1, ^(a;), φ(x)/2 supyei2||grad φ(y)\\), et
oύ ζβ, r est une fonction C°° dans 12Λ, a support contenu dans B(x, r) =
{yeΩ9\\y — x\\<r}9 a valeurs dans [0,1], valant 1 en x et verifiant
\\DaζXtr\\Loom ̂  cr~la], oύ c est independante de x et de r.

On ecrit:

oύ la fonction ηXtr possede les memes proprietes que ζx>r et verifie de
plus ηx,rζx,r = ζ,,,,..

Une inegalite d'interpolation classique appliquee a Ω(φ(x)/2), la
majoration \\u\\H2m(Ωp) ^ p~k\\u\\wim[Ω), et (4.1) donnent:

(5.1)

pour / e L\Ω), μ 6 ̂  - {0}. DΌύ:

(5.2) | |ζ,, rG,|U :,, f l ^ • * , pour
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D'apres [3] on a aussi:

(5.3) I I ^ U L .s ^ cφ(x)-kj/2ml-^—- , pour μ$R+.
d{μ)

On en deduit, en ecrivant
k

kΛv) Σ ah,a

, pour | ^ | ^d(μ)

Cette derniere majoration, (4.1) et (5.2) donnent alors Γexistence d'une
constante c > 0 telle que pour μe&, \μ\ > <p(x)* r~im~ on ait:

lko.l? ^ .

Pour estimer T2 on introduit pour peN — {0}, des fonctions φ2, -"fφpf

ayant les memes proprietes que ζx>r; on pose φx = ηXtr, φp+1 = ζXtr et on
impose φ3ψj+ί = φ3 +ί pour 1 ^ j ^ p. On montre facilement que Γon a:

ζx,rGμ[y]x,r, j y ] = — ζx>rGμ[^f9 φP]Gμ[^ff φ p - λ ] ••• Gμ[*s&lφϊ\ .

En ecrivant [Jbζ ψj] = ΣLo9 f c~A Σî ]α]̂ 2m-fe%,α Σr+v=« ̂ rv(^r^)-D% (5.1) et

des majorations simples donnent:

| | [ j ^ ŷlG^Ho.o.ί? ^ c-ί^Kr^a?)"*!^!)172111)""1, pour μ e &, \μ\ ^

De meme, en utilisant (5.3), on obtient une majoration analogue pour
\\[*&t <Pi\&a,t&z,r\\o,Q.a Alors ces estimations, avec (5.2), montrent que
pour tout p ^ 1 il existe une constante c > 0 telle que:

- p o u r

On sait done estimer Tβί/!ltr et aussi ϊ?f/lff. puisque A* est associe a α*(%, v) =
α(v, u) done aussi a une forme TΓ^/2(i2)-coercive.

On applique alors (3.3): pour tout p ^ 1, il existe c > 0 telle que

(5.4) \Gμ(x, x) - i

pour tous xeΩ, 0 < r < inf (1, 9>(αj), 9>(»)/2 s u p ^ ||grad φ(y)\\), μ e &,
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\μ\ ^ φ(x)k r-2m. Soit maintenant β e R, β > 0. On fait r = φ(x)k/2m\μ\^/2m

dans (5.4); on obtient il existe μ0 > 0, α0 > 0 tels que pour tout p ̂  1 il
existe une constante c > 0 qui verifie:

(5.5) |G,(*,*)-J?
n\n/2m+i-β/2m / / I n\i+{β-i)/2m \ p

pour tous xeΩ, μe& verifiant \μ\ ̂  μ0 et ao\μ\ > φ(x)~{2m-k)/β.
Soit enfin θ eR,0<θ<l. Pour 0+/S<l, on peut choisir p de faςon que

la quantite entre parentheses de (5.5) reste bornee independamment de
x e Ω et de μ e ̂  ceci donne bien la proposition 5.1.

COROLLAIRE 5.2. Soΐί /9 6 JB, 0 < θ < (2m - kri)l(βm - kn - 2k). II

e&θ, \μ\>existe c > 0, μ0 > 0 tels que I

DEMONSTRATION. Soit β > 0, 0 + /3 < 1. De la proposition 5.1 on
deduit

s ί - =

pour j e i e ^ , |JM| > μ0, avec ^ - (

D'autre part (4.1) et (3.3) donnent:

S I ff\n/2m-β{l-kn/2rn)/(2m-k)

\Gμ(x, x)\ dx ^ &-r± — , pour μ e & - {0} .
ΩΩIP) cί{μ)

Enfin on montre facilement Γanalogue de cette derniere inegalite pour
Fx>μ(0) avec μ&R+. Ces trois estimations impliquent:

(5.6). I \ (Gμ(x, x) - FU0))dx - - W^ - ίM"" 1 " L ° g I'1' S ί n =

par une puissance

pour μ e &θ, \μ\ > μo

θ etant fixe, la meilleure majoration de \ Gμ(x, x)dx

de \μ\ dans &9 est obtenue s'il existe β, 0 < θ + β < 1, tel que β >
2θ(2m - &)/(2m - fcτι) si n = 1, /3 ̂  20(2m - &)/(2m - few) si w ̂  2, ce
qui donne bien le corollaire 5.2.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. Puisque, d'apres S. Agmon [1],
pour μep(A) on a:

(5.7) [ Gμ(x, x)dx = Σ — /
JΩ i£i \ . — μ
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le corollaire 5.2 et la proposition 4.4 donnent: pour 0 < θ <
(2m—kn)/(6m—kn—2k), il existe c>0, λ o>O tels que pour λ ^ λ 0 on ait:

(5.8) \N(X) - J(λ)| ̂  cx
n/2m-θ/2m .

II reste a etudier I(X) dans &θ9 avec 0 < (2m — kn)/(6m — kn — 2fc). On
note

(4.3), (4.4), (5.7) et (5.6), en prenant β tres voisin de 1 — θ, donnent:

(5.9)

pour μ e &θ9 \μ\ > μ0, ε > 0 .

On choisit la courbe:

L(X) = {μ 6 C, μ = X + iy, aXι-θ/2m ^ \y\ ̂  aX}

Ό{μeC, \μ\ = (1 + α2)1/2 λ, Re μ ^ λ} .

Pour λ ^ λlf L(X) est contenue dans &$Γ[{\μ\ > μ0}; Γintegration de (5.9)
sur L(X) donne alors, avec la notation (4.6):

TYΛ \ *^Ίnfn 1 / //\—1+W/27Λ/-/// ^ * Λ\ €+^/2jw.-f"ϊi/2wt—(1~~^)(1—fcίi/2wι)/(2TO-"Λ)

2iπ JLU)

pour λ ^ λi .

Enfin un calcul simple de variable complexe donne:

% * S (-μ)~1+n/2mdμ -

(5.8) et ces deux dernieres majorations donnent alors le theoreme 2.1.

5.2. Cas oύ 2m — k <n. On considere A2q avec 2(2m — k)q > n;
avec les memes techniques que dans [4] on montre que le domaine D(A2q)
de A2q est contenu dans Wl%q(Ω). Des calculs simples dans les espaces
avec poids deer its dans [8] montrent que:

Af2q etant associe a une forme fortement coercitive sur D(Aq), on en

deduit, comme dans la proposition 4.1, Γexistence d'une region

^ 2 Ϊ = {{* 6 C, d{μ) ̂  ίΓ^l + Iμl)1"1/^9} ,

contenue dans p(A2q) et telle que pour μe&2q on ait aussi (4.1) avec A
remplace par A2q.
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Alors la proposition 5.1 et le corollaire 5.2 sont vrais pour le noyau
de (A29 — μ)~\ On montre facilement aussi Γanalogue de (4.3) et (4.4)
dans &2q; alors (4.8) est vraie pour N2q(X) = Σ d t e ^ ^ l . La fonction ω
associee a A2q etant la meme que celle associee a 4 on en deduit encore
le theoreme 2.1.

6. Preliminaires a la demonstration du Theoreme 2.3.

6.1. Un probleme variationnel dans R+, a parametre. ζ designant
un parametre de Rnl — {0}, on considere sur Wiί\R+) x WH\R+) la forme:

cξ(u, v) = \ t k Σ caβ(ξ, Dtyu(ζ, Dtγvdt ,
JO | α | = |jS|=m

oύ k, meN, 1 ̂  k ^ 2m — 1, caβ eR, caβ = cβa, Dt = —idjdt.
On fait Γhypothese:

pour tout ft) appartenant a la sphere unite SΛ_2 de Λ*""1, cω est fortement
coercitive sur WkJi\R+).

On note (Cm D(Cω)) Γoperateur non borne dans L2(R+) associe a cω

et (ftj((o))jeN la suite croissante des valeurs propres de Cω. On va
demontrer le resultat suivant:

PROPOSITION 6.1. On suppose 2m/k < n < 2m — k. Pour tout ξ e
Rn~λ — {0}, pour tout μ£R+, le probleme

(6.1) cξ(u, v) - μ(u, v)L2{R+) = (/, v)L2{R+) , pour tout v e WkJ\R+) ,

admet, pour f eL2(R+) une solution unique uμ dans W%2(R+) qui s'ecrit
a Γaide d'un noyau:

uμ(ζ,t)= Γr(f,/ι,t,τ)/(τ)dτ,
Jo

oύ r(f, μ, t, τ) est une fonction qui possede les proprietes:

(6.2) pour tous μ&R+, t, τ > 0, ξ π*r(£, μ, t, τ) appartient a L^R^1)

(6.3) pour tous μ&R+, t > 0, (f, r) H>r(£, μ, t, τ) appartient a L\Rn

+)

(6.4) pour tout μ&R+, (f, t) ι-*r(f, j«, £, ί) appartient a L\R\) et:

(6.5) ( n r(ί, μ, t, t)dζdt =
JΛ &—k

oύ PJ = 1 μj(ωyi~n)/{2m~~k)d(ύ.

DEMONSTRATION. La coercivite forte de cω sur WH\R+) implique
Γinclusion de D(Gω) dans Wlm(R+) et Γexistence du resolvant (Cω — μ)'1

pour μ$R+. De plus il resulte de la compacite de SΛ_2 qu'il existe une
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constante c > 0 telle que pour ω e Sn-2, μeR+ on ait:

IKO, - μ)-%,0,R+ ^ - ^ et \\(Cω~μ)-%,2m:ktR+^j&R+ ^ ̂  e t \ \ ( C ω μ ) % , 2 m : k t R + ^ j

Alors (3.2) et (3.4) donnent pour le noyau r(ω, μ, t, τ) de (Cω — μ)~ι

Γestimation: il existe une constante c > 0 telle que pour tous ω e Sw_2,
μ&R+, t,τ>Q on ai t :

(6.6) |r(α>, μ, ί, r)| ^ c'^1 et |r(ω, ^, t, τ)\ ̂  c{tτ)
d(μ) d{μ)

on fixe maintenant μ£R+. Pour ζ eRn~ι — {0}, le changement de variable
z — \ξ\t, avec les notations w(ξ, z) = u(ζ, t) et g(z) — f(t) transforme le
probleme (6.1) en:

Ceieι-i(w, v) - μ\ξ\-2m+k(w, v)L*{R+) - (\ξ\~2m+kg, V)LHR+) ,

pour tout v 6 WkJ2(R+).
Pour / donne dans L\R+)t Γunique solution vμ de ce probleme dans

W^2(iϊ+) est donnee par:

vtf, z) - |fΓw+fc Γ r(ί lίr1, ^ | ί |— + \ z, z')g{z')dz' .
Jo

Ceci demontre Γexistence et Γunicite de uμ et donne aussi la formule:

r(ξ, μ, t, τ) = |ί|—+*+1r(f Ifl"1, ^|ί |- 2

Alors les estimations (6.6) se traduisent par:

|r(ίf μ, t, τ)\ ̂  c(μ) et |r(£, i«, ί, τ)| ^

Ces majorations permettent de montrer (6.2), (6.3) et (6.4) et done aussi
d'appliquer le theoreme de Fubini pour ecrire:

\ r(f, μ, t, t)dξdt = \ \ξΓm+k Γ r(f \ξΓ, μ \ξ\~2m+\ s, z)dzdξ

L
1 f /Γ°° Λ,-1 + {»-1)/{2*-A) \

= _A_\ ( Σ1—7-τ dr)dω.
2m — k J-s%_2\Jo i^i rμs(ω) — μ I

La proposition 3.4 donnant μ3'((θ) ̂  cjfc pour tous ω e Sn-.2, j IΞ> 1, on a
aussi:

S
, r(g, μ, t, t)dξdt =

2 m — A i s i J«._ ί ^ J (α))j Jo . _ • • μ

\ r ΊΦ

Λ . -
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S CO

(r~1+a/(r — μ))dr — ( — μ)~1+aπ/smπa,
0

valable pour 0 < a < 1, μ £ R+, donne (6.5).

6.2. Etude de la resolvante d'un operateur modele dans R+. Sur
TF^2(/J+) x W^2(R+), on considere la forme

c(u, v) = \ Xn Σ caβD
auDβvdx ,, v) = \ xl Σ caβD

avec encore k, meN, 1 <; k ^ 2m — 1, cαί3 e Λ, caβ = c^α.
On suppose que pour tout μ <Q, c(u, v) — μ(u, v)L2^Rn, est fortement

coercitive sur Wri/2(/ί+). Alors pour ωeSn^2 la forme cω associee de
maniere evidente a c est fortement coercitive sur W^\R+).

On note (C, D(C)) Γoperateur non borne dans L\Rn

+) associe a c; pour
μ g Λ+ le resolvant Fμ — (C — μY1 existe et a son image contenue dans

Si de plus 2m — k> n, la proposition 3.2 donne Γexistence d'un
noyau Fμ(x, y) pour F^. On note enfin Fμ(xn, xn) au lieu de ^((0, xn)9

(0, xn)).

De la proposition 6.1, en utilisant les notations 6.1, on va deduire:

COROLLAIRE 6.2. On suppose 2πι/k < n < 2m — fc. Poitr μ&R+, on
a:

(6.7) Fμ(x%, xn)dxn (2πY
o 2m —fc

DEMONSTRATION. Comme dans Pham The Laϊ [15], on calcule Fμ(x,y);
on montre que pour tous x, yeR\ on a:

(6.8) Fμ{x, y) = (2πy- \ e^'-'^riζ, μ, xn, yn)dξ ,
JΛ^-1

les notations etant celles de 6.1:

Pour φe^(Rl), la fonction uμ(x) = 1 nFμ(x, y)φ(y)dy verifie en par-

ticulier: pour presque tout ξ eRn~\

ίfl,(f, -)eWH\R+) et

\cξ(uξ(ζ, •), v ) - μ(uμ(ζ, •), v ) L 2 ( Λ + ) = (φ(ζ, •), v ) L 2 ( Λ + ) ,

pour tout v 6 W»/2(i?+), oύ

Φ(ξ, xn) = (2πΓ-

est la transformee de Fourier partielle en x* de φ.
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D'apres la proposition 6.1 on a done:

^ ( α ' f xn) = (2ττ)- ( Λ-1 ) / 21 e*<*''*>(\ r(ζ, μy xn, yn)φ(ξ, yn)dyλdξ .
jRn-l \J0 /

(6.3) et le theoreme de Fubini donnent:

uμ(x', x«) = (2π)-{n~ί)/2 \ (\ β*<β' e>r(f, μ, xn, yn)φ(ξ9 yn)dξ)dyn .
Jo \JΛW-I /

(6.2) et ce meme theoreme donnent ensuite:

S °° f /f \

0 JΛ*~1 \JΛW~1 /

on a done montre Γegalite dans 2&\R\) de F^(x, •) et de

S ei<x'~yf>ξ>r(ξ, μ, xn, yn)dζ, pour presque tout xeR% Ces fonctions de

(x, y) etant continues dans Rn

+ x Λ+, on a bien (6.8).
Enfin (6.8), (6.4) et (6.5) donnent immediatement le corollaire 6.2.
Sur le noyau Fμ(x, y) on a aussi le resultat suivant, consequence

immediate de la proposition 3.2.:

PROPOSITION 6.3. II existe une constante c > 0 telle que pour tous
μ$R+ et ε > 0 on ait

foo \H\n/2m

(6.9) I iir.Y/K * Vdv < /.*!-*»/*»]

On donne maintenant des estimations sur Γoperateur Fμ qui seront
utilisees dans Γetude des commutants pour la demonstration du theoreme
2.3. Ces estimations sont basees sur un lemme, essentiel pour ameliorer
les resultats de Pham The Laϊ [16]: Pour r > 0 on note: B+(r) = {x e Rn,
\\x\\ < r, xn> 0}, et pour I, JceN,

WΪ(B+(r)) = {ue^\Bf

+(r)); xk

nD«u e L\B+(r)); \a\ ^ 1}

on munit WΪ(B+(r)) de la norme:

)= ( Σ

On a:

LEMME 6.4. Soient k, meN, k ̂  m. II existe une constante c > 0
telle que pour tous δ, r, 0 < δ ^ r ^ l , pour tous u e Wt(B+(ΐ)) et leN,
0 ^ I ̂  m, o^ αiί:

\L2{B+{1))} .

DEMONSTRATION. D'apres [8], IMÎ m+u)) est equivalente a ||«ίv
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si k ^ I e t a {\\v\\Hι-k{B+ω) + \\xlv\\HhB+{1))} si k < I.

Un resultat classique d'interpolation donne alors dans les deux cas Γex-
istence d'une constante c > 0 telle que pour tout p, 0<p<:i, tout leN,
0 ^ I ^ m, tout i; 6 TF* (J?+(l)) on ait:

Soit alors 0 < r ^ 1 et ue Wi(B+(l)). On sait y = rx, v(x) = u(rx)
dans cette inegalite; on obtient, pour tout α, \α\ ̂  I:

Σ I \ ( y ) \ \ L t l B + M )

d'oύ le lemme.

Pour 0 < ε ^ 1/2, on introduit une fonction ζ£ possedant les proprietes

(ζεeC~(Λ»), O ^ ζ ^ l , ζ, = l dans \\x\\^ε

(6.10) le support de ζe est contenu dans [|x|| < 2s, et

Du lemme 6.4 on va deduire:

PROPOSITION 6.5. II existe une constαnte e > 0 telle que pour μ & R+t

0 < ε ^ 1/2, \μ\ > e~2M+k on αit:

(6.11) HCίVlku.:*.!.!}. ̂ c J M .

(6.12) \\[C, ζ.]FP\UΛ.* + ^ ^L

DέMONSTRATiON. II existe une constante c > 0 telle que pour

on ait:

(6.13) HfVIU,. ^ ^ _ et ||F,||0,2ra_^_ f t)R» ^ J g L

pour 0 <̂  fe <̂  & .

Ces majorations et le lemme 6.4 donnent pour f eL\RX), 0 <*h <; fc,

0 ^ ϋ ̂  2m - h et 0 < δ ^ 2ε:

(6.14)
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on fait alors δ = (s*"A I^Γ1)1^2*"*' avec δ < ε; (6.14) devient:

(6.15) • \\Fμf\\w*-»{s+{2ε)) £ f

pour \μ\ > e~2m+k.

De cette estimation on deduit alors facilement (6.11) et (6.12).

7. Demonstration du Theoreme 2.3: n > 2m/&.

7.1. Cas oύ 2m — k> n. D'apres P. Boero-R. Pavec [5], pour chaque
point s de Γ il existe un voisinage Γ de s dans Rn et un difϊeomor-
phisme Θ8 de T dans B(l) = {xeRn

f \\x\\ < 1} qui possede les proprietes:

> 0.(8) = 0, 0β($r n Ω) Q{xe B(ΐ), xn > 0}, Θ8(T n Γ) S {«• e 5(1),
*• = <>}

• Γimage par θ8 de la normale e n s a Γ est contenue dans {x e /ί71,
a?' = 0}

• pour tout x 6 3^ la ii i έ m e coordonnee de ίβ(») est φ(x)

{7 1 i si /(#) designe la matrice jacobienne de θ8 en α?, J(s) est une
^ isometrie de T8 sur T = {xeRn, xn = 0}, *J(8) est une isometrie

de Γ sur T8 et Γimage par *J(β) de (0, , 0,1) est | |grad 9>(β)|| v.,
• si ρ8 designe la valeur absolue du determinant jacobien de Θ71,

Γ etant compacte, il existe ε0, 0 < ε0 ^ 1, tel que la boule {x e Rn,
\\x\\ <; ε0} soit contenue dans ΘJtfΓ) pour tout seΓ et tel que
Γapplication (s, h) t-» p8(Q, h) soit continue sur Γ x [0, ε0].

On note ^ = T Π Ω et U = 0.(^0. Par le diffeomorphisme 08 la
forme a est transformee en une forme c fortement coercitive sur l'espace
des fonctions de T7^/2(/ί+) a support dans U: la restriction a %f de Gμ =
(A — μ)" 1 est transformee en un operateur Aμ continu dans L\u), a
image dans W%m(U) qui verifie: pour feL\U), c(Hμf,v)—μ(Hμf,v)L2{ϋ) =
(ft v)mu) pour tout v 6 WkJ,\RX) a support dans U. Alors pour 2m—&>^t

Ĝ  et Hμ sont des operateurs integraux dont les noyaux Gμ(x, y) et Hμ(x, y)
sont lies par la relation:

Hμ(x, y) = G^.- 1^), Θ7\v))ρ.(y)

Pour etudier fli»(α5,2/) et par la meme Gμ(x, y) on va se ramener a la
situation de 6.2: on a

c(u, v)=[ xi Σ aaβoθ7ιPa(x, D)uPβ(x, D)vdx ,

avec (Pa(x, D)u)°θ8=z Da(uo0β); Pα(a;, D) est done un operateur differentiel
d'ordre \a\; on note Pά(O, JD) la partie homogene d'ordre \a\ de Pa(x, D),
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les coefficients etant figes en 0 et:

c'.(u, v) = [ xl Σ aaβ(8)P'aφ, D)uP'β(0, D)vdx .

Pour tout μ < 0, c'8(u, v) — μ(u, v)L2{R^ est fortement coercitive sur
WH2(RX); C[ etant Γoperateur non borne associe a c'8 dans L\R\), pour
2m — k> n on note alors Fμ(xf y) le noyau de Γoperateur (C'8 — μ)~\
μeR+.

On va utiliser d'abord la fin du paragraphe 6.2 pour demontrer le
resultat de comparaison suivant:

PROPOSITION 7.1. On suppose 2m/k < n < 2m — k. Soient θ, β e R+,
θ + β < 1; ΐί e#ΐs£e μ0 > 0 ίeϊ ̂ e pcmr s e Γ, JM e &θf \μ\ > ̂ 0 o^ ait:

- m h), θr\O, h))p,(O, h) - Fμ(h, h))dh

d(μ)2

DEMONSTRATION. Pour 0 < ε <; εo/2 on considere deux f onctions ζε

et ηε verifiant (6.10) et de plus τjεζε = ζe. Pour μ e p(A) on note

T£tμ — ζe(Hμ — Fμ)ζε .

Si ^ et &', designent les operateurs diίferentiels associes a c et c's
respectivement, on a:

Tε,μ = ζ»Fμηtfg>[ - ^)Hμζε - ζεFμ[yε, <έ?'8]Hμζε = Γx + Γ 2 .

Pour estimer Γx on ecrit ^8 — <& sous la forme

Σ^"Λ Σ (U*)-U0) ) f l "+ Σ^~Λ Σ Ph,«D°
t=0 |α|S2»-A *=0 |α|S2»-»-l

alors on a: pour fQL\R\),

(7.2)
. >

h—0

D'apres (4.1), Hμ verifie des inegalites identiques a (6.13) pour μe
- {0} done aussi les inegalites (6.15) avec feL\U) et μe& - {0}.
Ces majorations, (7.2) et (6.11) impliquent:

(7.3) iiΓjtuj a c^A βt ιιτ,ιu,,..;a|£t,

pour μ e &, \μ\ > e~2m~2m+k
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pour estimer Γ2 on introduit encore φu , φp verifiant (6.10) et <pί <pJ +i =
φj+1 pour 1 ̂  j <; p avec φt = ηε et φp+ι = ζε. On a:

De plus Hμζ, verifie aussi une inegalite de type (6.12) pour μe&,
μ\ > ε~2m+*. Alors, avec (6.11), (6.12) on obtient: pour tout p ^ 1 il
existe c > 0 tel que pour μe&, \μ\ > e~2m+k on ait:

(7.4)

Ayant des majorations identiques pour Γadjoint (7.3), (7.4), (3.2) et
(3.3) montrent que pour tout p Ξ> 1, il existe c > 0 tel que pour 0 < ε 5ί
eo/2, x,yeRn+, μe&, \μ\ > ε~2m+k on ait:

.Λχ. y)\ *

t i ^ f v)\ £

Soit alors β > 0; on fait ε = \μ\β/(2m-k> dans les inegalites ci-dessus; en
notant Hμ((0, h), (0, h)) = Hμ(hf h), de meme pour Fμ, on obtient: pour
\μ\ > μ0 ̂  1, μ e &f 0 < h < \μ\-'"*-*\

\Hμ(h,h)-Fμ(h,h)\^c
|μ|l+(»-i8>/(2»-*)

d(μf ( d{μ)

Soit enfin θ e R, 0 < θ < 1. Comme en 5.1, ces deux dernieres inegalites
montrent que pour θ + β < 1 on a:

I) - F,(fcf Λ)| S
djμf pour /«e ^ , \μ\ > μ0,

•-*' 0 < ft < |«|-*/»—».
fe, λ)| ^ cλ

On integre alors la premiere inegalite sur (0, \μ\~n2m~k)) et la seconde sur
(\μ\~ιn%m~h\ |^|"^/ ( 2 w~ f c )); on obtient la proposition 7.1 puisqu'on peut choisir
μ0 independent de s.

COROLLAIRE 7.2. On suppose 2m/k < n < 2m — k. On a
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Gμ{x, x)dx = 0(\μ\-1+(n-1)/{2m-k)) dans &θ avec

θ <; m{kn — 2m)I{2m — k){kn — m) si 2m/k < n < Am/k — 1
(7 5)

[θ < m/(3m - k) si n^ Am/k - 1

DEMONSTRATION. Pour ξ e Rn on a P'a{y, ξ) = O«/(0Γ1(3/))£)β done pour
ω G <SΛ_2, en notant ωs =

 fJ(s)(o), on a d'apres (7.1) et avec des notations
analogues a celles de 6.2:

c'8,ω{u, v)

Jo * α | = li8|=«» a s xn s xn

La i i έ m e valeur propre de c'8t(ύ est done |lgrad φ{s)\\hμs{89 ω8), oύ μά{s, ω8)
est la i i έ m e valeur propre de βtlWt. Alors le corollaire 6.2 donne, avec la
notation (2.3):

\~Fμ(xn,xn)dxn = | ί 2
Jo 2m —k \ 2m — k

On note ymtktn = π(w - l)/(2m - fc)(sin π{n - l)/(2m - fc))"1

Les propositions 6.3 et 7.1 impliquent alors: pour \μ\ > μOf μe
avec p = \μ\-β/u*-»

I ( G{x, x)dx - Ύm,k,n{-μ)-1+

I JΩ-ΩIP)
\μ\l+{n-l-β)/(2m-k) \β\n/2m-β(l-kn/2m)/{2m-k)

+

{ \
) \

ί'
Ce qui, joint a la majoration deduite de (4.1) et (3.3):

\μ\n/2m-β{l-kn/2m)/{2m-k)

1
\JΩ(P)

Gμ{x, x)dx , pour μ

donne enfin: pour \μ\ > μ0, μe

(7.6) I j ^ ^
\μ\ n/2m-β(l-kn/2m)/(2m-k)

d{μ)

par une puissanceθ etant fixe, la meilleure majoration de \ Gμ{x, x)dx

de \μ\ dans &e est obtenue s'il existe /S, 0 < ̂  + β < 1 tel que:

0(2ra - fc)/m ̂  /S ̂  1 - (2m - k)θ/{kn - 2m) ,

et ceci equivaut au corollaire 7.2.
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DEMONSTRATION DU THEOR^ME 2.3. Le corollairβ 7.2 et la proposition
4.4 donnent:

\N{X) - /(λ)| ̂  cλi(»-i)/(« -*)-«/«* pour λ > λ0 ,

θ appartenant aux intervalles (0, θn) decrits en (7.5) suivant les valeurs
de n.

On etudie encore J(λ): (4.4) et (7.6) donnent, pour μe&θ, \f*\ > Λo,
0 < θ + β < 1:

On choisit L(X) du meme type qu'en 5.1. Alors pour λ assez grand:

2iττ
< ; 0 ^ ( n - l ) / ( 2 m - f c ) K - ( l - 0 ) / 2 » I >^-iS/(2m-fc)+^/2m _ι_ ^—(l—i8)(*Λ—2I»)/2IΛ(2»—fc)

Enfin le meme calcul qu'en 5.1 donne pour λ assez grand:

7W cλ (n-l)/(2m-k)-0/2m

On a done: θ verifiant (7.5), pour tout β, 0 < θ + β < 1, pour λ assez
grand:

< Cλ* ( Λ ~ 1 ) / ( 2 m ~ f c ) (λί~^ / 2 m + X"^"^)/ 2 7 7 1 4- χ-β/W'm-k) + θ/2m I ^-(l-iS)(fcn-2m)/2»(2»-

On note /(λ) la parenthese de cette derniere inegalite et on fait

β = (2m - k)aθ/2m + (1 - α)(l - β) , pour 0 < a < 1 ,

dans /(λ). Alors /(λ) ̂  cX~θ/2m pour λ assez grand si θ <̂  1/2 et si:
il existe α e ]0,1[, 2m(4m — k — kn)θ/(kn — 2m)(2ra — 0(4m — fe)) < α <
2(m — ̂ (3m — k))/(2m — θ(4m — k)). Cette condition est toujours verifiee
si n ̂  4m/& — 1 et seulement pour θ < m(kn — 2ra)/(2m — &)(&^ — m) si
^ < 4m/fc — 1; mais dans ce dernier cas on voit facilement que pour
θ ^ 1/2 et θ <; ra(λw - 2m)I{2m - k){kn - m) on a /(λ) ̂  cλ"^/2m Log λ.
Ceci demontre le theoreme 2.3 dans le cas 2m — k> n.

7.2. Cas oύ 2m — k < n. On procede comme en 5.2 pour se ramener
a Γetude du noyau de {A2q — μ)~ι avec 2q{2m — k)> n, et on compare
ce noyau a celui de {B'8

2q — μ)~\
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