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1. Soit B(x, w) le processus du mouvement brownien réel défini sur
un espace probabilisé (W, &, P) et soit f(x, w) (0 <2 < 1) une fonction
aléatoire par laquelle on entendra dans cette Note une fonction réelle,
mesurable en (x, w) par rapport au tribu &, ; X & et satisfaisante a

la condition PB1 fiz, w)yde < + oo] = 1. On se donne ensuite un systéme
des fonctions ox?thonormales {®.} dans ’espace hilbertien réel L*0, 1) et on
considére la série aléatoire S, (f, @.)(@,, B) od (f, @,) = S' f@, w)p,(z)dz,
(@, B) = S @ (x)dB. La fonction f(x, w) est dite integrable (ou bien,

0
@-integrable) par rapport a la base {®,} si la série converge en probabilité

1
et dans ce cas, la somme, notée comme S f(z, w)d*B, est appelée 1’integrale
0

stochastique du type noncausal de f(x, w).

La nouvelle integrale, ainsi introduite par 1’auteur dans la recherche
sur le produit direct du bruit blanc ([1]), posséde les deux propriétés
bien remarquables: d’une part, elle est libre de la restriction de causalité,
c’est-a-dire qu’elle peut s’appliquer méme a des fonctions qui ne sont pas
adaptées a la famille des tribus #, = 6(B(y, w); y < «) (x = 0) et d’autre
part, elle contient l’integrale symétrique comme un cas particulier.
Notamment, l’auteur a démontré, dans l’article précédant [2], que si
f(x, w) est une quasi-martingale continue, adaptée a la famille {#,} bien
entendu, alors la fonction est integrable par rapport au systéme des

fonctions trigonométriques et I’integrale S f(x, w)d*B coincide avee
I’integrale symétrique S f(x, w)dB.

On s’interesse & eclaircir la condition d’integrabilité d’une fonction
donnée, qui dépend évidemment du choix de la base. Pour le moment,
on est trés loin de pouvoir donner une solution générale a ce probléme.
Considérons, par exemple, une fonction f(x, w) qui est integrable par
rapport 4 des deux bases, disons {®,} et {y,}. Méme dans une telle situ-
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ation particuliére, il n’est pas facile de savoir si la valeure de ’integrale
S fd*B par rapport a une base coincide avec celle de I’autre. Dans la
présente Note, on va montrer un résultat concernant ce sujet. Plus
précisément, on a a démontrer 1’énoncé suivant:

THEOREME. La fonction aléatoire, integrable par rapport au systeéme
des fomctions trigonométriques au sens de L'(W, P), est aussi integrable
par rapport au systeme orthonormal de Haar et les deux integrales coin-
cident Uune avec I’autre.

(Remarque) Dans cette note, on entend par lintegrabilité de f(x, w)
par rapport au systéme orthonomal de Haar, la propriété que la série,
(f, H,)(H,o, B) + 3o, 2% "~ (f, H, )(H,. B) converge en probabilité.
Pour la démonstration de cet énoncé, on fait intervenir une suite des
integrales de Stieltjes; _Z(f) = Sl f(x, w)dB™, ou {B™} sont les processus
approximatifs linéaires du B(x, ug) associés a la famille des partitions
dyadiques de lintervalle [0,1] et on cherche la relation entre la
lim,_.. Z(f) et Sl f(x, w)d*B. L’avantage de ce procédé est que l’on
peut obtenir, en "méme temps, quelques résultats sur le probléme d’ap-
proximation de l’integrale stochastique du type noncausal.

2. Soit {y, (®):t=0,1, .--,2"" — 1, n = 0} le systeme orthonormal
de Haar: 4 ,x) = 1, 9,2) = 2% [10n0-neun (@) — Lp-neisn,e=neiron (@)]
(n = 1). On désigne par {B™(x, w)},s: la suite des processus définis par;
B(z, w) = 3F5' (L iy B (@) 00 X, (&) = 272 1ppmnipmnan(@) €t ¥, i(@) =
80 X, (y)dy.

Etant donnée une fonction aléatoire f(x, w), on considére la suite
des integrales de Stieltjes: _Z(f) = Sl f(x, w)dB™ (n=1). On a a cher-
cher la convergence en probabilité (ie la suite et la relation entre la
lim, ... Z(f) et integrale S f(&, w)d*B.

Voici le premier résultat:

PROPOSITION 1. La fonction f(x, w) est intgrable par rapport a la
base {y, .} st et seulement se la lim, . 7 (f) existe en probabilité et dans

ce cas on a Uégalité, lim, .. Z(f) = S flx, w)d*B.

PREUVE. Puisque les fonctions {y, .}, {X,;} satisfont a la relation
(Y'm,iy Xa,7) = 0 pour tous ¢ et j lorsque m > n, chaque fonction X, ; peut
étre représentée comme une combinaison linéaire de nombre fini des 4,
(m £ n). Notamment,
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(n,0)
Xn,j(x) = (%; C(n, j; k, 'i)ql"k,i(w) ’
2(k—1)_y

ol on entend par le symbol 3V #% a(k, 1) la somme, a(0, 0)+37_, 3201 o(k, 1)
et par C(n, j; k, ) les quantités (X, j, ¥ ), qui satisfont a 1’égalité suivante:

2n—1
é C(’n, -7; k: ’L)C(n, .7; g, h) = Bk,gai,h (k, g é ’I’I,) .
Il en résulte que:
on—1 .
L) = T X s B

=S8 (5 weacm, 5 b DY W, BIC, 3 9, W)

»1)

(n,0) (n,0) . 27-—1 . . .
= 30 87 (£, 400 B) 3,Clm, 5 b, YC(m, 53 9, B)

= %_’,9)’ (f, Yo, ) (e, B), ceci démontre I’énoncé. C.Q.F.D.
(k,1)

Passons au cas de systéme des fonctions trigonométriques, {1, (x),
@), Py a@);n =1}, ol @,.(®) =1 2¢os 2nnx, P,.(xr) =1 2sin 2wnx.
Pour la convenience des notations, on désignera comme @, (x) = 1;, ;(x),
@, @) = 0. Alors ce systéme posséde un caractére bien remarquable

comme on le voit dans 1’énoncé suivant, qui est facile 4 vérifier et done
la démonstration est surprimée.

LEMME 1. Les fonctions {Po.;a =1,2, n = 0} satisfont a ’égalité
2n—1
% (xn,b q)a,'m)(xn,iy (pﬁ,h)

an,pam,h[ﬂr‘_—zi’ﬂf, si m=1
2"mxm
—h , 8t n=m=h=0, a=8=1
0 , autrement
ol a, B=1,2.
Grace 4 ce Lemme, on obtient le résultat suivant, qui avec la
Proposition 1 implique la conclusion du Théoréme.

PROPOSITION 2. Si la fonction f(x, w) est integrable au sens de
LYW, P) par rapport d la base {P,,.a =1,2, n =0}. Alors, la suite

1

{2} converge en probabilité et on a légalité; lim, .. 7 (f) =S f(x, w)d*B.

1
PREUVE. On décompose la quantité S f(z, w)dB™ en trois parties
0

comme suit;
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[, £@, 0B = S5, 10k B
=SS S () )P %0 HE 5 W 2000, B

=0 \m=0 a= h=0 =1
= Il + I2 + Ia ’
ou

om_1 (n22n o n2d® 2 o
L= 31{3 3 Pond@am LdHE 3 Uy 0a)@ssy B}

2m—1 (n22m 2 el 2 o
L= 3 {23 (f Pen)@em L} 3 3 Loy Po)@rrs B}

=0 m=0 a=1 h=n22"+1 B=1

2! oo

=3 S 3 PP L0 U B

=0 \p_po2n4y a=1
Quant aux termes I, I, il est facile de voir que lim,.. I, = 0, lim,_. I, = 0
en probabilité. En effet, pour terme I,, on a d’aprés le Lemme ’inégalité
suivante:

L= [ 3 (S350 el @am .0 ]

m=0 a=1

[T 3 St en@m B

i=0 Am=pno2nty F=1

[g {azil‘l f, ?a,m)z}(_ﬁin%__"?’n_ﬂ_)quz

27" mm

A

[T S St eu@em B |

1=0 \,_po2nyg a=1
1 o 1/2[ 2" —1 o 2 . 271/2
[ ra@wa] 5] S 50 pu@an B[
1=0 {m=pno2n4; =1

D’autre part, on a

ES| S 50, Pand@am B}

= m=2n2"+1 @=1

A

2m—1 o 2 o in 2—* 2
=% S S pr=z 5 [SnZimn]
1=0 g _pa2n 43 =1 m=n22" 41 2 mw

= ¢ (C: constant) ,

n

d’od on confirme que lim,.. I, = 0 en probabilité. De la méme maniére,
on peut vérifier que lim,..I, = 0 en probabilité. Afin de calculer le
terme I,, on le décompose encore en trois parties comme suit;

n22n 3 —n 2 2 .
=3 | SBE T S (f, o) P B = L+ L+ I,

m=0 L 27"m7



INTEGRALE STOCHASTIQUE 45

(ici, on entend (sin 2"mx)/2"mnx = 1 pour m = 0), ol

n22® 9
I4 = oy ag (f q)a 'm)(q)a my B) ’
o[n/2] s —n 2 "
L="3 {8220 [ 1} 5 (£, 2o @um B) et
m= mm a=1
nan : —n, 2 2 .
L= 5 ([T _ (] $ (f, Pen)Pam B -
m=2[n/2]41 27" mmw a=1

Si l'on pose S(k) = Seey Siei (f, Puyn)Pumy B), alors le terme I, s’éerit
dans la forme comme suit:

221

L= 5 [Stm)—Sm + 1)1{[3—“‘%]2 -1}

m=aln/2141 27""mm
n2n . —n 2 s —-n — 2
- 5 S('m)%[ sm_2 mrc} _ [sm_2 (m 1)7:]} + S(n2n + 1)
m=2ln/2141 27"mm 2™(m — Dz
1 [n/2]—n 2

Soit a, (0 =a, < a, < a,--+) le point ot la fonction [(sin 2x)/2x]* prend
sa k-iéme valeure maximum. Alors, la fonction [(sin x7)/2x]* etant mono-
tone dans les intervalles [k, a.), [a,, (k+ 1) (k=1,2, ---), on obtient
I’inégalite,

E|L| £ B|S@" + 1)| + E|S(n2" + 1)|

* o w8 [ - (]

2[n/2]1<m < na2n m=2ln/2]
< E|S@" +1)| + E|S(n2" + 1)|+ max 2E|S(m)]| z [__Sm ‘:ﬂ
L2

2[n/2]<m < n22n

< max ElS(m)l{ %ﬂ 1 + 2}

2[n/21<m<n2n 41 1 [?
<1 max E|S(m)|, do on obtient limE|L|=0.
3 aln/2l<mgma?niy n—o0

Pour le terme qui reste, on a l’inégalité;

L[ 335000 TS 5 @um BrfL - (S22 mm 1T

m=0 a=1 27"mw
<[] rte wae [ TE S @ {1 - (R

En appliquant ’inegalite, 1 — ((sinx)/x)? < «* a ce dernier terme on obtient,
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[n/2] . . —n tn/2]
'S 81 @ 87|t — (SREIE Y < 575 (oomy < 2z,

qui implique que lim,_. I, = 0 en probabilité. C.Q.F.D.

Afin d’obtenir ’énoncé inverse du Théoréme 1, il faudrait une dis-
cussion plus délicate qui semble nécéssiter une sorte de régularité de la
fonction f(x, w). Au lieu d’avancer a cette direction, on va se contenter
de donner le résultat suivant.

PrOPOSITION 3. Soit f(x, w) une fonction aléatoire. S’il existe une
suite des fonctions {f,(x, w)} satisfaisantes aux conditions (A.1)-(A.3) ci-
dessous:

(A.1) Pour chaque x fixé, f,(x, w) est measurable par rapport au
tribu F, =o0B2™™), 1=12,---,2" —1).

(A.2) 1imwm§1 | ful@, w) — Flo, w)'de =0 (en probabilité).

(A.3) La suite :)Z,(f,,) = Sl fulx, w)dB™ converge en probabilite.
Alors la fonction f(x, w) est i'roz,tegrable par rapport d la base {P,,.(x)} et
on a Végalité: S f@, w)d*B = lim, ... Z(£.).

Pour la démonstration de cet énoncé, on nécessite le

LEMME 2. (i) Pour chaque n fizé, les variables aléatoires {(Pa., B™);
a=12 k=0} sont mutuellement indépendantes. Plus précisément,
elles satisfont d la relation swivante:

E(@a,h, B(n))(gjﬁ,kr B(n)) = ,g_o (X"vi’ (p”‘rh)(x",i? ¢ﬁ.k) .

(i) Les deus tribus 7, et 7" = 0{(Pup, B— B™); a =1,2, k= 0)
sont indépendants.

PReUVE. (i) Comme (@,,, B™) = 375" (X, B)(X,.,, Pas), la relation
se résulte immédiatement du Lemme 1.

(ii) On note que le résultat (i) implique I’indépendance des variables
gaussiennes {(P,, B— B™);a=1,2, k>=0}. Dautre part, on a

. . 2”—1 . .
E(?a,h; B)(¢ﬁ,k; B(n)) = E 1;0 (Xn,i’ B)(@u,hy B)(xn,iy ?ﬁ,k)

2n—1
= 1:z=;) (xn,i, ?a,h)(xn,ir @ﬁ,k)
= E(Pap, B")Ps, B™) ,

ceci démontre 1’énoncé.
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PREUVE DE LA PROPOSITION 3.

33 (f, Pu) Py B) = A(F) + L+ L,

k=0 a=1
ol
L=3 5 (f = fu Put) Py B) et
L=3 3 (fo @) Pess B— B™) .

Le fait, lim,_.. I, = 0 en probabilité, étant évident d’aprés la condition
(A.2), on n’a qu’a démontrer que lim,_.., I, = 0 en probabilité. Considérons
le cas particulier ou les fonctions {f,} satisfont 4 la condition,

sup, K l | fole, w)|Pde = M < oo. Alors, en utilisant les Lemmes 1 et 2,
0
on obtient I’inégalité suivante:

E(L) = z_‘,o HE E(fu) Pai) I: iig%}j

=2 g1 - {5 ],

d’ou on obtient lim, . E(I)* = 0.
Pour le cas general, on a ’inégalité suivante:

PULI> &) < P[ |3 3 () Pes)@uss B — BV > o/2]
+ P[ kizo ag (fn - w},dy @a,k)(q)a,k, B - B(n))\ > 6/2]
= P |3 3 (2 PP B — B > ef2]

+ PBO | £.(x, w) e > M] :

ou ¢, M sont des nombres positifs quelconques et les {f¥} sont des fonc-
tions définies de la facon suivante: f)(z, w) = f,(x, w)l, ,,,]<S | fly, w)]%ly)
(0 =2 =<1). Remarquons que; ES | fal(x, w) *de < M, pour tout n.

Comme lim, ... P[| 35, S%es (2, o) Pasy B — B™)| > ¢/2] = 0 d’aprés
la discussion donnée en haut et comme on a, d’autre part, 1’égalité

lim, ... PHI | f.(, w) e > M:] — PU | f(, w)da > M] d’aprés la condi-
0 0
tion (A.3), on obtient I’inégalité suivante: lim, . P(L|>¢) <
l[ fx, w)|'de > M], M étant un nombre positif arbitraire, ceci dé-
0

montre 1’énoncé.
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