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Abstract. Deligne, Kazhdan and Vignéras proved that, for an inner form ofGLn over a
zero characteristicp-adic field, the induced representationfrom a square integrable irreducible
representation is irrreducible. Here we prove the case of non-zero characteristic.

1. Le théorème. SoientF un corps local non archimédien de caractéristique quel-
conque,D une algèbre à division centrale surF , de dimension finied2, r un entier stricte-
ment positif etG = GLr(D). Le but de ce papier est de montrer le théorème 1.1 plus bas
quand le corps de baseF est de caractéristique non nulle. Le cas de caractéristique nulle a été
prouvé dans [DKV] (Théorème B.2.d) et c’est là qu’apparaît l’idée d’utiliser le théorème de
Paley-Wiener. Leur preuve ne marche pas directement en caractéristique positive. On prouve
ici le cas de caractéristique non nulle, en utilisant la méthode des corps proches de Kazhdan.

THÉORÈME 1.1. SoitP un sous-groupe parabolique deG et soitP = LU une dé-
composition de Levi deP . Soitπ une représentation de carré intégrable deL. Alors indGP π
est irréductible.

L’importance de ce théorème vient de ce qu’il permet de passer de la classification de
Langlands à une classification plus fine, comme l’a montré Zelevinski dans [Ze] pourGLn

et, à sa suite, Tadić dans [Ta] pour les formes intérieures. Dans [Ta], l’auteur se place en
caractéristique nulle et le résultat que nous prouvons ici permet de lever cette contrainte.

2. Notations et conventions. On noteΨ (G) l’ensemble des caractères lisses non
ramifiés deG. L’ensembleΨ (G) admet une structure naturelle de variété algébrique. Siπ

est une représentation admissible deG, on noteΨ (G;π) l’ensemble de classes de représenta-
tions du typeψ ⊗ π , ψ ∈ Ψ (G) (Ψ(G;π) a une structure de variété algébrique isomorphe à
un quotient de la variétéΨ (G)). On note Grot(G) le groupe de Grothendieck des représenta-
tions lisses de longueur finie deG. Grot(G) admet deuxZ-bases remarquables, l’une formée
des classes des représentations irréductibles, l’autre formée des classes des représentations de
Langlands (voir les paragraphes suivants). Par la suite, nous regarderons une représentation
deG comme un élément de Grot(G) quand aucune confusion n’est possible.

Un sous-groupe parabolique deG est ditstandards’il contient le groupe des matrices
triangulaires supérieures, et un sous-groupe deG est dit sous-groupe de Levi standardsi
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584 A. BADULESCU

c’est la composante de Levi d’un sous-groupe parabolique standard et s’il contient le groupe
des matrices diagonales. SiL est un sous-groupe de Levi standard deG alors il existe une
partitionA1

∐
A2

∐ · · · ∐Ak de l’ensemble{1,2, . . . , r} où A1 = {1,2, . . . , r1}, A2 =
{r1 +1, r1 +2, . . . , r1 + r2} etc. telle queL soit l’ensemble des matricesM = (mij )1≤i,j≤r ∈
G telles quemij est nul si(i; j) /∈ ⋃k

u=1Au × Au. Nous identifions alorsL au produit
GLr1(D)×GLr2(D)× · · · ×GLrk (D). Les notations du paragraphe précédent s’appliquent
facilement alors à tout sous-groupe de Levi standard deG.

Si ν ∈ Ψ (L), alorsν = ∏k
u=1 νu, où νu ∈ Ψ (GLru(D)) et s’écrit doncνu = | det|cu ,

où cu est un nombre complexe. On dit queν eststrictement positifsi u �→ Re(cu) est une
fonction strictement croissante.

Nous appelonsreprésentation de Langlandsune représentation du type indG
Qν ⊗ τ où

Q est un sous-groupe parabolique standard deG, τ est une représentation tempérée du sous-
groupe de Levi deQ, etν est un caractère strictement positif. L’ensemble des représentations
de Langlands forme une base de Grot(G) ([DKV], A.4.f) que nous appelleronsla base de
Langlands. Nous appelleronsreprésentation de Langlands strictement induiteune représen-
tation comme plus haut avecQ �= G. On noteW(G) le groupe formé par les matrices de
permutation dansG qu’on identifie aussi avec le groupe des permutations de l’ensemble
{1,2, . . . , r}. Si L est un sous-groupe de Levi standard deG et g ∈ G, alors on pose
gL = gLg−1 (même notation aussi pour les paraboliques) et siπ est une représentation
deL, on notegπ la représentation degL définie pargπ(x) = π(g−1xg). On utilise aussi les
notations:Lg pourg

−1
L etπg pourg

−1
π .

Une représentation deG est diteessentiellement de carré intégrablesi elle peut s’écrire
comme produit tensoriel d’une représentation de carré intégrable et d’un caractère deG. Une
représentation est diteessentiellement tempéréesi elle peut s’écrire comme produit tensoriel
d’une représentation tempérée et d’un caractère deG. Ces définitions s’étendent de façon
évidente aux sous-groupes de Levi standard deG.

3. La preuve.
DÉMONSTRATION DU THÉORÈME1.1. On peut supposer queP est standard. Nous

montrons le théorème par récurrence sur l’entier strictement positifk tel queG = GLk(D) (D
est fixée). Pourk = 1 le théorème est évident. Supposons que le théorème est vérifié pour tout
k < r. Supposons maintenant par l’absurde qu’ilexiste un sous-groupe parabolique propre
P0 deG = GLr(D), une décomposition de LeviP0 = L0U0 deP0 et une représentation
de carré intégrableπ0 deL0 telle que l’induite deP0 àG de la représentationπ0 ne soit pas
irréductible. On sait qu’on a dans Grot(G):

indGP0
π0 =

s∑
i=1

aiτi

où lesai sont des entiers strictement positifs et lesτi sont des représentations tempérées deG

non équivalentes, et aucune parmi lesτi n’est de carré intégrable.
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IRRÉDUCTIBILITÉ EN CARACTÉRISTIQUE NON NULLE 585

LEMME 3.1. On as = 1.

DÉMONSTRATION. Supposons par l’absurde ques ≥ 2. On a alors deux cas:

Premier cas: Il existe uni ∈ {2,3, . . . , s} tel queτi /∈ Ψ (G; τ1). On peut supposer
quei = 2. Posons

{τ1, τ2, τ3, . . . , τs} ∩ Ψ (G; τ1) = {τi1 = τ1, τi2, τi3, . . . , τip }
et

{τ1, τ2, τ3, . . . , τs} ∩ Ψ (G; τ2) = {τj1 = τ2, τj2, τj3, . . . , τjq } .
Soient

α =
q∑
u=1

aju

et

β =
p∑
v=1

aiv .

On considère alors la forme linéairef sur Grot(G) définie sur la base de Langlands par:
(1) f (ρ) = α si ρ ∈ Ψ (G; τ1)
(2) f (ρ) = −β si ρ ∈ Ψ (G; τ2)
(3) f (ρ) = 0 si ρ est une représentation de la base de Langlands de Grot(G) qui

n’appartient ni àΨ (G; τ1), ni àΨ (G; τ2).
Remarque. Les conditions (1) et (2) ont été choisies de façon à ce que (1), (2) et (3)

impliquent quef (χ ⊗ indGP0
π0) = 0 pour toutχ ∈ Ψ (G). On a aussif (τ1) = α �= 0.

Deuxième cas: Pour touti ∈ {2,3, . . . , s} il existe un caractèreχi ∈ Ψ (G) tel qu’on
ait τi = χi ⊗ τ1. Pour une représentation tempérée donnéex, il existe, modulo conjugaison
dansG, un unique couple(L, σ ) avecL sous-groupe de Levi standard etσ représentation
essentiellement de carré intégrable deL tel quex soit un sous-quotient de indGLσ . Soit i ∈
{2,3, . . . , s}. La représentationτi est sous-quotient des l’induite àG de (resGP0

χi) ⊗ π0,
avec multiplicitéa1, et de l’induite àG de π0, avec multiplicitéai . On en déduit que les
ai sont tous égaux. Soit alorsf0 une fonction algébrique définie sur la variétéΨ (G; τ1)
par: si l est le plus grand entier tel que| det|2πi/ l ⊗ τ1 est équivalente áτ1 alors, pour tout
α ∈ C, f0(| det|α⊗)τ1) = elα.

Définissons cette fois la fonctionf sur la base de Langlands de Grot(G) de la façon
suivante:

(1’) f (ρ) = f0(ρ) si ρ ∈ Ψ (G; τ1)
(2’) f (ρ) = 0 siρ est une représentation de la base de Langlands qui ne se trouve pas

dansΨ (G; τ1).
Remarque. Dans ce cas aussi,f (χ ⊗ indGP0

π0) = 0 pour toutχ ∈ Ψ (G), tandis que
f (τ1) = 1 �= 0.

Nous allons montrer que la fonctionf vérifie toujours (qu’on soit dans le premier ou le
deuxième cas) les conditions de Paley-Wiener.
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586 A. BADULESCU

LEMME 3.2. L’application f s’annule sur toute représentation induite à partir d’un
sous-groupe parabolique propre deG.

DÉMONSTRATION. Se fait en deux étapes:
Étape1: f s’annule sur toute induite d’une représentation essentiellement de carré

intégrable d’un sous-groupe de Levi propre. (N’utilise pas l’hypothèse de récurrence.)
SoientP un sous-groupe parabolique propre deG, P = LU une décomposition de Levi

de P et σ une représentation essentiellement de carré intégrable deL. On sait (voir, par
exemple, [Ba1], Lemme 2.3) qu’on a deux possibilités:

- si σ est un produit du typeσ = ψ ⊗ σu oùψ est la restriction àL d’un caractèreΨ de
G etσu est de carré intégrable, alors indG

Lσ = Ψ ⊗ indGLσu,
- sinon indGLσ est une somme de représentations de Langlands strictement induites.
Maintenant, siσ est dans la seconde situation,f (indGP σ) = 0 par la construction de

f (condition (3) dans le premier cas et (2’) dans le deuxième). Siσ est dans la première
situation, alors on a encore une fois deux possibilités:

- ou bienL = L
g
0 pour ung ∈ G et il existe un caractèreθ deL qui est la restriction

d’un caractèreΘ non ramifié deG tel queσu = θ ⊗π
g
0 ; alors, dans Grot(G), on a indGLσu =

Θ ⊗ indGL0
π0, ce qui implique

f (indGP σ) = f (Ψ ⊗ indGLσu) = f (ΨΘ ⊗ indGL0
π0) = 0

(voir les remarques faites plus haut sur la construction def dans les deux cas),
- ou bien on ne se trouve pas dans cette situation; alors les séries de composition de

Θ ⊗ indGP0
(π0) et indGP σu sont disjointes pour toutΘ ∈ Ψ (G). La suite de composition

de indGP σu est donc formée de représentations tempérées, mais ne contient aucun élément
de

⋃s
i=1Ψ (G; τi). Cela implique que la suite de composition de indG

P σ = Ψ ⊗ indGP σu
est formée de représentations essentiellement tempérées mais ne contient aucun élément de⋃s
i=1Ψ (G; τi). Donc, encore une fois,f (indGP σ) = 0 par la condition (3) dans le premier

cas et (2’) dans le deuxième cas dans la construction def .
Étape2: Soit Grotind(G) le sous-groupe de Grot(G) engendré par toutes les représenta-

tions induites à partir de sous-groupes paraboliques propres deG. Les représentations induites
de représentations essentiellement de carré intégrable à partir de sous-groupes paraboliques
propres deG forment une famille génératrice pour Grotind(G). (Utilise l’hypothèse de
récurrence.)

Remarquons que l’hypothèse de récurrence implique que pour tout sous-groupe
parabolique propreP deG qui a une décomposition de LeviP = LU , toute représenta-
tion tempérée deL est une représentation induite d’une représentation de carré intégrable.
Par conséquent, toute représentation essentiellement tempérée deL est une représentation
induite d’une représentation essentiellement de carré intégrable.

Soit P = LU un sous-groupe parabolique propre deG. La remarque plus haut vaut
maintenant pour tous les sous-groupes paraboliques deL, propres ou pas cette fois. Mais
l’ensemble des induites des représentations essentiellement tempérées de tous les sous-
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IRRÉDUCTIBILITÉ EN CARACTÉRISTIQUE NON NULLE 587

groupes paraboliques (propres ou pas) deL est une famille génératrice de Grot(L) (car elle
contient la base de Langlands deL). L’hypothèse de récurrence implique donc que l’ensemble
des induites des représentations essentiellement de carré intégrable de tous les sous-groupes
paraboliques (propres ou pas) est aussi une famille génératrice de Grot(L). Cela prouve que
les représentations induites de représentations essentiellement de carré intégrable à partir de
sous-groupes paraboliques propres deG engendrent Grotind(G).

Pour vérifier les conditions de Paley-Wiener surf , il suffit, grâce au lemme 3.2, de
montrer que pour toute représentation irréductibleπ deG, la restriction def àΨ (G;π) est
algébrique. Pour cela, on écritπ sur la base de Langlands dans Grot(G). Il y a deux types
de représentations qui apparaissent dans cette écriture: des représentations essentiellement
tempérées deG et des représentations de Langlands strictement induites. Quand on fait le
produit tensoriel d’une représentation de Langlands strictement induite par un caractère, on
obtient toujours un élément de Grotind(G). Or, on a montré quef s’annule sur Grotind(G).
Donc, l’algébricité def surΨ (G;π) se réduit à l’algébricité def sur les variétésΨ (G; τ ) où
τ est une représentation essentiellement tempérée, qui est évidente par les conditions posées
à la construction def .

Doncf est une fonction trace par application du théorème de Paley-Wiener ([BDK]).
Soitf ′ une fonction surG qui correspond àf par ce théorème.

Rappelons qu’un élément deG est ditsemisimple réguliersi son polynôme caractéris-
tique est sans racine multiple sur une clôture algébrique deF , et elliptique réguliersi son
polynôme caractéristique est irréductible et sans racine multiple sur une clôture algébrique de
F .

LEMME 3.3. L’intégrale orbitale def ′ est nulle sur les éléments semisimples réguliers
qui ne sont pas elliptiques réguliers deG.

DÉMONSTRATION. On a vu que, pour toutσ ∈ Grotind(G), on avait trσ(f ′) = 0. Le
lemme est alors une conséquence classique en toute caractéristique (voir par exemple [Ba1],
Lemme 2.4).

La fonctionf ′ annule de plus les traces de toutes les représentations essentiellement de
carré intégrable, mais pas la trace deτ1. Montrons qu’il y a là une contradiction qui prouve
ques = 1 (on est toujours dans la démonstration du lemme 3.1). On distingue deux cas, selon
la caractéristique deF :

(a) F est de caractéristique nulle.

LEMME 3.4. L’intégrale orbitale def ′ s’annule sur les éléments elliptiques réguliers
deG.

DÉMONSTRATION. SoientZ le centre deG et ω un caractère unitaire deZ. Nous
allons utiliser l’espaceL0(Ge;ω) des fonctionsf localement constantes sur l’ensemble des
éléments elliptiques réguliers deG, invariantes sous l’action de conjugaison par des éléments
deG, et vérifiantf (zg) = ω(z)f (g) pour toutz ∈ Z et toutg elliptique régulier dansG. On
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588 A. BADULESCU

considère le sous-espaceL2(Ge;ω) deL0(Ge;ω) formé des fonctionsf telles que
∑
T ∈Te

|WT |−1
∫
T reg/Z

D(t̄)|f (t̄)|2dt

converge, oùTe est un ensemble de représentants des classes de conjugaison de tores ellip-
tiques maximaux deG, |WT | est le cardinal du groupe de Weyl deT , T reg est l’ensemble
des éléments réguliers deT , dt est choisie de façon à ce que le volume deT reg/Z soit 1, et
D(t̄) est la valeur absolue normalisée du déterminant de l’opérateur Ad(t−1)− Id agissant sur
Lie(G)/Lie(T ). On définit un produit scalaire dansL2(Ge;ω) en posant:

〈f1; f2〉e =
∑
T ∈Te

|WT |−1
∫
T reg/Z

D(t̄ )f1(t̄)f2(t̄)dt ,

qui munitL2(Ge;ω) d’une structure d’espace préhilbertien.
On sait que pour toute représentationπ deG de carré intégrable et de caractère cen-

tral ω, la restriction du caractèreχπ deπ àGe se trouve dansL2(Ge;ω) et les éléments de
L2(Ge;ω) ainsi obtenus forment une famille orthonormale pour〈 ; 〉e ([Cl], on est en car-
actéristique nulle). Une conséquence de la correspondance de Jacquet-Langlands avec une
algèbre à division est que ce système est complet ([Ba2], cor. 5.13, par exemple). À partir de
f ′ on définitf ′

ω en posant, pour toutg ∈ G,

f ′
ω(g) =

∫
Z

ω(z)f ′(zg)dz .

Nous avons la relation entre les intégrales orbitales

Φ(f ′
ω; g) =

∫
Z

ω(z)Φ(f ′; zg)dz ,
pour toutg ∈ G. Le lemme 3.3 entraîne donc que l’intégrale orbitale def ′

ω est nulle sur
les éléments semisimples réguliers qui ne sont pas elliptiques, i.e. qui n’appartiennent pas à
un tore elliptique maximal. Dans ce cas, la formule d’intégration de Weyl donne, pour toute
représentation de carré intégrableπ deG de caractère centralω,

trπ(f ′
ω) =

∑
T ∈Te

|W(T )|−1
∫
T reg/Z

D(t̄ )χπ(t̄)Φ(f
′
ω; t̄ )d t̄ .

Or, on sait que trπ(f ′
ω) = trπ(f ′) = 0.

LEMME 3.5. La restriction à l’ensemble des éléments elliptiques réguliers deG de
l’intégrale orbitale def ′

ω se trouve dans l’espaceL2(Ge;ω−1).

DÉMONSTRATION. D’après [H-CvD], th.14, chap.8, pour toutT dansTe, le produit
de l’intégrale orbitale def ′

ω et de la fonctionD1/2 est borné surT reg. Le module du carré de
cette fonction est ainsi borné et donc intégrable surT reg/Z qui est de mesure 1. CommeTe
est fini, le résultat s’ensuit.

D’après ce qui précède, la fonction conjuguée complexe deΦ(f ′
ω; ·) est un élément de

L2(Ge;ω) orthogonal àχπ . C’est vrai pour toute représentationπ de carré intégrable et de

� �



IRRÉDUCTIBILITÉ EN CARACTÉRISTIQUE NON NULLE 589

caractère centralω. On en déduit queΦ(f ′
ω; ·) est identiquement nulle sur l’ensemble des

éléments elliptiques réguliers.
Soit g un élément elliptique régulier deG. Nous avons trouvé que pour tout caractère

unitaireω deZ on a
∫
Z

ω(z)Φ(f ′; zg)dz = 0 .

La proposition 4.4, [Bo], Chap. 2, implique queΦ(f ′; g) = 0. Le lemme est montré.

Les lemmes 3.3 et 3.4 impliquent que l’intégrale orbitale def ′ est nulle sur l’ensemble
des éléments semisimples réguliers deG. Mais alors la trace de toute représentation deG

est nulle surf ′ (nous sommes en caractéristique nulle). Cela contredit tr(τ1(f
′)) �= 0. En

conclusions = 1 et on a indGP0
π0 = aτ où a est un entier strictement positif etτ est une

représentation tempérée deG.

(b) F est de caractéristique positive. Nous avons utilisé deux résultats connus pour
l’instant uniquement en caractéristique nulle dans la démonstration plus haut; le deuxième est
le résultat de [H-CvD] utilisé dans le lemme 3.5, et le premier est l’intégrabilité locale des
caractères, utilisée quand on a appliqué la formule d’intégration de Weyl (ce dernier résultat
n’est pas connu en caractéristique non nulle, puisque [Ba3], bien que publié avant, se base
sur le présent papier, désolé). Dans le cas de caractéristique non nulle, nous allons utiliser
les corps proches de Kazhdan pour conclure. SoitE un corps local non archimédien de
caractéristique nulle. NotonsOF (resp.OE) l’anneau des entiers deF (resp.E), etIF (resp.
IE) l’idéal maximal deOF (resp.OE). Nous disons queE et F sontm-proches s’il existe
un isomorphisme d’anneaux̄λmFE deOF/ImF surOE/ImE (pour toutm on peut trouver un
tel corpsE). Quand nous dirons par la suite queF et E sontm-proches, on considérera
tacitement qu’un isomorphismēλmFE est fixé une fois pour toutes. SoitE un corpsm-proche
deF . RebaptisonsGF notre groupe pour rappeler qu’il est défini surF . Nous avonsGF =
GLr(DF ) oùDF est une algèbre à division centrale surF , de dimension finied2. On noteGE
le groupeGLr(DE) oùDE est une algèbre à division centrale surE qui a la même dimension
et le même invariant (associé par la théorie du groupe de Brauer) que ceux deDF .

NotonsODF l’anneau des entiers deDF , et IDF l’idéal maximal deODF . On pose
K0
DF

= GLr(ODF ), et, pour tout entier strictement positifl, Kl
DF

= 1 +Mr(I
dl
DF
). On fixe

surGF une mesure de Haar telle que le volume deK0
DF

soit 1. Soitf une fonction localement
constante à support compact surGF . Nous définissons leniveaudef comme étant le plus
petit entierl tel quef soit bi-invariante parKl

DF
. NotonsHl

F l’algèbre de Hecke des fonctions
localement constantes à support compact de niveau inférieur ou égal àl surGF . Siπ est une
représentation lisse irréductible deGF on appelle niveau deπ le plus petit entierl tel queπ ait
un vecteur non nul fixe sousKl

DF
. Adoptons pourGE des notations et définitions analogues

à celles fixées dans ce paragraphe pourGF .
Dans [Ba2] nous montrons que, quel que soit l’entier positifl, il existe un entierm

tel que, pour tout corpsE m-proche deF , λ̄mFE induise un isomorphisme d’algèbresζ̄ lDFDE
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590 A. BADULESCU

deHl
F surHl

E. D’oú une bijection entre l’ensemble de classes d’équivalence des représen-
tations lisses irréductibles deGF de niveau inférieur ou égal àl et l’ensemble de classes
d’équivalence des représentations lisses irréductibles deGE de niveau inférieur ou égal àl.
On utilise pour cet isomorphisme la même notationζ̄ lDFDE . Nous avons

trζ̄ lDFDE (π)(ζ̄
l
DFDE

(f )) = trπ(f )

pour toute représentationπ deGF de niveau inférieur ou égal àl et toutef ∈ Hl
F .

Avec les conventions faites en début de section, un sous-groupe de Levi standardL de
GF ouGE est formé des matrices diagonales par blocs de taille donnée et on peut associer
àL de façon biunivoque une suite ordonnée d’entiers strictement positifsr1, r2, . . . , rk telle
que

∑k
i=1 ri = r où lesri représentent les tailles de ces blocs. À un sous-groupe de Levi

standard deGF correspond donc un unique sous-groupe de Levi standard deGE. C’est pareil
pour les sous-groupes paraboliques standard. SiLF est un sous-groupe de Levi standard de
GF on noteLE le sous-groupe de Levi standard deGE qui lui correspond, et siPF est un
sous-groupe parabolique standard deGF on notePE le sous-groupe parabolique standard de
GE qui lui correspond. Sur chaque bloc d’un sous-groupe de Levi standard deGF etGE
nous adoptons les mêmes notations et conventions que plus haut.

SoitP est un sous-groupe parabolique standard deGF etP = LU sa décomposition de
Levi (L sous-groupe de Levi standard deGF etU le radical unipotent deP ). On munitP et
U de mesures de Haar invariantes à gauche telles que les volumes deP ∩ K0

DF
etU ∩ K0

DF

soient égaux à 1. On noteδP le caractère modulaire surP .
Pour toute fonction localement constante à support compact surGF , on définit une fonc-

tion localement constante à support compact surL, f P , par la formule:

f P (l) = δ
1/2
P (l)

∫
K0
DF

∫
U

f (k−1luk)dkdu

pour toutl ∈ L.
Les mêmes définitions s’appliquent àE.

PROPOSITION 3.6. SoientPF un sous-groupe parabolique standard deGF et PF =
LFUF la décomposition de Levi standard dePF . Alors il existe unm tel que, si F etL sont
m-proches, alors ζ̄ lDFDE (f

′) et ζ̄ lDFDE (f
′PF ) sont bien définies et on a

(ζ̄ lDFDE (f
′))PE = ζ̄ lDFDE (f

′PF ) .

DÉMONSTRATION. L’analogue de cette proposition dans le cas particulierGF =
GLr(F ) est montré à la page 1053 de [Le]. La démonstration est exactement la même dans
notre cas.

Nous allons relever notre situation en caractéristique nulle et utiliser (a). SoitPF
l’ensemble de tous les sous-groupes paraboliques standard, propres ou non, deGF et soit
m un entier suffisamment grand pour que, pour tout corps localE qui estm-proche deF , la
proposition 3.6 plus haut soit vérifiée pour toutPF ∈ PF qui a une décomposition de Levi
standardPF = LFUF (c’est possible puisquePF est un ensemble fini). On a alors:
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1) si PE est un sous-groupe parabolique standard propre deGE , si PE = LEUE est
une décomposition de Levi standard dePE , si π est une représentation lisse irréductible de
LE , alors:

- ou bien le niveau deπ est supérieur strictement àl et alors

trπ(ζ̄ lDFDE (f
′PF )) = 0 ,

- ou bien le niveau deπ est inférieur ou égal àl et alors, en supposant queσ est la
représentation lisse irréductible deLF qui vérifieζ̄ lDFDE (σ ) = π on peut écrire:

trπ(ζ̄ lDFDE (f
′PF )) = tr σ(f ′PF ) = tr(indGFPF σ)(f

′) = 0

carf ′ annule la trace de toute représentation de Grotind(GF ).
Dans les deux cas on obtient trπ(ζ̄ lDFDE (f

′PF )) = 0 ce qui implique, compte tenu de la
proposition 3.6 plus haut, que

tr(indGEPE π)(ζ̄
l
DFDE

(f ′)) = 0 .

Finalement, on a trouvé queζ̄ lDFDE (f
′) est une fonction qui annule la trace de toute représen-

tation dans Grotind(GE).
2) siπ est une représentation essentiellement de carré intégrable deGE, alors ou bien

son niveau est supérieur strictement àl et donc trπ(ζ̄ lDFDE (f
′)) = 0 ou bien son niveau est

inférieur ou égal àl et alors, en supposant queσ est la représentation lisse irréductible de
GF qui vérifie ζ̄ lDFDE (σ ) = π on a queσ est une représentation essentiellement de carré
intégrable (th. 2.16.b dans [Ba2]) et par conséquent

trπ(ζ̄ lDFDE (f
′)) = tr σ(f ′) = 0 ,

carf ′ annule la trace de toute représentation essentiellement de carré intégrable deGF . Fi-
nalement, on a trouvé quēζ lDFDE (f

′) annule la trace de toute représentation essentiellement
de carré intégrable deGE .

Or,E est de caractéristique nulle. Par les points 1) et 2) ci-dessus et par le raisonnement
déjà fait en caractéristique nulle, on en déduit queζ̄ lDFDE (f

′) annule la trace de toutes les
représentations deGE . D’autre part, comme trτ1(f ′) �= 0, le niveau deτ1 est inférieur ou
égal àl et doncζ̄ lDFDE (τ1) est bien défini et

tr ζ̄ lDFDE (τ1)(ζ̄
l
DFDE

(f ′)) = tr τ1(f ′) �= 0 .

Contradiction! On trouve donc, comme en caractéristique nulle, ques = 1 et on a indGP0
π0 =

aτ oùa est un entier strictement positif etτ est une représentation tempérée deG.

Le fait quea = 1 se montre exactement de la même façon que les étapes (2) et (3) de la
preuve de la proposition 27 de [FK], page 98. Le th. 1.1 est démontré.
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