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Es sei $P$ der rationale Zahlk\"orper und $K$ ein algebraischer
Zahlk\"orper vom Grade $n$ \"uber $P$ . Dann gilt bekanntlich folgender Satz:

In $K$ gibt es unendhch viele Prim,ideale 1. Grades. Zum Beweis
dieses Satzes nimmt man bisher, soweit ich $weiB$ , ein transzendentes
Hilfsm’Ittel–die $DBDF_{\lrcorner}KINDsche$ $\zeta- Funktion$–zu Hilfe. In der vorlie-
genden Note will ich aber zu zeigen versuchen, wie man diesen Satz
ohne Benutzung der $\zeta$-Funktionen beweisen kann.

Wir greifen zun\"achst aus $K$ ein primitives Element $\theta$ von $K/P$

heraus, welches eine ganze algebraische Zahl ist. Bezeichnet nun $\omega_{1}$ ,
$\omega_{d},$

$,$ $\cdots,$ $\omega_{n}$ eine Minimalbasis der Hauptordnung von $K$, so gilt:

$\theta=c_{1}\omega_{1}+$ $\cdot$ . . $+c_{n}\omega_{n}$ $i=0,1$ , $\cdot$ . . , $n-1$ ,

wo die $c_{iJ}$ ganz rational sind. Setzt man hierbei

$C=\left|\begin{array}{ll}c_{01} & c_{0n}\\c_{n-11} & c_{n-]n}\end{array}\right|$

so gilt offenbar f\"ur eine beliebige ganze algebraische Zahl $\gamma$ aus $K$ :

$\gamma C=\sum_{-0}^{n-1}a\theta$

wo die Zahlen $a_{0},$ $a_{1}$ , $\cdot$ . . $a_{n-1}$ ganz rational sind.

Nun sei $p$ eine zu $C$ prime Primzahl. Dann existiert eine ganze
rationale Zahl $u$, f\"ur welche die Kongruenz
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$Cu\equiv 1$ mod $p$

$erfUllt$ ist. Wenn dabei f\"ur einen Primidealteiler $0$ von $p$ aus $K$ die
Kongruenz

$\theta\equiv a$ mod $\mathfrak{p}$ (a ist ganz rational)

gilt, dann i8t

$\gamma\equiv\gamma Cu\equiv\sum_{-0}^{n-l}$ a $u\theta^{t}\equiv\sum_{=J}^{n-1}$ $a$ $ua$ mod $\mathfrak{p}$ ;

d.h. jede ganze algebraische Zahl aus $K$ ist mod $0$ stets einer ganzen
rationalen Zahl kongruent. Also ist $0$ vom Grade 1.

Um also den Satz zu beweisen, gen\"ugt zu zeigen, da8 es unendlich
viele Primideale aus $K$ gibt, nach denen $\theta$ stets ganzen rationalen
Zahlen kongruent ist, weil $C$ in $K$ nur endlich viele Primidealteiler
besitzt.

Nun kann man sich leicht davon t\"uberzeugen, daB irgendein
Primidealteiler einer Primzahl $p$ aus $K$ dann und nur dann in $\theta-a$

aufgeht, wenn $N_{K/P}(\theta- a)$
, durch $p$ teilbar $Is\dot{t}$ , wobei $a$ eine ganze

rationale Zahl bezeichnet. Bezeichnet man jetzt die deflnierende
Gleichung von $\theta$ mit $f(x)=x^{n}+\cdots+c_{n}$ , so ist bekanntlich

$f(a)=(-1)^{n}N_{\sqrt{}/P}(\theta-a)$ ;

d.h. $fUr$ irgendeinen Primteiler $0$ von $p$ gilt dann und nur dann die
Kongruenz

$\theta\equiv a$ mod $\mathfrak{p}$ ,

wenn $f(a)$ durch $p$ teilbar ist. Somit i8t der Beweis des Satzes auf
den Beweis der folgenden Tatsache reduziert:

Es existieren unendhch viele ganze $rati\sigma nale$ Zahlen $a_{1},$ $a_{-},,$ $\cdot\cdot$ . , $a_{n},$ $\ldots$

$u7d$ die voneinander verschiedenen Primzahlen $p_{1},$ $p_{-},,$ $\cdot\cdot$ . , $p_{\iota},$
$\cdot\cdot$ . derart,

daB die Zahlen $f(a_{1}),$ $f(a_{-},),$ $\cdot\cdot$ . , $f(a_{n})$ , $\cdot$ . . $bzw$ . durch $pl’ p_{0}-,$ $\cdot\cdot$ . , $p_{n},$ $\cdots$

trilbar sind.
Der Beweis der letzten Tatsache wird aber auf den des folgenden

Satzes zurUckgef\"uhrt:
Es sei $g(x)=a_{0}x^{n}+\cdots+a_{n}(a_{0}\neq 0, n>0)e^{\prime}\dot{b}n$ Polynm von $x$ mit

ganzen ratimalen Koeffizienten, und $q_{1},$ $q_{2},$
$\cdot\cdot$ . , $q_{l}$ seien beliebig vorgegebene

Primzahlen. Dann existiert stets eine solche ganze rationale $Z\ovalbox{\tt\small REJECT} la,$ $da8$

$g(a)$ mindestens einen von $q_{1},$ $q_{2},$ $\cdot\cdot$ . , $q_{*}$ verschiedenen Primteiler besitzt.
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Beweis. Wenn $a_{n}=0$ ist, so ist $g(x)=xg_{0}(x)$ , wo $g_{0}(x)$ ein
ganzzahliges Polynom bezeichnet. Da es sicher eine von den $q_{1},$ $q_{2},$ $\cdots$ ,
$q$. verschiedene Primzahl $q$ gibt, so ist $g(q)=qg_{0}(q)$ durch $q$ teilbar.
Wir wollen also den Fall betrachten, wo $a_{n}\neq 0$ ist. Zun\"achst kann
man

$\sigma,$
$=\epsilon q_{1}^{\nu_{1}}q_{2}^{\nu_{2}}\cdots q_{l}^{\nu_{l}}b$ $(b, q)=1$ , $\nu_{i}\geqq 0(i=1,2, \ldots, s)$

setzen, wo $b$ eine natUrliche Zahl ist und $e=1$ oder $-1$ bezeichnet,
je nachdem $a_{n}$ positiv oder negativ ist. Da

$\lim_{x\rightarrow\infty}|a_{0}x^{n-1}+$ $\cdot$ . . $+a_{n-1}|\rightarrow\infty$

ist, so kann man eine natUrliche Zahl $M$ so bestimmen, daB $fUr$ jede
natUrliche Zahl $N>M$ stets $|a_{0}N^{n-1}+\cdots+a_{n-1}|>1$ ist. Offenbar
kann man die nat\"urlichen Zahlen $\mu_{1}$ , . . . , $\mu_{s}$ so bestimmen, daB $\mu$

gr\"oBer ist als $\nu$ ( $i=1,$ $\cdot\cdot$ . , s) und $a=q_{1}^{\mu_{1}}q_{2}^{\mu_{2}}\cdots q_{l}^{\mu*}b>M$ ist. FUr
dieses $a$ gilt:

$g(a)=q_{1}^{\nu_{I}}q_{2}^{\nu z}\cdots q_{*}^{\nu_{l}}b[q_{1}^{\mu_{1}-\nu_{1}}q_{l}^{\mu_{l}-\nu_{2}}\cdots q^{\mu_{l}-\nu*}(a_{0}a^{n-l}+\cdots+a_{n=1})+\epsilon]$ ;

und die in der eckigen Klammer stehende Zahl besitzt offenbar einen
von den $ql$ , $q_{2},$ $\cdots$ , $q$ verschiedenen Primteiler, w.z.$b.w$ .

Folgerung 1. Ist X der kleinste, $K$ enthaltende galoissche K\"orper

Uber $P$, so zerf\"allt in $E$ eine Primzahl voll, wenn sie kein Diskrimi-
nantenteiler von $K/P$ ist und ein Primideal 1. Grades als einen
Primteiler besitzt. Es gibt also unendlich viele Primzahlen, welche
in X, um so mehr in $K,$ vouzerfallen.

Folgerung 2. Ist $K=P(e^{\frac{\underline{o}l}{m}})$ ein Kreisteilungsk\"orper, so zerf\"allt
eine Primzahl $p$ mit $p\chi m$ dann und nur dann in $K$ voll, wenn die
Kongruenz

$p\equiv 1$ mod $m$

$erfUllt$ ist. Da es unendlich viele Primzahlen gibt, welche in $K$

vollzerfallen, so ist folgender Satz bewiesen:
Es gibt unendlich viele Primzahlen, welche der Kongruenz

$x\equiv 1$ mod $m$

genilgen; d.h. es gibt unendlich viele Primzahlen von der Form
$mt+1$ $(t=1,2, \ldots\prime n, \cdots)$ .


