UBER EBENE ALGEBRAISCHE GEOMETRIE

von

Ytisaku KAWAHARA

In dieser Arbeit verallgemeinern wir die Theorie der ebenen.
algebraischen Kurve (vgl. HExseEr-LanpsBerG)” zu der, welche vollkom-
menen Koérper als Konstantenkorper besitzen. Erstens werden Punkt,
Zweig, Grad von Punkt, singulirer Punkt u.s.w. definiert. Dann:
studieren wir die Relation zwischen den Punkten und Zweigen bei
Konstantenerweiterungen. Es gilt auch fir unseren Fall, da8 der
Zweig, der im. Doppelpunktdivisor aufgeht, den singulirer Punkt als
Ausgangspunkt hat, und umgekehrt, u.s.w.

Es sei % ein beliebiger Korper und %4 [X, Y] Polynomring von zwei
Verinderlichen. Dann ist ein Primideal aus %k [X, Y] entweder
1-dimensional oder 0-dimensional. Ein 1-dimensionales Primideal ist
Hauptideal, 0-dimensionales Primideal ist maximales Ideal.® Wir
definieren folgende Primideale als Punkte im zwei-dimensionalen 4-Raum,
und bezeichnen stets mit ) :

1) O-dimensionales Primideal in % [X, Y]

2) 0-dimensionales Primideal in k[X, —1?], das 1 enthilt.

Y
3) 0-dimensionales Primideal in k[~1— Y] das 1 enthalt.
X ’ ’ X '
4) 0-dimensionales Primideal in k[ X Y:]’ das X und v enthilt.

Wir nennen ein Primideal im Fall 1) einen endlichen Punki, ein
Primideal im Fall 2) y.-Punkt, ein Primideal im Fall 8) x..~-Punkt
und ein Primideal im Fall 4) x., y.-Punkt.

(1) K. Henser und G. Laxpseera : Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln
und ihre Anwendung auf algebraische Kurven und Abelsche Integrale.
(2) van pDER WAERDEN : Moderne Algebra II.
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Eine Kurve ist ein 1-dimensionales Ideal in k£ [X, Y| (endlicher ¥all)

oder ein% enthaltendes, 1-dimensionales Ideal in k[X, ——11;—], oder ein

1 enthaltendes, 1-dimensionales Ideal in k[—)l(- Y| (unendlicher Fall)

Da jedes 1-dimensionale Ideal aus £[X, Y] ein Hauptideal (f) mit
bis auf die Koeffizienten aus % eindeutig bestimmten f ist, so ist es
auch eine “ Kurve f” genannt.

Ist nun f =, (X)Y"+ a, (X)) Y" "'+ eoe 4+ 0, (X), @ (X) =20, so ist
1 1 1 1 . 1-
0(X,5) = 7o /XY =aX)+aX) g+ oo+ alX) ga € M X5 |
Ein Punkt p¥ heile “liegt in (auf) d2r Kurve f”, wenn

1) p¥ endlich und §F > f ist,
2) P y. und P¥ 3 g,(X, —il-,—) ist.

Im Falle 3) oder 4) kinnen wir gleichartige Definition geben. Wenn
ein Punkt gleichzeitig auf der Kurve f und auf der Kurve g liegt, so
ist er 'ein Schnittpunkt von f und g genannt. : '

Wir nehmen an, daB die Kurve f irreduzibel ist, d.h. (f) =¥,
ein Primideal in & [X, Y] ist. kE[X,Y]/9p = k[x,y], und der
Quotientenkorper von k [z,y] ist ein algebraischer Funktionenkérper
einer Verianderlichen. Dabei bezeichnen z,¥y resp. die X,Y enthaltenden
Restklassen nach §),. Zwischen den {), enthaltenden Primidealen aus
k [X, Y] und den Primidealen (also Maximalidealen) aus & [z, y]
besteht eine ein-eindeutige Zuordnung:

m2o=w/nsklxy] .

‘-.Hi‘lfssatz' 1 k [X, ~1?]/(g (X, —%,—)) = k[ , %-] , wenn Yy #*= 0.

Daraus folgt:
Hilfssatz 2. Eine ein-eirdsutige Zuordnung besteht zwischen

1) dm in Kurve §), legerdsn exdlichen Punkten und nicht-trivialen
Primidzalen aus k [z, y],

2) dzn in Kurve §), liegerdon y..-Punkten urd dzn ——1—— enthaltendzﬁ, nicht
trivialen Primidealen aus k [ac, -?%—:l,
8) dzn in Kurve Y, liegerd:n x..-Punkten urd dzn % enthaltendzn nicht-

trivialen Primidealen aus k [%, y],
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urd

4) dwm in Kurve §), liegerden .., V.-Punkt urd dsm -—i—, —%— enthaltenden

nicht-trivialen Primideal aus k[—}:—, —;——] .

Ist h das einem Punkt } entsprechende Primideal aus & [z,y], so
ist k[X,Y]/pf = k[x,y]/9; eine #hnliche isomorphe Relationen
besteht filr unendliche Punkten. '

Die Primdivisoren aus k (x,%) sind Zweige (von §);) genannt und
mit B bezeichnet. Ferner wird die normierte Exponenten-bewertung
in bezug auf B mit v, und das Primideal aus dem Bewertungsring in .

bezug auf v, schlechthin mit S8 bezeichnet.
1) Wenn vy, (x) =0, vy (¥) = 0 sind, dann ist B—~Fk [z, y] ein Primideal

aus k [z,y]. 2) Wenn vy (%) =0, »4(¥) < 0 sind, dann ist B~ k[a:, %
ein ?1/- enthaltendes Primideal aus k[x %] 3) Wenn vy (@) < 0, vy (¥)

= 0 sind, dann ist %Ak[—%, y] ein —913 enthaltendes Primideal aus

1 . . 11
k[‘;’ y] 4) Wenn vy () < 0, vy (¥) < 0 sind, dann ist %Ak[—;, 7

ein l,—!— enthaltendes Primideal aus k[—l—, —1—].
T Y x Y

Auf diese Weise entspricht jedem Zweig 3 eindeutig ein Primideal
p. Man definiert p als Ausgangspunkt von 3. Umgekehrt gilt

Satz 1. Zu jedzm Primidzale ) existiert ein Zweig, der ) als Ausgangs-
punkt hat. .

Beweis. Wir nehmen an, daB der zu ) entsprechende Punkt im
f endlich ist. (Der unendliche Fall wird gleichartig behandelt.) Es sei
) der Ring, der aus allen in bezug auf k[z,y] ganzen Elementen aus
k [x,y] besteht. k(z,v)/k (x) ist endlich. Da k [z,y] 2k [«] ist, und
D alle in bezug auf k [z] ganze Elemente aus k(z,y) enthilt, so
enthilt » die Hauptordnung von k [z], in der der Zerlegungssatz in
Primideale gilt. & ist ein Zwischenring zwischen ‘der Hauptordnung
von k[z] und ihrem Quotientenkérper k(z,y), also gilt in ® der
Zerlegungssatz in Primideale.® Ein Primteiler des Erweiterungsideales
p® von P in D bestimmt bekanntlich einen Primdivisor von k (x, y) mit
n als dem Ausgangspunkt.

Birationale Transformationen. Ist %k (z,%) = k(& 7), so bilden die

(3) K. Marusmira : Uber ein bewertungstheoretisches Axiomensystem, Jap, Journ. of Math,,
Vol. 19, 97-110.
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Polynome f(X,Y) aus k[X,Y] mit f(§7) =0 ein Primideal §,/ in
k[X,Y], fur das kX [X,Y]/p/ =k [¢,7] gilt. Dann sagen wir, das
bei der birationalen Transformation © = x (&, %), ¥y =y (&7); & =& (=, ¥),
7=7(9) P’ zu P, entspricht. Wenn fir einen Primdivisor 3 in
k(xr,y) =k (&%) p der Ausgangspunkt von S auf §,, und §' der von
9B auf P,/ ist, so sagen wir, daB bei dieser birationalen Transformation
P’ zu P entspricht.

Die Anzahl der Zweigen mit § als dem Ausgangspunkt ist endlich.
¢, sei ein solcher Zweig und «; ist der Exponent von § in bezug auf

Lo d.h. o = Enei;? vy (I1). Dann nennt man TR = Yoy -+ %:,'C =R don

Drvisor von 0.

Satz 2. Bei jeder linearen Transformation x = (aé + b)/(a/ & + b)),
y=(cyp+d)y/(y+d) mi g,g, # 0 und \Z,g,
von ) unverdrdert.

Beweis. Eine allgemeine lineare Transformation entsteht aus
sukkzessiven Anwendungen der linearen Transformationen x = (a§+b)/
(WeE+b), y=7 und a=¢ y=(cy+d)/(cyp+d). Nun bezeichne
P, ein fest gelegter Zweig mit p als dem Ausgangspunkt und §) ein
Primideal aus % [£, 7], welches bei Anwendung einer linearen Trans-
formation € = (@ +b) /(@ &+ b)), y=7 durch Vermitterung von 3,
aus ) entsteht. Es ist dann hinreichend zu zeigen, daf der Exponent
e von P in bezug auf einen beliebigen Zweig 8 von D nicht kleiner ist
als der von ¥'.

1) v @ =0, ve¥=0; klz,y] 29 a) vy, (§)=0. Dann ist
ve (8) = 0. Ist nimlich vy (£) <0, so folgt aus § = (—bt x+b)/ (o x—a)

=% 0 bleiben die Divisoren

vp (@ —a) >0,

so daB o’z —a € p ist. Hieraus folgt vg, (@’ —a)>0. Wegen

i_gi _3 #0 mufl vy, (—d 4+b) = 0 sein, woraus
Vo (§) = vy, (—b 2+b/a'2—a) < 0
folgt, was aber ein Widerspruch ist. Es muB also vgq (§) _>_=‘0 sein.

Weil vg (@ &+b) =0 und vy (@’ £+0") = 0 ist, so sieht man nach vy (2) =
vg (@ &+Db/a’&+b) = 0 sofort ein, daB vy (o’ £40') = 0 ist. - Nun enthilt
p ein Polynom h(x,y) mit vy (h(z,%)) =e>0; dann ist natiirlich
veo (R (x, ) > 0.
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@) =a, @A™ + - + 0, (Y)
= (1/(@&+b))" [a () (@&+b)" + a,(y) (@& +b)" (@’ E+b) + -]
=(1/(a &+0))" g (¥, &). :

Es folgt also: v (h(x,¥)) =vs (9 (1, &)) =e.
Ebenso ist vy, (¢ (¢, 8)) = vgo (B (x,9)) > 0. Also ist ¢ (¥,¢) € 9 und
vy (9 (W, €)) = e; es folgt daher ¢ = ¢/ = Exponent von §'.

b) 3, (8)< 0. In diesem Fall ist vy, (1/6) < 0; wie im a) schlieffit
man vy (1/6) = 0 und vy (@/+0/¢) = 0.

Ch(x,y) =ay ()™ + - + a,(¥) = 1/ (@ +b/6)) (a, (W) (@+b/E)" + - +)
=1/(@+b /&) g(1/¢v),

g1/, ) € 9. Wegen vy (h(®, %)) =vp (g (V& v)) ist e=e.

2) Falls § z.. oder v, ist, d.i. vy (x) < O oder vy (y) < 0, ersetzen
wir 1/z durch (o’ &+ /(aé+b), oder l/y durch (¢’y+d)/(cy+d) und
dann gehen wie im Fall 1) vor.

~ Es sei 8 ein Zweig mit § als dem Ausgangspunkt, und ., der
Bewertungsring von S_. Wegen k [z,y] ~PB =1 ist (wir ersetzen
k [z,y] bzw. durch k [l/z,y] k [z, 1/y] und k [1/x,1/y], falls D Y Tw
und . — y.. ist), so kann man in iblicher Weise annehmen, dafl der
Restklassenkorper k[, ¥]/p in 4/ enthalten ist. Wegen der Relation
Dy/P2E[x,y]/p 2k ist (Dy/B:k) ein Vielfaches von (k[z,y]/P:k) =
(k[X,Y]/p*:k). Dabei heifit (k [x,y]/p:%k) der Grad von P (von ).
Fiir den Grad gilt:

Hilfssatz 8. Die notwendige urd hinreichende B:dingung dafir, da
1y vom Grad 1 ist, ist ) = (x—a, y—b) mit a, b aus k, falls P erdlich ist.

"Ein Punkt heiit ein reeller Punkt oder ein imagindrer Punkt, je
nachdem der Grad des Punktes = 1 oder > 1 ist.

Satz 8. Die Gradz von Punkten sird invariant bei linearen Trans-
Sformationen . -
Satz 4. B2 birationalen Transformationen bleiben die Grad:z von

Punkten invariont bis auf erdlich viele Punkte, die Ausgangspunkte von
Zweigen P mit Dy /P :k) > 1 sird.

Beweis. 1) Wenn (D,/3:k) =1 ist, so sind die Grade der Ausgangs-
punkte der beiden Kurve 1. 2) k(z,y) =k (& 7),

e=filx, /@y, 7=0@y) /9 (xy); x=f1’(5,7;)/f2’»(5,v).
Y=g/ (5,77)/92’ (5:7/‘) .
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Wir betrachten einen beliebigen Zweig B, fiir den vy (f.) = vp (9.)
= vy (f) = vp (¢) =0 gilt. Dabei wollen wir annehmen, da der
Ausgangspunkt von SB endlich ist. h, (&, %), k. (5, %), - -+, hy (5, ) sei
ein System der Elemente aus k [£, 7]/1, wo h(§,7) € k[& 7]. Ist dann
dieses System iiber % unabhingig, so gibt es auch in k[, y]/P p uber
k unabhingige Elemente. Nimlich es gibt einen Exponenten ¢, fiir den
(£ @) 0:@ u)) h(fi(®, ¥) [ Fo(2,y), 0:(x,¥)/ 9:(2, %)) = Hi(x, v) € k2, y]

ist ¢=1, ---, p). Wenn ‘ia‘ H(x, y) € § ist, so ist vy (T ake(€ 7)) >0,
weil vy (f2 (2, u), 9:(x, ) = 0 ist. Also ¥ a.h;(x,y) € {, daraus folgt
a,=0@(=1, ---, p). Daher ist {H,(z,y)} unabhingig. Mithin ist

(k& 7]/ 1 k)< k[x, y]/D:k); ebenso gilt: (k[& n)/P 1 k) = (k[=x, y1/P: k),
woraus (k[ 71/p 1 k) = (k[z, y]/P: k) folgt. Ebenfalls kann man zeigen,
dass die Grade von fast alle Punkte invariant sind, wenn { oder {’ ein
unendlicher Punkt.

Von nun an nehmen wir an, daf k& die algebraisch abgeschlossene

Hiille von % in k(x,y) ist. Es sei Ligd .- Lo = @ der Divisor des
Punktes » und Grad @ = o, Grad &, = f;, Grad n=f. Lafi=o.
Bekanntlich ist f]o. Wir definieren § als ein singulirer Punkt, wenn
o/f>1 und als ein isolierter Punkt wenn f; > f fur alle 2. Und 9
heiBt ein s-zweigiger und «/f-facher Punkt.

f(X,Y) sei ein irreduzibles Polynom vom Grade n bzw. m in bezug
auf Y bzw. X. Ferner sei g(X,Y) ein (nicht notwendig irreduzibles)
Polynom, dessen Grade in bezug auf Y, X resp. ¢, s sind. Sind dann
N., N, Nennerdivisor von z, y (wir setzen) N, = 1, falls y = 0), so ist
der Divisor von g (z,y) von der Form &/®R:N;), wo & ein ganzer
Divisor ist. Da der Grad von %, = n, und der von %, = m ist, so ist
der Grad von ft = Grad von (N; N;) = ns + mt.

Satz 5. Die Schuittpunkte von f und g werdzn durch & gegeben ; d.h.
der Ausgangspunkt dzs Zweiges S, welcher in & aufgeht, bestimmt einen
Schnittpunkt von f urd g, urd wmgekehrt.

Beweis. 1) Punkt pfist endlich und liegt auf der Kurve £ B
ist ein beliebiger Zweig, der zu ) entsprechende Primideal P aus.
k [z, y] als Ausgangspunkt hat. -

* liegt auf der Kurve
JXY) = 29(XY)2Pp29@y) 2 vm@@y) >0

(__—ﬁ pr(@)>0.
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2) PF<SkEk[X,1/Y]. Da vy(2)=0 und vy(y) <0, s0 ist vz N.) =0,
vp () > 0.
- pF liegt auf
g X, Y)2mw X, 1/Y)=1/Y) g(X, Y) =2 P 2z, 1) = (Vy) 9(z, )
- 2 (V) 9(@9) >0 2 vy (9(2, %) + vy ((A/y)) >0
2w (@) — v () + v (R)) >0 =2 vy (@) >0.

3) M= k[1/X, Y]: Wie im Fall 2) kann man leicht schliefen:

vp () >0.
4 wskllX 1Y]

pr liegt auf

9(X,Y) 2 I 2r/X, VYY) =T/X) 1Y) 9(X,Y).

b 2 h =, 1y) = (V) (1y) g (=, y)

ve (/) (/y) 9 (=, %)) >0

vp (9 (@ y)) + vp ((2)') + v ((L/y)*) >0

vp (&) —vp (N5) — v (W) + v RZ) + v (NG) >0
vp (&) > 0.

NN

Wir nehmen an, dafl k¥ vollkommen ist und z, ¥y itber & transzendent
sind. Wir bezeichnen den Verzweigungsdivisor (Differentendivisor)®
von k(z,y)/k(x) mit 8,, den von lc(x,y)/k(g) mit 8,. Wenn f./(z)#0,
J/ (»)#0,

dy/ds = — £ %)/ F) @) = @2 8,)/ (% 8.) -

Wie im Depexinp-WEeBer®, kann man schlieflen, dal 2f/9xz = (D 8,)/
Rr-2 1) ist, falls of/ox#0 ist, und of/oy = (D8B.)/R: Ny,
wenn sogar 9f/9% 7% 0 ist, und gleichzeitig daB der ganze Divisor D
unabhingig ist bei linearen Transformationen.

Wir definieren den Doppelpunkidivisor von f (oder Divisor der

(4) F. K. Scumipr: Analytische Zahlentheorie in Koérpern den Charakteristik p, Math.

Zeitschr., 33.
(6) Depexixp und WEBer: Theorie der algebraischen Funktionen einer Verinderlichen,

Crelle, 1882, 181-290.
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singulidren Punkte) auf folgende Weise. Wenn einer der 9f/9x und
2f/2y nicht Null ist, so ist ¥ der Doppelpunktdivisor, und wenn beide
Null sind, ist der Doppelpunktdivisor 0, und vy (0) = oo fiir jedes L.

Wenn 9 vom Grade 1 ist, so ist p=(x—a, y—>b) (oder (x—a, 1/y) u.s.w.).

Ist @ = II&’?‘ der Divisor von ), so ist stets SB?‘[ ¢ (5—H) + A (x—a) wenn
wA€ k. Wenn 9, vom Grade 1 ist, so existiert ein und nur ein (bis-
auf dem Verhiltnis (¢z:1)) p(y—Db) + 2 (vx—a), fir den

R+ p(y—>5) + A(x—a).

Wir nennen diesen u (Y —b) + 2(X —a) die Tangente an B, der
Kurve f(X,Y), und (x:2) die Steigung der Tangente an $3,. Dafi
verschiedene Steigungen der Tangente an B, und R, hat, ist ungeandert
bei linearen Transformationen.

Wir betrachten nun Konstantenerweiterungen von %4 (x,y). Der
Zerfallungskorper von K =k [z,y]/p iiber k ist mit K und der K
enthaltende kleinste algebraisch abgeschlossene korper mit K* bezei-
chnet. f = Grad von p.

Satz 6. Wenn d2r Restklassenkorper K iber k separabol ist, so ist

p.K[x,y]:_ﬁl ...B:—ﬁ]/—\-.. A—ﬁf’

wo B (1 < i =< f) ein Primideal aus K [x,y] vom Grad 1 und B, Ak[w, y]
=P dst.

Beweis. Da K/k separabel ist, so ist K/k auch separabel. Also ist
p- K [z, y] gleich dem Durchschnitt aller iitber p liegenden Primideale
P aus K [z, y] (Krurt, Idealtheorie, §3). Die Dimension von § in K [z, y]
ist gleich der von  in k [z, y], also gleich 0. Daher sind alle § in
K[z,y] maximal und der Durchschnitt aller § ist gleich dem Produkt aus
ihnen. Nun zeigen wir, dal es genau f “iiber P liegende Primideale”
gibt. Bezeichnet man mit # bzw. 7 die x bzw. y enthaltende Restklasse
von k [z,y]/p, so ist dann und nur dann g¢g(z,y)=0 mod P, wenn
9(@® % =0 in K, wo g(x,y) ein Polynom aus k [z, y] bedeutet. Setzen
wir § = (x—x,y—%) S K{z,y], soist b >p und p ~k[z,y] =Pp. Also
ist p ein “iiber P liegendes Primideal”. Da K=k(x, ¥) eine separable
Erweiterung iiber £ vom Grad f ist, gibt es f konjugierte Kérper die
in K enthalten sein. Fir jeden konjugierten Korper kann man
verschiedenes iiber ) liegendes Primideal konstruieren.

Umgekehrt sei b ein iiber P liegendes Primideal aus K[z, y]:p="5
~k[r,y]. In K*[z,y] gibt es dann wenigstens ein iiber b liegendes
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Primideal . Da K* algebraisch abgeschlossen ist, so ist £ vom Grad
1, und es folgt aus Hilfssatz 8; © = (z—a, y—p) fitr o, f.€ K*. Da
Pp=heD, soist f(r,y) € D, wenn P D (=, ¥); so folgt f(a, §) = 6. Daher
ist k(aB)=Fkla,fl=k[x,y]/9p=K; daraus folgt, daB k(a3 im
Zerfallungskérper K von K iiber k& enthalten sein muss: o 3 € K.
Also § = (x—a, y—f) in K [z, y].

Unter derselben Annahme wie oben sei 3 ein Zweig in & (2, ) mit
D als dem Ausgangspunkt. Ferner sei der Grad von p gleich f und
der Grad von ‘R gleich mf. Dann gilt nach Satz 6:

p- Ryl =8 -5, I=@—a, v—4a),

'wo k(a,3) = K, gesetzt ist. = Wir betrachten nun in K (z,y) Fort-
setzungen des Primdivisors ¢ in & (z,y). Ist B, eine Fortsetzung von
R, so ist B, ~K [z, y] ein Primideal aus K[z, y] und B, ~k[z,y]=9;
d.h. es ist ein iiber P liegendes Primideal aus K [z,v]. Das Primideal
B, ~ K [z, y] muB also mit einem von den §,, ---, fi, iibereinstimmen.
Durch geeignete Umordnung kann man B, ~K [z,¥] = §, annehmen.
Wir bezeichnen nun mit 3 die durch B, induzierte Bewertung von
K, (z,y), mit D den Bewertungsring von K, (z,y) in bezug auf R,
und mit © den von &£ (x, %) in bezug auf . Dann gilt: DV /PP =
D/P=F. Da (D/B:k)=mf ist, so folgt (DV/PD:k) = mf.
Andererseits ist DV/PP 2 K, =2k und (K,:k) =f. Also ist der Grad
von B in bezug auf K; nicht kleiner als m. Weil B, 2—g¢ und y—5
enthilt, so sind £—a, und y— 3, in P enthalten. Daher ist B ein
Zweig mit dem Ausgangspunkt (x—a, y—pB). Nun sei P =RP...BO

die Divisorenzerlegung von SR in K (z,y), wo B =, gesetzt ist.
Dann ist jedes B’ ein Zweig mit dem Ausgangspunkt §,. Weil bei
Konstantenerweiterung der Grad des Divisors nicht dndert, so ist der
Grad von B . ..%BP (in bezug auf K) = m.

Bezeichnet nun 1> denjenigen Primidivisor in K, (z,y), der bei
aquivalenter Zuordnung (in bezug auf k) zu 3 entspricht, so ist P
ein Zweig mit dem Ausgangspunkt (x—«, y—p;) und Grad B = Grad
PP =m. Ferner gilt in K(z,y):

5]3(0) — g}ln e s"ﬁg) .

Weil in K [z, y] eine Fortsetzung B von ® stets * — & und = — g,
enthiilt, so ist B nicht gleichzeitig eine Fortsetzung von ¢ in K,(x, )
und P in K,(z, y), falls ¢ 7% j ist. Also ist die Divisorenzerlegung ven
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% in X [2,] durch {i BEO ... BO teilbar. Da der Grad ven P (in
=1
bezug auf K) gleich mf und der Grad von %B,® ... BY nicht kleiner

ist alg m, so schlieft man ohne Sehwierigkeit, daB fir jedes ¢ der Grad
von B ... PL gleich m ist und

i J— —
PB= B - BY

t=1
ist. Beriicksichtigt man hierbei, da K/k separabel galoisch ist, so sind
alle 80" von demselben Grad iber K, daraus folgt 8, = -.- =g8,=38
und sf = m. Somit haben wir folgenden Satz bewiesen: '
Satz 7. Wenn k[z, y]/p separabel iber k vom Grad f, urnd p- K[z, y]
=P, -8B, ist, so ist '
S _
= JIB® ... R®
P= TR
fier jedzn Zweig P von . Und B> sind Zweige auf dem B, .
Satz 8. Wenn p-K[z,y] =5, - - -5, urd R=P"--- L < der Divisor
von §) ist, so sind S, = i BEBY .« . . SR ., wund ist I7 (BH B - - - BB)
t=1 k=1 ’
dor Divisor von §,. Urd wenn d2r Grad von R = ft ist, so ist d»r Grad
von. I (B - - - )™ = ¢.
-1
Beweis. a = minyg, (). Wir setzen @ = minyg, (7). Erstens
nep TER)

a < a, weil 5, > und B, bei Konstantenerweiterung, nicht verzweigt
ist. Da®, ..., B kein Ausgangspunkt von B, sind, so gibt es in B
ein Element /7; mit 5, (7)) =0(=2, --, f). Ferner hat § ein
Element 77, fur das »5 (I7,))=&,. II,-I,--- II,€ 9-K[z, y](naeh Satz 6).
vg (H I, - - 1)=& . Andererseits ist fir jedes Element I/ von
p- K[z y] v (II)Ze. Alsoist @, =«a,. So folgt @ =a.

Zusatz. Ist k vollkommen, so gilt Satz 8 fiir K* statt K urd s (k) =
Grad von ;.

Wir definieren i Ca,z)y =X (f) a, xA-v ® M f(wy)

" L4 o9 oxY ax’ ayh
——+ (—= ). Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
Yy 9 rad 9
filr g=a,+a,(x—a)+a,(x—al + ..., (g‘ly g) =0, v>h und
(,\ﬁ g) # 0 ist, ist offenbar o, =a,=---=@a,., =0, @a,70.

(6) F. K. Scumipr-H. Hasse : Noch eine Begriindung der Theorie der hoheren Differential-
quotienten in einem algebraischen Funktionenkérfer einer Unbestimmten, Crelle, 177 (1937).
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Satz 9. Wir nehmen an, daB k [x,y]/ separabel iber k ist. Die
notwerdige und hinreichexde B:dingung difir, daB p ein l-facher Punkt
von Kurve f ist, ist dif3 Qy;;{ g’;h Y) fir g+ h <1 zu ) gehort, aber micht
eine Ableitung l-ter Ordnung. (Wenn 9 y. ist, ersetzen wir f(x,y) durch
g (x, 1/y) = 1y" (f(x, y) ) urd y durch 1/y.)

Beweis. Dieser Satz ist gleichwertig mit dem folgenden, falls
vom Grad 1 ist: p = (x—a, y—b).

Q?Zx{ g‘}w haben a, b als Wurzeln (¢ + h < 1) und es gibt eine
Ableitung I-ter Oifdnung, die a, b nicht als Wurzeln hat. .

S@y)=u+ Uy -5 U, = Q (x—a)‘ + a, (:I:-—a.)“’ (y—b) + .. .

+ a; (y—b), ar €k, u,#0.

Wenn wir y—b=u (x—a) setzen, fir Unbestimmte u, so ist (z—a)
| f(x, b+ u(@x—a)) (z—a)*" f f(x,b+ u(x—a)). ,

Wenn der Grad von'p gleich 1 ist, kann man wie [H.L. 8. 871]?
bewiesen. Wenn Grad 9 = f ist, so ist p-K [z, y] = b,---h,, Grad von

B¢ = 1. Der Divisor von { ist mit %‘f‘ .. «BcF bezeichnet. Da p l-fach

ist, so ist der Grad von S, - - - 5% = If. Nach Satz 8 ist der Divisor
n . —

von §; gleich ]{[ GBS ..« BO,,) mit dem Grad I. Da &k in k(z,v)
=1

algebraisch abgeschlossen ist, so ist f (x,y) auch irreduzibel bei
— ' +N _ !
Konstantenerweiterung zu K. Also ist —%39—‘;,,—- €p firg+h<l,

+h .
woraus —%3—55,;— € n folgt. Aber es gibt eine nicht zu B gehdrige
€

Ableitung Il-ter Ordnung, die natiirlich nicht zu ) gehort.

Es sei a, die Verzweigungsordnung von $B; in bezug auf & (z,y)/k (),
di. a; = [vg, (b (@, y)): vy, (B (x))] und b die Verzweigungsordnung von
L, in bezug auf k(x,y)/k(y). Bei Konstantenerweiterung bleiben a,
und b, invariant und der Divisor von p ist I7 P @r®, wo %R die
Zweige, die P als Ausgangspunkt hat, sind.

Hierbei nehmen wir an, daB % algebraisch abgeschlossen ist, und
N = (x—a, y—>b) endlich ist. 9 induziert die Bewertung 0. in k(x);
D, = B - %5 in k(x,y). Ferner sei f(t2) = %@ AOLE) - Fy()
in der Perfekten Hille k(x)s, in bezug auf 9,; mit § & a(2), (dies ist
stets durch lineare Transformation erreichbar), wo fi(®)(i =1,2,:-+,)
irreduzible Polynome von ¢ in k(2), . Ist dann f (y,®) = 0, so ist

(LY =f @) L) - Fr@).
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Da der Relativgrad von 0, in bezug auf % (z,y)/k (z) gleich 1 ist, so
ist vy, (fi') = vp, (Diskriminant von f;) = ¢ + ly, (e ist der Exponent
des 9R,-Beitrages von Verzweigungsdivisor 8,) und vy, (fi (%)) = vy,
(R(fi, f)) =1;. Und $%,-Beitrag des Doppelpunktdivisors 9 ist

n+ha+ - +hy o
%, .

Hilfssatz. 4. I, =z(@ —1) (by—1).

Beweis. Es sei /7 = I/ ein Primelement aus der perfekten Hiille
k(z, y)p von k(x,y) in bezug auf B: B| 77, und 7 konjugierte GroSen
zu I/ in bezug auf % (z),_

ym_b:g[](l)bl.;_ (2¢0)’ y“’:y.

y® —b =AD" + .-

N4 (y) — (yc-,) ___ y“”) (y"‘) -— ym) e (yu) — g >) ) '

Y®P — y®) = [A (TP —IID) (TP~ + TV O + - + IO
+ ([IP—IT%) Q™) ] .

1) £y = ‘[}([]’(l)_i[(t)) i }} ([TOV =1 FOOO 4 oos 4 IOV o oo,
-2 £

Da der Relativgrad von B in bezug auf k(z,y)s/k (x), gleich 1 ist,
so ist die Differente von k (z,y)/k (z), die Differente von /7. Daraus
folgt daB /;, = (¢, — 1) (b, — 1).

Hilfssatz 5. Der kleinste Wert von 1, ist Null, urd dies tritt dann
und nur dann ein, wemn min (a,, b) =1, cder was dasselbe ist, wenn
(x — a, y — b) genau durch die erste Potenz von B, teilbar ist.

_ Beweis. Da I, =(a,—1)(6,—1), so folgt min (a,b,)=1, wenn },=0.
Umgekehrt, wenn a, =1, so f; () = (t—y®), £’ ") =1, also I, =0.
wenn b, = 1, so folgt aus (1) 4, = 0.

Hilfssatz 6. Der kleinste Wert, welcher 1, annehmen kann, ist 1
und dies tritt daonn wund nur dinn ein, wenn min (a,,b,) = min(a,, b) =1
urd dic Steigungen dsr Tangente an P, und B, verschiedzn sird. (dinn st
also (x—a, y—b) genau durch S, B, teilbar, urnd (8,, 8,) enthilt keinen von
diesen Primfaktoren) . :

s K._HENSEL: Arithmetische Theorie der algebraisshen Funktionen, Encyklopiidie der
Mathematischen Wissens:haften, II C 5 (1921), 533 650.
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Beweis. Im Zerfallungskorper von f iber k(x), (= k(x), (yf",
sy Y)) ist w die Fortsetzung von der Exponentenbewertu‘ng von {¥.,

welche wie w (x—a) = 1 normiert ist. Da %f‘ | (x—a), %f“ I (y=b), so
sind w (y®—b) = bJa,, w (yP—b) = b/a,, also w(f. (¥y®))y = a. min (b/a;,
b./a,) = min (a, b,/a,, b,;) ; hieraus folgt [, = min (a,b,, a,b,).

Wenn [, =1, so ist min (a,b,,a,5,) =1, min (a;,b)=1(z=12),
min (a,,a,) =1 und min (b, b,) = 1.

Wir betrachten zuniichst den Fall b,/a, = b,ja,. Da w (yP—y®) =
min (bj/a,, by/a,), so mul wegen [, =1 entweder b/a, = 1/(a,a,) oder
b/a, = 1/a, a. sein. Nehmen wir b,/a, = 1/(a, a,) an, so ist b;= a, =1, alse

b/a, = 1/a, ; b,ja, = b,, daraus folgt da8 die Steigungen der Tangente
an B, und R, verschieden sind.

Wenn aber b,/a, = b,/a, ist, so mu3 ¢, =a,=b,=b=1. f.(y") =
YP—y®), w(YP—y®) =1. Also y®—b = 1V(x—a) + ---, YD —ph = 1D
(x—a) + - - -, AP =39, Daraus folgt die erste Hilfte des Satzes.

Umgekehrt nehmen wir an, da min(a,,b,) =1, min(a,,b) =1,
und die Steigungen der Tangente an SR, und Q. verschieden sind. 1)
Im Falle a,>1 ist b,=1. Da die Steigungen der Tangente an 3, und
B, verschieden sind, so muBl a, =1. Also ist b,/a, = b, > b.ja, = 1/a,,
es folgt I, = (Ja)a,a,=a,=1.

2) a) Im Falle a, =1 und a, > 1 ist b/a, = 1/a, < b, = b,/a,, also I, =
(le)a,a, =a,=1. b) Im Falle a,=a, =1 gilt:

YO —b=2@—a)t + .., YO —b=10@—a)r+ ...,

Da die Steigungen verschiedene Werte haben, so mufl einer der b, und
bs, etwa b,, gleich 1 sein, und b, > 1 oder b, =1, A? # i® sein. In
jedem Fall w(y® —y>») =1, lL.=1.

Aus den Hilfssiitze 5, 6 folgt: Der Doppelpunktdivisor P enthalt
jeden zu einen r-zweigigen, singuliren Punkte p=(x—a,y—b) gehérigen
Primteiler 3 mindestens in der (r — 1)* Potenz, und diese untere
Grenze wird dann und nur dann erreicht, wenn

@—a, y—b)~R =SB - Bo CRF=Py ((#5))

und P lauter verschiedene Tangente hat.

Satz 10. Wir nehmen an, da k vollkommen ist. Ist danm P eim
gemeinsamer Teiler von 8, urd 8,, so ist f|D. (Wenn etwa k (z, y)/k ()
inseparabel ist, so betrachten wir 3, als 0).

Beweis. Erstens, da bei linearen Transformationen 3,, 8, und ®
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nicht dndern, so kann man annehmen, da8 9 endlich ist, und daB die
Primfakterzerlegung f(t,z)=ay(®)fi(t) - - - fu(t) in k@), [t] mit a(x) ¢ 9.
Bei Konstantenerweiterung i#ndern 8., 8,, . und R, nicht (d.i. wenn
wir 8., B, in K*(z,y) betrachten, so sind 8,, 8, Fortsetzungen von
8-, 8, als Divisoren). Daher ist so auch ®. Also kann man annehmen,
dal & algebraisch abgeschlossen ist. Da Q| 8, ist, muB 8 verzweigen,
weil & vollkommen ist. (Wenn k(z,y)/k(x) inseparabel ist, so verzweigen
alle Primdivisoren.) Also (¢a—1)=1 und ebenso (b—1)=1. Aus
Hilfssatz 4 1, = (a—1)(b—1)=1. Daraus folgt B|D.

Satz 11. Der Zweig B ist dann und nur dann Zweige auf dem
singuliren Punkt, wenn B |D. :

Beweis. Da 9 und Singularititen bei linearen Transformationen
ungeéndert sind, so kann man annehmen, dafl SB auf endlichem Punkt

P liegt. Wenn B|D so folgt vy g£>>0 ( >>0 also 9:];‘, a‘f €9P.
Daraus folgt, dal p nach Satz 9 singulir ist. Umgekehrt wenn smgular
. . ) 2

iat, so ist vm(—-g-f) >0, v (3’5- >0. Also B|D8., BIDS,. So folgt
B|D nach Satz 10.

(8) H. Hasse; Uber die Kongruenzzetafunktionen, Sitzungsber. Akad. Berlin, 1934, Satz. 1.



