Bornes pour les Degrés et les Hauteurs
dans le Probléme de Division

M. ELKADI

1. Introduction

Soient Py, ..., P,,, O (m+1)-polyndmes a n variables, avec Q appartenant a
I’idéal engendré par Py,..., P,,. Une question légitime est la suivante: com-
ment peut-on écrire explicitement Q sous la forme AP+ ---+A,,P,,?

La théorie de I’élimination donne une borne en deg Q+2(2D)2"" pour
les degrés des polyndmes A;, ou D =max{deg P;,1 <i<m} [He; MW]. En
général, une telle borne est inévitable comme le montre ’exemple de Mayr-
Meyer [MM]. Dans le cas ou les homogénéisés de Py, ..., P, forment une
intersection compléte dans P”(C), un ancien résultat de Macaulay donne
une borne en deg O+ D™ [Mc]. Plus récemment, Berenstein et Yger ont
trouvé, lorsque Py, ..., P, est une intersection compléte dans C”, en utili-
sant des méthodes analytiques centrées autour des techniques de cohomolo-
gie du d a croissance, une borne en deg Q+«(m, n)D™, ou k(m, n) est une
constante qui ne dépend que de n et m [BY1].

Ces résultats ont été mieux compris du point de vue de la géométrie algé-
brique depuis le travail de Kollar [Ko] et la relecture qu’en a proposé Philip-
pon [P1]. La clef de I’existence de bornes en D’ pour le probléme de I’ap-
partenance a I’idéal dans le cas des suites réguliéres réside comme on pouvait
s’y attendre dans le théoréme de Bezout (voir, par exemple, [Ha, p. 54]),
méme si celui-ci ne suffit pas a expliquer la maniére dont Kollar se débarrasse
du probléme que peuvent créer les composantes immergées.

Il existe depuis quelques années plusieurs travaux dirigés vers la recherche
d’un théoréme de Bezout arithmétique. Il s’agit d’une part de construire une
bonne notion de hauteur /2 pour les schémas arithmétiques (plus concréte-
ment pour ce qui nous intéresse, les variétés algébriques définies par des
polynémes a coefficients entiers), d’autre part de savoir majorer correctement
h(XNY) en terme des hauteurs A(X), 2(Y) et des degrés deg(X), deg(Y)
lorsque X et Y sont deux schémas se coupant proprement. Une premiére
version d’un tel résultat résulte des travaux de Gillet-Soulé [GS], Faltings
[Fa], et on trouvera un énoncé dans [BGS].

Signalons que le probléme de la recherche d’un dénominateur dans I’iden-
tité de Bezout, lorsque 'on veut la résoudre pour des polyndmes dont les
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coeflicients appartiennent a ’anneau des entiers d’un corps de nombres, a
été étudié par Philippon [P2], et que les résultats qu’il a obtenu ont servi de
maniere cruciale a Berenstein-Yger dans [BY2] pour établir une version du
Nullstellensatz avec contrdle de hauteur dans Q[z, ..., Z,]-

S’ils permettent de retrouver les estimations de dénominateur dans les
problémes de division, les résultats de Gillet—-Soulé ne peuvent encore a ’heure
actuelle donner un contrdéle optimal sur la hauteur des quotients qui ap-
paraissent dans ces formules.

Il existe plusieurs procédés en analyse complexe permettant d’expliciter
le probléme de Pappartenance a un idéal lorsque celui-ci est engendré par
des polynomes définissant une intersection compléte dans C”. Ces procédés
sont basés sur Pexistence de formules explicites de représentation intégrale.
On ne sait pas encore si la formule la plus naturelle, celle qui est proposée
dans [BGY], est une formule de division dans Q(z, ..., z,] lorsque les poly-
ndmes sont a coefficients entiers. Cependant, il nous est apparu, depuis les
travaux [BY2; BY3], que la formule de Cauchy-Weil pouvait jouer le réle
d’une formule “économique” de division. C’est précisément cette formule
qu’ont utilisé Berenstein-Yger dans {BY3], et que nous reprenons ici pour
expliciter complétement le probleme de I’appartenance d’un polynéme Q a
un idéal lorsque celui-ci est engendré par m polynémes P, ..., P,, définissant
une intersection compléte. A l’instar de la méthode proposée dans [BY1], le
procédé que nous utilisons nous autorise a construire des quotients a coeffi-
cients rationnels dés que les polynémes Q, P;, ..., P, sont a coefficients entiers
(on pourrait bien siir remplacer entiers par entiers d’un corps de nombres).
Notre méthode permet de trouver une borne pour les degrés des quotients A;
et donne en plus un contrdle pour la taille de leurs coefficients lorsque les
polyndémes Py, ..., P,,, O sont a coeflicients dans Z.

Plus précisément, en utilisant ces méthodes analytiques, nous prouverons
le résultat suivant: étant donnés des polyndmes Py, ..., P, a coefficients en-
tiers, de degrés respectifs D;=D=.-- = D,, et de hauteurs logarithmiques
(au sens naif) au plus 4, définissant une intersection compléte dans C”, un
polynéme Qe Z[z, ..., z,] de degré Dy et de hauteur logarithmique /4 ap-
partenant a I’idéal engendré par P,,..., P,, dans Q[z,..., z,], il existe des
polynOémes A,, ..., A, €Z[z,,-..,Z,] et un entier naturel non nul é tels que

3Q=A P+ -+ Ap,Py

avec les estimations:

m
deg A;=<2Dg+«(n) [1 D;,

i=1

m b m c
logé < x(n)D“(H D,-> <DQ+ 11 D,-) (h+DlogD),

i=1 i=1
et

m b m c
h(/h)fEK(n)il)a<]i[1);)(?)Q'F]i[lpg)(h‘Fl)lOng)4‘hQ],

i=1 i=1
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ou «(n) est une constante effectivement calculable ne dépendant que du
nombre de variables n, et a, b, ¢ sont des constantes absolues (indépendantes
de n).

Bien siir, ces estimations de hauteur ne sont certainement pas optimales
(compte tenu du théoréme de Bezout arithmétique proposé par Gillet-Soulé-
Bost [GSB], I'estimation de 6 que I'on peut attendre est en h(D+Dg)D™, et
P’on peut conjecturer qu’il existe aussi un théoréme de division “économique”
dans le cadre d’une théorie arithmétique de I’intersection). Notre approche
tient a souligner le réle que pourrait jouer dans une telle théorie le résidu de
Grothendieck et surtout la formule dans laquelle il intervient, a savoir la

formule de Cauchy-Weil.

2. Lemmes Préparatoires

LeEmME 2.1. Soient Py,...,P,€Z[z,...,2,] de degrés au plus D et tels que
la variété algébriqgue V={zeC": P|(z)=--- = P,,(z) =0} soit de dimension
n—m.

1l existe alors des entiers A; ; dont le module est borné par (D + 1", tels
que les n polyndémes p;, définis par p;= 271 A; jP; pour 1<i=m et p;=
27=1A, jzj pour m+1<i<n, soient en position normale.

Un systéme de n polynémes p;, ..., p, @ n variables est dit en position nor-
male si, pour tout sous-ensemble J de {1, ..., n}, V(P;, je J)=0, ou

dimV(P;, je J)=n—Card J,
avec V(P;, jeJ)={zeC": Pi(2)=0, jeJ}.

Preuve. Nous commengons par prendre p; = P;. Soient 9;, ..., 9 les com-
posantes premiéres de I’idéal (p,); nécessairement s <D [Ma, Lemme 2].
Puisque pour tout / € {1, ..., s} il existe j; € {1, ..., m]} tel que P; ¢ J;, on
peut trouver des entiers A, ;, 1 <j=<m, [A, ;| <s, tels que le polyndme p, =
Az, 1P+ -+ +Ay P, n’appartienne a aucun des idéaux 9; [MW, Chap. 4,
Lemme 1]. Alors I’idéal (p;, p,) est propre de rang 2 et de degré inférieur a
D? [Ma, Lemme 2]; cet idéal est équidimensionel. Nous allons construire
D3, le cas général s’en suivant par induction. Considérons toutes les com-
posantes premieres des idéaux (p;), (p3) et (p1, p2), que nous notons g, ...,
9,, avec r < D?42D < (D+1)? d’aprés [Mal). Pour tout i €{1, ..., r} il existe
Ji€fl,...,m} tel que P; ¢ J;; on peut donc trouver des entiers A3 ;, 1=/ =<
m, |A;, j| < (D+1)? tels que le polyndme p3=A3 | Py+ +++ +A; ,, P, n’appar-
tienne a aucune composante §; [MW]. Alors les idéaux ( p;, p3), (P2, P3), €t
(D1, P2, p3) sont propres de rang respectifs 2,2, 3, et de degré inférieur re-
spectivement a D2, D2, D3,

Pour la construction de p,, ., considérons toutes les composantes prem-
ieres Xy, ..., X, de tous les idéaux (p; , ..., p;,), ou {iy, ..., iy} décrit tous les
sous-ensembles de {1,...,m}; on a
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m

=3 (k)D"s(D+l)”’.

k=1\M
Comme pour tout / €{1, ..., ¢}, on peut trouver j; €{l, ..., n} tel que z;, ¢ X;
(sinon, au moins un des idéaux considérés est de rang n, ce qui n’est pas
vrai), il existe des entiers Ay, 1, 1 Sk <n, avec [Ay, 41, x| < (D+1)", tels que
le polyndme py, 11 =A,,41,121+ - +Ap 41,02, N’appartienne a aucune com-
posante X;. Donc pour tout sous ensemble {/,..., i} de {1,..., m]}, I’idéal
(Diys -+ +s Pis Pm+1) est soit Clzy, ..., z,], soit propre de rang k+1, et de
degré < D¥ < D™. En procédant ainsi, on construit Dm+1s-++» Pp de proche
en proche. |

LEMME 2.2. Soient Py,...,P, €C|zy,...,2,] de degrés respectifs au plus
Dy=Dz=..-=D,,=3. Supposons que la variété V={P, = --- = P, =0} soit
de dimension n—m.

Alors il existe n polynémes p;, avec p;= 371 A; jP; pouri=1,...,m, et
Di=2F_1A; jzjpour i=m+1,...,n, ot les A; ; sont des entiers satisfaisant

2
|/\,-,,-|s(D+1)"—‘+< m)
m

n formes affines L,,...,L,€Z[z,,...,2,] et une constante R > 0 tels que:
(@) Pour tout sous-ensemble non vide J de {1, ..., n}, pour tout je J,

V(Pdies Lidkes Lj)=0.
(b) 1l existe une constante v > 0 telle que

n 172
(_21|L,3D""D”'(Z)p,'(Z)|2> Z'YHZHZDPHD”” ||Z||>R
1=

De plus, si les polynémes P;e Z|[z,,...,%,], de hauteurs logarithmiques (au
sens naif) au plus h, on peut choisir les coefficients des formes affines L;
bornés par

m
exp(x(n)D IID;(h+Dlog D))

i=1
ou k(n) est une constante effectivement calculable qui dépend seulement du
nombre de variables n.

On rappelle que la hauteur logarithmique (au sens naif) d’un polynéme a
coefficients entiers est le logarithme du maximum des modules de ses co-
efficients.

Preuve. Lelemme précédent joint au Lemme 3.1 de [El] donne ce qu’il faut.
[l
Dans toute la suite x(n) désignera une constante effectivement calculable
qui ne dépend que du nombre de variables n, et que ’on peut expliciter en la
suivant pas a pas dans les différentes étapes; on gardera la méme notation
méme si elle change d’une étape a I’autre.
Nous allons déduire du Lemme 2.2 une formule de division effective.
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3. Formules de Division

Soient P,..., P, des polynomes de n variables, a coefficients entiers, de
degrés respectifs au plus D;=D= --- = D,, = 3 et de hauteurs logarithmiques
au plus / définissant une intersection compléte; nous leur attachons un choix
de n polynémes p;, ..., p, et de n formes affines L, ..., L, via le Lemme 2.2.

Nous nous proposons de diviser un polynéme Q de degré D, et de hau-
teur logarithmique Ay appartenant a P'idéal (Py, ..., Py,).

THEOREME 3.1. Sous ces hypotheses, il existe des polynémes Ay, ...,Au €
Z[z,...,2,], un entier naturel non nul 6 tels que

8Q=A,Pi+ -+ A, P,

avec les estimations suivantes.

m
deg A;<2Dg+«(n,m) 1 D;,

i=1

m 6 m 2
logdé < K(n)D4(H D,-) (DQ+ 11 D,-) (h+Dlog D),
i=1 i=1

et
5 m
i

m 3
h(A;) < K(H){D“(H D> <DQ+ 11 D,-) (h+DlogD)+hQ},
i=1 i=1
ot k(n,m)=3n(n+1)2n+1)m"+3mn+12n+ 8m.

Preuve. Nous pouvons choisir les polynémes p,,..., p,, tels que le déter-
minant de la matrice des A; ;, 1=<{, j <m, soit non nul; ceci implique que
L*Qe(Fy,....F)ou L=T1"L;, A=TI".\D; et F;=L¥p;, 1<i=<n.

L’ensemble B(R)=B(Ry,...,R,)={{eC":|F}({)|<R;,i=1,...,n} est
un polyédre de Weil [AY] pour presque tous les choix des nombres réels
R,,..., R, assez grands (ceci découle du théoreme de Sard et de la propreté
de I’application F=(Fy, ..., F,)); a 'intérieur de celui-ci, nous écrirons

1 S P20 D(§, 2)
(27@i)" Jpry TIi=1(Fi($) —Fi(z))

ou le cycle I'(R) ={{ e C™: |F;($)|=R;, i =1, ..., n} est orienté de maniére a
ce que d(arg Fi)A---ad(argF,) =0 et ou D({, z) désigne le déterminant
d’une matrice de polynémes (Fjj);<;, j<n réalisant un syst¢tme de diviseurs
de Hefer pour Fy,..., F,, soit

L*(2)Q(2) = d¢ M

VCZEC", E(?)_FI(Z):EIFU(?,Z)(;/_Z]), i=13"°sn'
j=

Nous avons d’autre part

0= d 2
@) A @

car L**Qe(F,, ..., F,) [BT, Prop. 1.2].

1 S L**(£) Q(§) D(5, )
T'(R)
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En soustrayant (2) de (1), on a

L%(2)0(z) = l.ng LA O AL 2) df, zeB(R)
‘ 27i)" Jrr)
ou
1 1
A6, 2) = —
(2) 1Gi($,2) P Fi(§)
avec

Gi(§, 2) = Fi(§) — Fi(2).

En reprenant la démonstration de la Proposition 1.3 de [BT] et exploi-
tant le fait que L3AQ est dans I’idéal engendré par seulement Fy, ..., F,,, on
obtient

L*(z)0(z) = E > Fs(z)—=——
s=1|S|=s (2 i)

L3A(§)Q(§)R(§)D(§,Z)Gr(f,Z)
\ B(R
SI"(R) =1 Fi(9) IT7=1Gi(5, 2) 4%, zeB(R)
ou dans la somme au dessus,Sdecrlt les parties de {1, ..., m}, —{ ., mN\S,
Fs(z) =1l;esFi(2), Gr({,2)=11;e7Gi($,2), et R(ﬁ') m+1F(§')
Ceci peut s’écrire
LA2)0(2) = == S S Fs()
(2 )" 5= 1|8}=s

H(¢, z) ) L
d Fri 3
k?_:o E (SI‘(R) I1_ FR+2(%) J 1_1:11 iz 6)

pour z € B(R) ou

H($,z)=L*(5) Q)R DL, 2) Gr (S, 2).

Si R est choisit assez grand pour que B(R) contienne tous les zéros communs
aux polyndémes Fi, ..., F,, (3) devient

m

L*2)0@)=Y Y Fs(z)

s=1]|S|=s
(o]
k=

ot (d(1/F%+*2), .y est le résidu global de Grothendieck du systéme de poly-
nomes Flkl+2, ...,F,f"“ [GH, Chap. 5], k désignant le multi-indice (X4, ...,

k).
D’aprés le Théoréme 1 de [BY3] on a

§ (L/FE+2), (5, 2) dey T Ff(z), zeB(R)

k, i=1

L*(2)Q(z) = E 2 Fs(z)

s=1|8|=s
S (B/F +2), H(s, z) diY T Ffiz), zeC" &)

ou ko= (1/2A){3mA+3nA—4A+Dg+2mD+2n+nD—2m—2Dj}.
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Il est clair que (4) s’écrit sous la forme

m .
L*(2)Q(z) = X Bi(2)Fi(z), zeC"
i=1
ou les B;, 1 =i < m, sont des polyndmes a coefficients rationnels [BY2,
Lemme 2.3], de degré au plus 2Dy + (127 + 8m —3) A. Maintenant nous nous
proposons de chercher un dénominateur commun aux coefficients des B;,
1<i=<m, et d’estimer leur taille.

Ces coefficients sont des combinaisons linéaires entiéres des nombres ra-
tionnels

pr={I(1/FE+2), tldey, |l|<Dg+(Tn+3m)A (5)

que Pon peut écrire sous la forme

o= X 2 puyla)

j=01J|=jacy,
ouVy=V((piics (Lj)jer), €t

1 1 ’ ¢
pry(c) = <( N\ 6(—,) N\ 6( , )> d§‘>
e ik,+2 A L}A(k,+2) Hrerrk’” HSEJLEA(ICS+2) ;

le prime dans le crochet signifie que I’on prend le résidu local [GH, Chap. 5]
apres avoir réarrangé les indices dans I’ordre strictement croissant.

On pose J = {ij, ..., iy }; nous associons au systéme de polyndmes (p;);cs
un systéme triangulaire de polyndmes (p;);c s, C’est a dire tel que deg p;, <
Dy, l<i<k,et

Di= 2 BjxPr» JEJ,
ked

ou les B, J, k € J, sont des entiers de module au plus exp(x(n) log D) (voir
[El, Lemme 1]). Par construction, idéal ((p{/¥+2m), _, (L?A“k'“"’)jw) est
contenu dans Pidéal ((pfi*2);c , (LA%+D),. ). 11 existe alors des poly-
noémes R; i, 1 < j, k < n, a coeflicients entiers de degré au plus k(n) D(Dg+ A)
tels que

n
Ji= 2 Rjxhy, 1=j=n,
k=1

ol f;=p{kl+2n (ieJ), hy=pli*? (jeJ), et fi=hy=LP%*D (s¢J).

En utilisant la loi de transformation du résidu [BGY, Prop. 2.5; GH,
Chap. 35, p. 657], la recherche d’un dénominateur commun aux nombres
algébriques

piy(a), |l|=Dg+(Tn+3m)A (6)
se ramene a celle d’'un dénominateur commun aux nombres algébriques
1 - 1 '
ol ————— ol ————— ), — , <
<i/E\J (pllk|+2n>j/¢\J (L;A(|k|+2n))’ T, d§‘>a |/| = k(n) D(Dg+ A)

e k;+2 3A(K;+2
ott ®; =TT, 0+ I L2,
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A ce stade nous sommes dans la méme situation que celle du Lemme 5.4
de [BY2]; en reprenant la méthode utilisée pour la preuve de ce lemme, on
trouve un dénominateur A commun aux nombres rationnels

pi» |I|=Dg+(In+3m)A,
dont la taille satisfait
log A < k(n) D*A%(Dgy+ A)*(h+ Dlog D).

Intéressons-nous maintenant a la taille des nombres rationnels donnés
par (5). Pour cela, estimons les nombres algébriques donnés par (6).

En effet, les polyndmes a coefficients entiers R; 4, 1 < j, k < n, précédents
sont de hauteurs logarithmiques au plus x(n) DA(Dg+ A)2(h+Dlog D). En
appliquant la loi de transformation pour le résidu [BGY; GH], on a

— 1 4 g-m
pry(a) = <( N\ a( ) N 6( )) , d§->
IJ |m|5x(n)ED(DQ+A) ieJ |k|+2n) jeJ L;A(|k|+2n) (I)J ;

= E A ()
|m| = k(n)D(Dg+A)

ou les a,, sont des entiers de module au plus
exp(k(n) DA(Dg+ A)*(h+ D log D)).
Donc I’estimation des nombres donnés par (6) se ramene a celle de
Ny |M|=k(n)D(Dg+A).

Nous sommes de nouveau dans la méme situation que celle du Lemme 5.6
de [BY2]; en reprenant la démarche utilisée pour établir ce lemme, on trouve

pi|l < exp(k(n)D*A3 Do+ A)3} (h+Dlog D)), |l|<Do+(7Tn+3m)A.
0 Qo

Comme il y a une grande liberté pour le choix des formes L;, on associe aux

polyndémes Py, ..., P, n+1 systemes de formes affines L; ;, ..., L; ,, 1=
i=n+1, via le Lemme 2.2. On peut supposer que Ly ;,..csLypyy i, 1=
iy .ees ipp1=m, n’ont pas de zéros communs.

Posons L;=1I/=1L; j, 1=i=<n+1. Il existe alors un entier naturel non
nul 4 et des polyn(")mes O1tseees Oni1 €224, ..., 2,] tels que

d=£,01+ - +L, 10041
avec les estimations suivantes [BY2]:
deg Q; =< «(n);
log d < k(n) DA(h+ D log D);
h(Q;) = k(n)DA(h+ Dlog D).

Par suite d3"+DA g (£34, ... ,H_ 4 ) et on peut donc trouver des polyndmes
S1, -++» Sy & coeflicients entlers tels que
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avec
h(S;) < k(n) DA%(h+ D log D)
et
deg S;<(Bn(n+1)(2n+1)m"+3mn)A.

Finalement, on a
n+l m

n
§Q=d3"tDA)\0 = 2 AS; £20=3 S AS;B;iFjj= Y PyAx
j=1i=1 k=1

m n+1
A=A 2 N 3 S BiLif
i=1
Ona

logd=3(n+1)Alogd+logA <«k(n)D*A%Dy+ A)*(h+Dlog D).
Il est clair que les coefficients des quotients A, sont entiers et
deg Ay <2Dg+{3n(n+1)(2n+1)m"+3mn+12n+8mjA.

En plus, on sait estimer les différents termes qui apparaissent dans I’expres-
sion des quotients A;; on a donc

h(Ay) < k(n){D*A(Dg+A)*(h+Dlog D)+ hg}. O

REMARQUES. On peut remplacer Z par I’anneau des entiers d’un corps de
nombres K. Dans ce cas les constantes x(#n) vont dépendre, en plus du nom-
bres de variables #n, du degré de ’extension K/Q.
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