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UN ESTUDIO DE LA LOGICA ALGEBRAICA DESDE EL PUNTO
DE VISTA DE LA TEORIA DE CATEGORIAS

LUIS M. LAITA

Summary

In this paper a model is provided for the bivalued propositional calculus
and for Halmos’ monadic and polyadic logics, by means of a preorder
category which has unions, intersections, nul and conul objects, and a
contravariant functor defined on it.

The set of propositions and of propositional functions are structured as
categories the arrows of which are the implication functors. Quantifiers
and logical constants are shown to be special functors. Implications, impli-
cations among implications and so on, are described respectively as
arrows, functors, natural transformations, etc., so that logical formuli are
studied as constructs of the theory of categories. An extension to the study
of cylindric algebras is suggested at the end.

The paper is an extract of the more important points of a Ph.D. Thesis
in Mathematics accepted by the Department of Mathematics of Universidad
Complutense of Madrid, in August 1974. The author is indebted to Pro-
fessors N. Cuesta and V. Mufioz of Salamanca and A. Dou of Madrid who
first introduced him to the field of logic, and especially to Professor
P. Abellanas of Madrid University, director of the dissertation, for his
suggestions and advise, and to Professor B. Sobocifiski of Notre Dame
University, under whose constant supervision he has worked for the last six
years. The dissertation was done under a Grant provided by the Foundation
Juan March of Spain.

Se presentan a continuacién unas sugerencias para la formulacién de
un modelo de la 1dgica bivalente en el lenguaje de la teoria de categorias.

En la introduccidon se describen las ‘‘R-categorias’’ cuyos grafos
corresponden a reticulos con objetos inicial y final, y se prueban de forma
diferente a la usual, algunas relaciones importantes de la teoria de
reticulos. Ello sugiere indirectamente, un método para hallar tautologias.
En la seccidn 2, se construye una categoria especial, a la que se denomina
““p-categoria’’, un instrumento basico usado a lo largo de todo el trabajo.
En las secciones 3 y 4 se traducen al lenguaje de las categorias, los
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conceptos mis importantes de las logicas monidica y poliddica de Halmos;
cuantificadores, constantes y operadores de sustitucidén resultan ser unos
funtores especiales sobre ¢-categorias. Un interesante modelo para la
logica bivalente aparece en la seccion 5; implicaciones, implicaciones
entre implicaciones, etc., quedan reducidas a flechas, funtores, transfor-
maciones naturales, etc. Finalmente, se presenta una extensiéon de la
teorfa a las 4dlgebras cilindricas de dimensidn dos.*

1 Introduccion

Definicion 1.1 Categoria Preovden es una categoria en la que dados dos
cualesquiera de sus objetos @ y b, el morfismo [a, b] contiene como maximo
una sola flecha, ([1], p. 11).

Definicidén 1.2 Categoria Ovden Parcial es una categoria preorden en la
que los inicos elementos inversibles son las identidades.

Definicibn 1.3 Categoria R es una categoria orden parcial que tiene uniones
e intersecciones parciales y objetos nulo y conulo. Si sblo existen uniones
y objeto conulo o intersecciones y objeto nulo, llamamos a las estructuras
correspondientes Categoria R-V y Categoria R-A.

A partir de aqui, denotaremos con los simbolos 0, 1, R, R-V, R-A, el
objeto nulo, conulo, la categorfa R y las categorias R-V y R-A respectiva-
mente. A suvez UN(a, b) 0 avb representaran la unidén de a y b; INT(a, b) o
a b (indistintamente) representaran la interseccion de a y b.

Lema 1.1 Las flechas a — b yaab — av b coinciden en R.
Prueba: por aplicacidn de las definiciones de unidn e interseccion.

Lema 1.2 Dadas las variables x, y, z, que rvepresentan objetos de R, las
siguientes flechas son movfismos de R:

(i) (xay)v(xaz)— xa(yvz)

(ii) xv(yaz) — (xvy)a(xvz)

(iii) (xap)v(xaz)v(paz) - (xvy)a(xva)a(@vz)
(iv) (xap)v(xaz) = xa(yvixaz).

Prueba: como ilustracidén, probamos (i). La prueba de los restantes puntos
es similar.

De las definiciones de unién e interseccidén en R, resulta el siguiente
esquema valido en dicha categoria:

*El trabajo contiene los puntos més importantes de una Tesis Doctoral presen-
tada el dia 20 de agosto de 1974 en el Departamento de Mateméiticas de la Universi-
dad Complutense de Madrid. El autor agradece el apoyo prestado por los Profesores
V. Mufioz, N. Cuesta y A. Dou, quienes le introdujeron en el campo de la ldgica
simbdlica; debe asi mismo un especial reconocimiento a los Profesores P. Abe-
llanas, director de la tesis, y B. Sobocifski, consejero infatigable, por su constante
ayuda. La realizacién del trabajo ha sido posible gracias a una beca de estudios
concedida al autor por la Fundacién Juan March, de Espafa.
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XAy /f
(xayp)v (xaz) D

De la existencia de las flechas 1, 1', 2, 2’ y de la definicién de unidon
resulta: ((xay)v(xaz) — x)eR. (1

De xAy— Yy — yvzZ, xAZ2— Z2— Yyvz, de la transitividad que resulta de la
composiciéon ordinaria de flechas de una categoria, y de la definici6n de
unién, obtenemos: ((xay)v(xarz) — (yvz))eR. (1)

Pero x a(yv 2) es la interseccién de x con (y v z); por tanto: de (I), (II), y de
la definicidn de interseccidon resulta:

((xry)v(xaz) - xa(yvz))eR. Q.F.D.

Definicién 1.4 R es distributiva en A, v si y sblo si cada una de las flechas
(i), (ii), (iii) del Lema 1.2 es inversible.

Teorema 1.1 R es distributiva en v, A si y solo si
((xvy)az—xv(yarz))eR

Prueba: consideremos el esquema valido

XAY YAz XAZ

v@Ad

wvw uva \\\\
xvy yvz \xvz

Si la categorfa es distributiva, de la Definicién 1.4 obtenemos: ((xvy) A
(xvz) <> xv(yarz))eR. Por la propiedad transitiva, también ((xvy)az —
xvz)eR. Obtenemos entonces el siguiente subdiagarama vAlido en la
categoria R:

(xvy)az
(xvy)a(xva)

xXvy xXvz
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y ya que (xv ) Aa(xv2) es la interseccidon de sus factores, se sigue: ((xvy) A
z— (xvy)a(xvz))eR, que de acuerdo con la suposicidn de distributividad
cambia a (xvy)az — xv(yaz). Supongamos ahora ((xvy)az— xv(yaz))e
R, y probemos la distributividad. Cambiando ¥ por z se tiene ((xvz)ay —
xv(zay)) eR. Resulta entonces el siguiente esquema vilido:

XAy
yA(xvz)
f— =~
y k”/—___~\\\\\——x
Y
xv(yaz)
xvy xvz

Por tanto: ((xv(ya(xv2)) » xv(yaz))eR. Por otro lado, cambiando z por
xvzen la misma flecha, se obtiene ((xvy)a(xvz) — xv(ya(xvz))eR. De
las dos relaciones anteriores se sigue: ((xvy)a(xvz) —» xv(vaz))eR. Por
tanto, por el Teorema 1.1 (ii), (xvy)a (x vz) <>xv(ya 2)) e R. Q.F.D.

2 @-categorias En esta seccibn se describe una categoria R distributiva
especial sobre la cual se construiri en secciones sucesivas una teorfa de
la logica en términos de la teoria de categorfas. La descripcidn es
basicamente una extensién de la construccién de G. Gritzer ([2], pp. 58 y
ss) de un reticulo booleano a partir de un semirreticulo seudocomple-
mentado.

Definicidn 2.1 f es una funcidn de objetos en una categorfa R-V que cumple
las siguientes condiciones:

(i) avfa=1
(ii) ffa=1,

para todo objeto a de la categoria.
Lema 2.1 Sia — beR-V, entoncesfavb=1,

Prueba: por definicién de unibén, definicidon de elemento conulo, aplicacidon
de Lema 1.1, y Definicion 2.1

Interesa ahora considerar una categoria C en la que el lema anterior
sea valido en las dos direcciones, ya que no debe perderse de vista que lo
que aqui se busca es la construccién de un modelo para la implicacién
16gica, en donde ¢ = b = 1avb = v. Sea ese el caso, la definicion dada para
f sugiere una extensién interesante; de ser una involucidn, resulta que para
un dado beC, ffb = b. De la condicién @ — beC, se obtiene favd =1, es
decir favffb =ffbvfa = 1, que se traduce a afirmar fb —faeC. Pero que f
transforme a — b en fb —fa sugiere definir f como un funtor contra-
variante en C. Cambiando f por ¢ definimos:
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Definicidén 2.2 ¢ es un funtor contravariante endomérfico en una categoria
R-V que cumple las condiciones:

(i) a=¢¢a
(ii) avea =1
(iii) pavd =1 siy sélo sia — beR-V.

Definicidn 2.3 ¢-categoria es una categoria R, distributiva en v, A, y con
el funtor ¢ definido en ella.

Teorema 2.1 ¢ determina en una categovia R-V una ¢-categovia C.

Prueba: (i) C tiene objeto nulo. En efecto, 1 ¢ R-V, entonces ¢1¢R-V, pero
por definicién de objeto conulo, ¥ — 1 existe para todo objeto xe¢R-V, es
decir; ¢1 — ¢xeR-V, lo cual afirma la existencia de un objeto ¢1 que
precede a todos los objetos ¢x, que son a su vez todos los objetos de la
categoria. ¢1 es por tanto el objeto nulo 0.

(ii) Las leyes de De Morgan son validas en C. En efecto, dadas las flechas
va — ¢x, ¢b — @x de C el siguiente esquema es esquema de C:

T

@av b ———" ox
cpb%

Aplicando el funtor contravariante ¢ obtenemos (recordar ¢oa = a):

a

o(pa v @b) x

b

Este altimo esquema muestra en primer lugar que ¢(ga v ¢b) es un objeto
de C por haber sido obtenido aplicando ¢ a un objeto de C, y en segundo
lugar, que dicho objeto cumple con la definicién de interseccién de los
objetos @ y b. En efecto, ¢(¢av ¢b) precede inmediatamente a @ y b; no
puede haber otro objeto x tal que ¢(¢a v @b) — x € R-V porque x (todo x) se
ha obtenido mediante @@x; al estar ¢x situado ‘‘después’’ de ¢a v @b,
necesariamente x debe estar situado ‘‘antes’” de ¢(¢av @b). Obtenemos
entonces aab = ¢(paveb); de modo parecido puede obtenerse avb =
¢(pa rpb). Las dos relaciones obtenidas expresan las férmulas de De
Morgan si por ‘‘complemento’’ de un objeto a entendemos el objeto ¢a.

Es interesante hacer notar que de esta forma se obtienen las leyes de
De Morgan sin presuponer la distributividad de las operaciones v y .
Indirectamente se obtiene ademis una segunda condicidn necesaria para la
prueba del teorema: que C tiene intersecciones parciales.

(iii) C es distributiva en las operaciones v, a. En efecto, el siguiente
esquema es vilido en C:
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i
xAy/ z
(/’/%xv(y/\z)

y

y por tanto también lo es el subdiagrama:

xFAz\
xAy/

En lo que resta de prueba se sigue a Gritzer, aunque usando las fé6rmulas
de De Morgan demostradas en (ii).

)

Y fa

X

xv(yaz)

Aplicando la definicidn de ¢ resulta del esquema anterior @(xaz)v (xv(y A
2)=1,¢0(yrz)v(xv(yaz)) =1, De las leyes de De Morgan; (¢xv@z)v
(xv(yaz)) =1, (pyvez)v(xv(yaz)) =1, y de la definicidén de ¢ se obtiene
el esquema vilido:

@zvxv(yaz)

\/

y

Aplicando la definicion de unién, resulta de dicho esquema; xvy — @zvxv
(yr2). Aplicando la definicién de ¢ de nuevo, resulta sucesivamente
o(xvy)vezvrv(yaz) =1, (xvy)az— xv(yaz). La fGltima relacién, de
acuerdo con el Teorema 1.1, prueba la distributividad. Q.F.D.

Corolario 2.1 Un 7veticulo booleano es isomovfo al grafo en el que una
@-categovia es libre.

Corolario 2.2 Un algebra de Boole es un veticulo complementado en el que
la complementacion es seudocomplementacion (caracterizacién de Hunting-
ton de las 4lgebras de Boole).

Prueba: basta aplicar la definicidén de categoria libre en un determinado
grafo, y considerar que la definicidén dada para el funtor ¢ corresponde al
concepto de seudocomplementacidn.

3 Lbgica Monadica de Halmos ([3], pp. 20-25, 37-51, 60-64 y 76-82).

Teorema 3.1 EI conjunto de las proposiciones cevvadas de una teoria
adquieve la estructuva de una ¢-categovia si:

(i) Ia flecha de la categovia es la implicacion logica,
(ii) dadas las proposiciones p, q, v, . . ., INT(p, q) =p ““y”’ ¢,
(iii) las identidades son p — p, q — q, v — v, etc.,
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(iv) la ley de composiciones (q— 7) - (p— q) = (p — 7),
(v) el objeto conulo es pvip = 1.

Prueba: la expresion ‘“p implica ¢’ es léogicamente equivalente a afirmar
“no-p o q es verdadero’’, es decir p=¢g = 1pvq= v. Sustituyendo la
flecha implicacién por la de una categoria, la conectiva ‘‘0’’ por la
operacidon de unidn, y v por el objeto conulo 1, y aplicando el resultado del
Teorema 2.1, obtenemos nuestro teorema.

Es interesante hacer notar que estructurar un conjunto de proposi-
ciones en forma de categorfa es algo ‘‘natural’’. En efecto, la implicacidon
logica es una flecha, la transitividad de la implicacién corresponde a la
composicién de morfismos en la categoria; an cuanto a las conectivas ‘‘o”’,
“y’, es facil ver que dadas dos proposiciones p, g, la proposiciéon ““py ¢”’
implica a py a g, y si otra proposiciéon 7 implica a p y a ¢, necesariamente
implica a “py ¢’’: ello corresponde a la definicidon de interseccidn.

Teorema 3.2 Dado un universo C de objetos, C adquieve la estructura de
una @-categoria si

(i) La flecha es la relacibtn de inclusion <“C’’,

(ii) INT(4, B) =A N B (A, B subconjuntos de C),

(iii) Las identidades son A C A, B C B, etc.,

(iv) La ley de composicibon es B C-A CB=ACC,
(v) El objeto nulo es D.

Prueba: sabemos ‘A C B’ = “AN ComplB=®”’, y por otro lado AN
ComplA = . Como en el caso anterior, basta aplicar el Teorema 2.1.

En lo que queda de seccidén los simbolos (C, —) y (C, ©) denotarin
respectivamente las categorias descritas en los Teoremas 3.1 y 3.2.
Cuando no haya peligro de confusion ambas vendran representadas por el
simbolo C.

Definicién 3.1 Dada una categoria discreta X y una ¢-categoria de
proposiciones cerradas, definimos funcidon proposicional de una varviable
como cada una de las funciones objeto de los funtores de una sola flecha
entre la categoria X y la categoria (C, —).

Si X representa el conjunto de objetos de los que la teoria trata, cada
funcién proposicional manda cada uno de esos objetos a un objeto de C; por
ejemplo, manda ‘‘4’’ sobre ‘4 es un miultiplo de 2’’ si la funcién proposi-
cional en cuestidn es ‘‘x es un miultiplo de 2°’. Al mismo tiempo envia la

categorfa X sobre un objeto de (C, ©). Si los simbolos F,, F,, F, . . . etc.
representan funciones proposicionales, denotaremos mediante F;X, F,X,
F;X...ete.y Fux, Fax, F3x . . . etc. respectivamente, los objetos de (C, C)

y de (C, —) correspondientes a esas funciones. Notese que para F,, F;X es
un subconjunto del conjunto de objetos C, y F,x es un objeto de C (co-
rrespondiente a un xe X).

Teorema 3.3 EI conjunto P de las funciones proposicionales de una
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variable adquieve la estructuva de una @-categoria mediante el siguiente
conjunto de definiciones:

(i) Fi— Fy=F.XCF,X(F, Fye P; F.X, F:Xe(C, 9)),

(ii) F;3 =INT(F, F,) = FsX=F, XN F,X,

(iii) Fo = FX = Q,

(iv) F;- F3.F,—>F,=F, =2 F,=F,XCF,X.-FXCF,X=F,XCF,X.

Prueba: La definicién dada estructura P como una categoria isomorfa a la
@-categorfa (C, C) (Teorema 3.2).

En consecuencia, F,vF, es la funciéon que corresponde a F;X U F,X, y
el objeto conulo es la funcién que manda X sobre C. Llamaremos a la
categoria de las funciones proposicionales de una variable (P, —). Puede
verse que la flecha de esa categoria corresponde al sentido intuitivo de la
implicacidon entre funciones proposicionales.

Lema 3.1 (C, —) es isomorfa a una subcategorvia de (P, —).

Prueba: considerando entre los objetos de P aquellas funciones que son
constantes, es decir las que mandan X sobre un objeto de (C, —), dichas
funciones forman una subcategoria de (P, —). Por otro lado dicha sub-
categorfa es isomorfa a la categorfa (C, —).

Definicidén 3.2 Maximo V (Minimo A) de un subconjunto del conjunto de
objetos de la categorfa (C, —) es la UN (INT) de los objetos de dicho
conjunto (En lo que sigue supondremos que la @-categorfa tiene uniones e
intersecciones).

Definicion 3.2 Cuantificadoves: 3 es una funcién P — {Maximos de (C, —)},
V es una funcién P — {M#nimos de (C, —)}, tales que:

(i) 3y V son biyectivas,
3 Fl - EI Fz

vF, - vF, | & )

(ii) Si F, — F, entonces
Como los méiximos de (C, —) son todos los objetos de (C, —) tenemos el
siguiente:

Corolario 3.1 3y V son funciones P — (C, —) que cumplen (i), (i)

Corolario 3.2 3 y V son funtoves covariantes (P, —) — (C, —) tales que
H:Fl - Vle. V:Fl - AF1X.

Prueba: por definicién de funtor y Corolario 3.1. Queda justificada
entonces la siguiente:

Definicién 3.3 Un cuantificador monadico es un funtor covariante entre la
¢-categorfa de las funciones proposicionales de una variable y la ¢-
categoria de las proposiciones cerradas.

Teorema 3.4 Axiomas de la Logica Monadica. Las siguientes velaciones
son verdadevas en (P, —):
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(i) 30=0",0eP,0'cC
(ii) F— 3F

(iii) 33F = 3F

(iv) 3(13F) = 3F

(v) 3(F,v F,) = 3F,v3F,

Prueba: (i) 30 =V@®. Como P no tiene objetos, todos los objetos de C son
limites superiores. El minimo de ellos es el objeto nulo 0’e¢ C. Por tanto
30 =0".

(ii) Dado x€ X, Fx es un objeto de (C, —). Como VFX es la UN de todos los
Fx (para todos los x € X), hay una flecha Fx — VFX para todo x ¢ X.

(iii) De la definicién de 3: 33F = V(VFx) = VFx = 3F

(iv) 3(13F) = V(VF)'. Pero (VF)' es un objeto de C, y la UN de un objeto
es el mismo objeto. Por tanto: 3(13F) = (VF)' = 13F.

En general 3(FAG) no es igual a 3F A 3G porque 3(F AG) = V(FX N GX), vy
el maximo de FXN GX no es necesariamente la interseccion de los
maximos VFX y VGX como puede verse en la siguiente figura:

VGX

VFX |Ii VFX AVGX i

A

Lo que sf muestra la figura es el siguiente lema:

Lema 3.2 3(FAG) — IFA3G

Lema 3.3 13F = V(1F)

Prueba: 13F = (VFX)' = A(FX)' = V(F)

Corolario 3.3 De Teorvema 3.4y Lema 3.3 sacamos:

(i) vi=1',1eP,1'eC

(ii) VF—~F

(iii) VVF = VF

(iv) V(OVF) = IVF

(v) V(FAG) = VFAVG

Hasta aqui la descripcién general de la lbdgica monadica; basta para
terminar, caracterizar las llamadas constantes individuales. Una cons-
tauce transforma una funcidén proposicional de una variable FX en una

proposicién cerrada 3G (3G es un maximo en (C, —) porque es un objeto de
(C, —)). Asf pues:

c: F—3G
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Suponiendo que F, — F, (F, implica F,) y la siguiente transformacién:
Cc. F1 - BGI = Fl(c)
c: F— 3G; = Fz(C)

la légica nos dice que F,(c) — Fy(c) (Por ejemplo, de “‘x maiultiplo de 4
implica x miltiplo de 2’ podemos obtener ‘16 miiltiplo de 4 implica 16
miltiplo de 2°. c es por tanto una pareja de funciones: una envia la flecha
F,— F,e (P, —) a la flecha F,(c) — F,(c) e (C, —), la otra envia el objeto F
de (P, —) al objeto F(c) de (C, —). Por tanto podemos enunciar la siguiente
definici6n:

Definicién 3.4 Una constante individual logica es un funtor covariante entre
la categoria (P, —) y su subcategoria (C, —).

A continuacidon usaremos el simbolo cF por F(c).

Lema 3.4 ccF =cF

Prueba: c transforma F en la funcién constante cuyo valor en C es cF.
Aplicando ¢ a una funcidén constante, ésta no varia.

Teorema 3.5 Las siguientes velaciones se dan en (P, —):

(i) cF=3cF,
(ii) F = c¢3F.

Prueba: ésta requiere el uso de la composiciéon de transformaciones
naturales T,, T, representada en la figura siguiente:

€, -)

Funtor ¢

T[ (
Funtor 3
3F

-
Bl T2 5
[} (=}
e ie]
w o]

(€, —)
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El proceso de transformaciéon de la flecha F, primero a la figura de
dos dimensiones de la categoria superior derecha, y luego a la categoria
inferior izquierda puede representarse, reduciendo flechas a puntos, de la
forma siguiente:

cF 3 JcF

33F = 3F

Llevando por fltimo 5 sobre ¢F — 3JF (ya que coinciden), obtenemos el
esquema;

cF

JcF

L

3F

en el cual tenemos la doble flecha 3F < ¢3F. Por tanto, por Def. 1.2:
3JF = ¢3F. La demostracion de cF = JcF es similar. Q.F.D.

4 Lbogica Poliadica ([3), pp. 25-31, 102-113 y 170-172). Halmos define
algebra poliadica como una estructura (A, I, S, 3) en la que A es an algebra
de Boole, | un conjunto de indices, S un conjunto de permutaciones en ly3
un cuantificador existencial. Al concepto de Aalgebra poliddica se llega
mediante la combinacién de los conceptos de algebra cuantificacional 'y
algebra sustitucional. Los primeros describen algebraicamente funciones
como existe un x tal que plx, v .. .), los segundos describen funciones
del tipo sip(x, ¥) ¥ p(y, ) enlonces hay tal o cual relacion entrve x e y.

En las paginas que vienen a continuacion se estudian entonces las
algebras poliadicas de acuerdo con el siguiente esquema:

a) Funciones proposicionales de varias variables
b) Cuantificadores
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c) Sustituciones
d) Relacion entre cuantificadores y sustituciones

a) Funciones proposicionales de vavias vaviables

Lema 4.1 EIl producto de dos categorias preovdemn es una categoria
preovden.

Prueba: supongamos que B y C son esas categorias,y b, b'eB; ¢, c'eC.
Como en B y C si existe un morfismo, éste consta de una sola flecha,
aplicando la definicién de categoria producto resultan objetos del tipo

(b, c), (b', c"), y flechas del tipo (b, ¢) — (b, c') asi:
(o) O to) QL) o

o un par de objetos sin flecha entre ellos:

() ()

c> c'

Ahora bien, dados los objetos b, ¢, b', ¢', las flechas de la categoria
producto vienen univocamente definidas por una de las tres parejas de
flechas (*), o por ninguna. Como en cada una de las parejas (*) las posibles
flechas son #nicas; en la categoria producto, si hay un morfismo entre dos
objetos, queda unfvocamente determinado por las flechas que existian en B

y C, dicho de otra forma, el morfismo producto es una flecha. Ello define
B x C como un preorden.

Corolario 4.1 El producto de dos categovias ‘‘ovden parcial’’ es un ovden
parcial.

Prueba: dada una ‘‘flecha’’ (producto) tal como:
(—=¢2)
c c
0
ésta es en realidad el objeto <@), por tanto, en la categoria producto, los

nicos elementos inversibles son las identidades. Por Definicion 1.2
obtenemos nuestro corolario.

Lema 4.2 El producto de dos categortas del tipo R, es una categovia R.
Prueba: definimos en la categoria producto:

UN((a, b), (@', 8") = (ava', bvb")
INT((a, b), (@', ") = (ara’, bab")

La categorfa compuesta tiene entonces uniones e intersecciones por
tenerlas las categorias simples.

Definicién 4.1 ¥ es una aplicacién C"—>C” tal que:

. r
(1) \P(al’ a23 A an) = (a;, az', A ] a”)’



UN ESTUDIO DE LA LOGICA ALGEBRAICA 101

(i) Wa, — by, ..., an— b,) = (bl —al, ..., bp— a,); donde a', b' ... etc.
representan ¢a, @b, . . . etc.

Teorema 4.1 El producto de n ¢-categorias es una ¢-categoria.
Prueba: aplicando ¥ a C” resulta:
(aly Aoy o v oy an) A(a{, a2’s e e ey afz) = (0, 0; LS ] 0)

que es obviamente el objeto nulo de C". Si por otra parte; (x, — a)), . . .,
(%, — a,) € C, entonces:

(%1, Xay o o oy X)) A (@1, Gz . . ., a0) =(0,0,...,0),
y también:
(15 X2y o o vy Xn) = (@), Ay, . . ., @) GC",
que son las condiciones requeridas para que C” sea una ¢-categoria.

Definicién 4.2 Funciones proposicionales de varias variables: el conjunto
de las funciones proposicionales de » variables es el conjunto de las
funciones objeto de los funtores entre una categorfa X" (una categorfa
producto de » categorfas discretas X), y la ¢-categoria (C”, —), producto
de n ¢-categorias C.

De modo parecido a lo dicho de las funciones de una variable, las de »
variables mandan la categoria X" sobre objetos de la categorfa (C”, ©)
(estos objetos son subconjuntos de C”, y C es la flecha de la categoria);
cada objeto de X” es a su vez enviado a un objeto de (C” —). En esta
altima categoria los objetos son n-complejos; hay una flecha de un »n-
complejo a otro si al menos hay una flecha desde uno de los componentes
del primer #n-complejo hasta uno de los componentes del segundo #-
complejo. Dada una funcién proposicional F de % variables, denotaremos
con los sfmbolos FX” y Fx” los objetos de (C”, ©) y (C”, —) respectiva-
mente.

Teorema 4.2 EI conjunto P, de las funciones proposicionales de n variables
adquiere la estructura de una @-categorvia mediante el siguiente conjunto de
definiciones:

(i) F,— F,=FX"C F,X"

(ii) Fs= FiaF,= F3X"= F X" N F,X"

(iii) F=0=FX"= @

(iv) F,—» F3-F, > F,=F, — F3= F,X"C F,X"-F X" C F,X"= F X" C F,X"

Prueba: como en Teorema 3.3. Como entonces, aqui también la flecha
corresponde con el sentido intuitivo de la implicacién. Denotaremos con el
simbolo (P,, —) la categoria de las funciones proposicionales.

b) Cuantificadoves

Definicidon 4.3 Maximo parcial V(2) (Minimo parcial A(Z)) de un subconjunto
del conjunto de objetos C” de la categoria (C”, —) es el conjunto de los
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n-complejos cuyo elemento ¢ es la unidén (interseccién) de los elementos i
de los mn-complejos que forman el subconjunto mencionado y cuyos
restantes elementos permanecen inalterados (recordar que un subconjunto
de (C”, —) es un objeto de (C”, ©)).

Definicion 4.4 Maximo pavcial V@, j, . . ., m) (Minimo pavcial NG, j, . . .,
m)) del subconjunto mencionado es el conjunto de los n-complejos cuyos
elementos 4, j, ..., m son las uniones (intersecciones) de los elementos
Z,3, ..., m de los n-complejos y cuyos restantes elementos permanecen
inalterables.

Definicidn 4.5 Dado un conjunto de fndices I, llamamos Maximo parcial V(J)
(M#nimo pavcial A(J)) para FX”, al conjunto V(i, j...m) (AG, j, ..., m))
paraJCl,y4,7,..., med.

El siguiente esquema nos ayudari a visualizar como van las flechas dentro
de los maximos en (C”, C), para una funcién F:

4
Y

Vv(1,2)

Si como objetos se consideran los mAximos de FX”C C”, y como
flechas las ordenaciones visualizadas en la figura anterior se obtiene una
R-categoria. Otra R-categoria se puede construir sobre el conjunto | de
indices mencionado anteriormente (sus elementos son nimeros enteros
positivos), si consideramos los subconjuntos de | como objetos de la
categoria y como flechas, las inclusiones C. Estas consideraciones
justifican la siguiente definicidén, en la que los simbolos (V, —)g y (A, —)F
representan las R-categorias de los maximos y minimos correspondientes
a F, y (I, ) representa la R-categoria de los indices:

Definicion 4.6 Cuantificadoves. Cuantificador existencial 3 (universal V)
es un funtor covariante entre (I, ©) y (V, —)g (A, —)g).
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Por otro lado un cuantificador es también una aplicacidn que manda un
conjunto de n-complejos a un miximo o un minimo parcial; por tanto una
serie de cuantificadores va enviando la categoria (P,, —) a sucesivas
subcategorias, la filtima de las cuales, si el cuantificador es 3(I) seria
precisamente (C”, —) de aqui que podamos enunciar:

Definicién 4.7 Un cuantificador es un funtor entre la categoria (P,, —)y
una de sus subcategorias de maximos o minimos.

Teorema 4.3 Axiomas de las dlgebras cuantificacionales

(i) 39F=F
(ii) 3J(3K) = 3(JUK)

Prueba: (i) @ es el objeto inicial de (I, C); el objeto inicial de la R-

categorfa (V, —)g es el conjunto FX”. Pero al ser 3 un funtor covariante

debe transformar el objeto inicial (o nulo) de la primera categoria en el

objeto inicial de la segunda. Por tanto: 3QF = F.

(i) 3J(3K) = 3J(VK) = VJ(VK), y por Definicién 4.5, VJ(VK) = V(J U K).
Q.F.D.

Lema 4.3 Si F, implica F,, entonces 3(J)F, implica 3(J)F,.

Prueba: Si F, implica F,, tenemos F,X” C F,X", entonces V(J)F, C V(J)F,,
es decir: 3(J)F, implica 3(J)F,.

De modo parecido puede probarse que 3(J)F implica I(K)F si K C J.

¢) Sustituciones Enunciados del tipo “‘si F(x, v, ...) entonces F(y, x, ...)”’
se explican mediante 1a consideracidon de una permutacién de los elementos
sobre los que actia la funcién F. Dicho de otra forma; se explican
mediante un cambio de orden entre los elementos de los n-complejos del
subconjunto FX”, El cambio no se altera si se extiende la permutacidén
mencionada a todo el conjunto de objetos de (C”, —); en este caso puede
considerarse cada permutacién simplemente como un funtor endomodrfico
en (C”", —).

Definicién 4.6 E es el conjunto de los funtores endomorficos sobre una
¢-categorfa (C", —).

Aplicando la definicién de funtor serfa immediato probar el:

Lema 4.4 Si GeE, y a, b, ¢, d son objetos de (C", —) tales que Ga = c,
Gb = d, entonces (i) Glav b) = cvd, (ii) Gla A b) = c ad, (iii) Gya = ¢Ga.

Puede verse que el conjunto E de funtores sobre el grafo correspon-
diente a (C", —) es isomorfo al conjunto de endomorfismos booleanos sobre
el reticulo booleano correspondiente a la mencionada categoria. Por otro
lado, considerando E como un conjunto de flechas y como ley de composi-
cién, la composicion de endomorfismos, E adquiere la estructura de una
categoria monoide. La denotaremos mediante los simbolos (E,.). En-
unciemos ahora:

Definicién 4.7 Categoria (I, .) es un monoide cuyas flechas son las per-
mutaciones de los elementos de | (el conjunto de indices mencionado) y
cuya (Ginica) identidad es la permutacidn idéntica
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A partir de los monoides (I, .) y (E, .) puede finalmente construirse la
siguiente importante definicién:

Definicidén 4.8 Operador de sustitucion S. El operador S de la ldgica
polidaddica de Halmos es un funtor covariante entre los monoides (l,.) y

(E, .).
Teorema 4.4 Axiomas de las algebvas sustitucionales

(i) S(6)F = F donde 6 es la permutacion identidad en (1, .).
(ii) S(o)-S(v) = S(o-v); o, vell,.).

Prueba: (i) Al ser 6 la identidad de (I, .) y S un funtor, S debe transformar
la identidad de (I, .) en la identidad de (E,.). Dicho de otra forma, los
objetos del subconjunto FX” permanecen invariables.

(ii) Un funtor covariante siempre transforma la composicioén de flechas de
la primera categoria (en nuestro caso, la composicidon “.’’) en la composi-
cién de las correspondientes transformaciones. Supongamos que a o le
corresponde el endomorfismo 5(¢), y a 7, S(7). Entonces S(c-7) = 5(0) - S(7).

d) Relaciones entre cuantificadores y sustituciones

Teorema 4.5 Las dos velaciones siguientes entve cuantificadoves y tvans-
formaciones se cumplen en (P,, —):

1) S(0)3) = S(T)3J) siempre que para todo ie I - J se cumpla oi = Ti.
(i) 3)S(7) = sS(N3(T~))

Prueba: (i) Apliquemos a la categoria de funciones proposicionales de =
variables los funtores 3(J), S(6) y 5(7). Para hacer, mis clara la demos-

s _ _(12345...n _(12345...n
trac1on,tomemosJ—{1,3},c—<31245-..n>,7—<21345”.n).

Aplicar a la funcidén F el operador 3(1, 3) es determinar el méximo V(1, 3)
de FX”, es decir:

[ -1 VD]
22 [2]. . .[2] |2[r2|z1
5][3][3]). . .[3]

L iii Q
S | S ) S -

donde los niimeros 1, 2, 3 ... representan los objetos que ocupan los
lugares 1, 2, 3 . . . etc. (no deben confundirse estos nfimeros dentro de los
pequeiios cuadrados con los nfimeros que aparecen en o, T que Son y
representan nimeros positivos elementos de I).

Aplicando a continuacién S(c) a V(1, 3)F resulta:
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V(3)
V(1)

4 4 4 (%)
n n
Y por Gltimo, aplicando S(T) a V(1, 3)F se obtiene:

V(1)

V(3)
41417 4]...]4 (**)

Pero (*) y (**) representan el mismo grupo de n-complejos debido a la
construccién de C” como un producto de » categorfas C; por tanto S(o)3(J) =
S(1)3(J) se cumple para este caso particular. No es diffcil ver que la
igualdad sigue cumpliéndose para el caso general; al ser o y T idénticas
para I-J, siempre tendremos dos grupos de complejos con maximos V en
los mismos lugares. La demostraciéon de (ii) es similar. El presente
teorema, juntamente con los Teoremas 4.3 y 4.5 sugieren la siguiente
definicién de categoria poliddica que corresponderia a la de Algebra
poliddica de Halmos:

Definicion 4.9 Categoria poliddica es una estructura (C, 1, S, 3) en la que
C es una @-categoria, | un conjunto de fndices, S un funtor covariante entre
el monoide de permutaciones en | y el monoide de endomorfismos en C, y 3
un funtor covariante entre la R-categoria sobre | y la R-categoria de los
méaximos parciales de C.

5 Calculo de proposiciones bivalente La presente seccién consta de dos
partes. En la primera se describe el concepto de implicacidn de la légica
bivalente mediante una construccidon sobre ¢-categorias. En la segunda se
muestra como algunos de los sistemas axiomiticos mas conocidos refe-
rentes al cilculo bivalente de proposiciones pueden reducirse a esquemas
de la teorfa de categorias.

a) Primeva parte

Construccion a-1 Partimos de una ¢-categoria C y consideramos la
categoria discreta de sus objetos a la que vamos a llamar C,. La siguiente
estructura a considerar es la categorfa C a la que por coherencia llama-
remos C,. Se construye despues la categoria de tripletes C, sobre la
categoria de flechas C,. En general, se construyen las categorias de
flechas C; sobre esquemas de flechas de C;_,

Si el objetoa de C, se desarrolla en la forma a— a, puede considerarse
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como una flecha de C,;; del mismo modo, la flecha a — b de C, puede
escribirse en la forma (1 — a) — (1 — b) que es a su vez una flecha de C,,
y en general una flecha de C,., puede escribirse como una flecha de C;. Lo
que tenemos entonces es indistintamente, una serie de categorias C; o una
gran categoria C, que acoge a todas las C; para 7 <#n. Los esquemas de
flechas de C, pueden representar, de acuerdo con el Teorema 3.1 todas las
féormulas bien formadas de una teorfa con 2”7 ' proposiciones simples (en
las que todas las conectivas han sido reducidas a la negacion e implica-
cion).

Surge aqui una dificultad: cOomo definir la ley de composicidén para el
caso general? En C,y C, no hay problema; C, es una categorfa de tripletes
que procede de una categoria doble cuya ley de composiciéon ha sido
descrita por Ehresmann ([4], pp. 26-38). C, no ofrece mayor dificultad
tampoco por corresponder a un reticulado espacial de tres dimensiones,
pero a partir de C4 ya no es posible visualizar un modelo espacial. La ley
de composicidon debe entonces definirse, no en funcién de una interpretacion
espacial sino en el plano. Por ejemplo, en C, los dos esquemas:

] N}
’l l
7 T
l il

pueden componerse si los tripletes de la derecha del primero coinciden
exactamente con los de la izquierda del segundo (o los inferiores del
primero con los superiores del segundo). Lo interesante serfa poder
definir una ley de composicién con toda generalidad pero de momento esto
no es posible: la categoria de todas las categorias cuando el nimero de
flechas crece indefinidamente presenta dificultades insuperables. Sin
embargo este hecho no representa un gran obsticulo a la aplicaci6n a la
logica bivalente de la teoria de categorias: todas las férmulas ‘‘utili-
zables’’ de la primera tienen dimension finita.

Construccion a-2 Paralelamente, partimos de una ¢-categoria con dos
objetos 0, 1 y flechas entre ellos 0 — 0,0 — 1, 1 — 1 ademéis del morfismo
vacio 1 — 0 y consideramos como en la construccion a-1 las sucesivas
categorias de objetos, flechas, tripletes etc. que vienen ahora denotadas
por los simbolos (0,1),, (0,1),, (0,1),, . . ., (0,1),; i < n.

Construccion a-3 Dadas las categorias C; y (0,1); se establecen relaciones
de equivalencia Ry, Ry, . . . R;, . . ., R, mediante funtores entre las cate-
gorias de la serie C; y las categorfas de la serie (0,1);.

Para llegar a ello se necesita primero considerar la siguiente propo-
sicién de S. Mac Lane ([1], p. 51).

Proposicion 5.1 Dada una categoria C, sea R una funcidn que asigna a cada
par de objetos a, b de la categoria, una relacién binaria R,; dentro de
Hom(a, b) (es decir en el conjunto de morfismos entre a y b). Entonces
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existe una categoria C/R y un funtor Q= Qg: C— C/R tal que: (i) si
(f Ry pf") se cumple un C, entonces Qf = Qf'; (ii) si H:C — D es cualquier
funtor desde C para el cual, si de (f R,,f") se sigue Hf = Hf' para todo
f, f'eHom(a, b), entonces existe un @nico funtor H': C/R— D con la
propiedad H'.Qgr = H. Dicho funtor es una biyeccidn de objetos.

(of H > D

Qr
H’

C/R

En el caso de una categoria preorden-que es el nuestro-, dados dos
objetos @ y b, el conjunto Hom(a, b) es o bien vacio o consta de una sola
flecha. De aqui que los puntos (i), (ii) de la proposicién de Mac Lane se
cumplan trivialmente; ello nos permite definir directamente R como una
relacién entre objetos o flechas con independencia de las relaciones
dentro de Hom(a, b):

Definicién 5.1 Dadas dos categorfas C; y (0,1); se definen las relaciones R;
de la siguiente forma: xR;y si y s6lo siH;x =H;y donde H;es un funtor entre
las categorias mencionadas, y ¥ e y representan objetos en C,, flechas en
C,, tripletes en C, y asi sucesivamente.

Lema 5.1 R; son rvelaciones de equivalencia.

La prueba es trivial por definicidén de funtor aplicado a una categoria
preorden.

Teorema 5.1 Dado el esquema:

H
C. - 2 (0,11

Qr:

v

C./R,

donde C,, (0,1);, H, ¥ R, vienen dados de acuevdo con la Definicion 5.1, H'
esta bien definido, es 1-1 y onto y preserva las opervaciones.

Prueba: Para no complicar la notaciéon con demasiados subindices,
escribimos R por R, y H por H,. La flecha a — b pertenece a C,, y su
correspondiente en (0,1), esa' — b'.
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(i) Supongamos [@ — b], = [a' — b']g, entonces: H(@ — b) = H(a' — b") y de
H=H'-Qg H'-Qgr(@ — b) =H'-Qgla’— b') o sea H'([a — b]g) =H'([a' —
b'le).

(ii) Supongamos H'([a — b]g) = H'([a' — b']R), entonces H(a — b) = H(a' —
b'), es decir: (@ — b)R(@' — b'),0[a — bl =[a'—b'] .

(iii) Si la flecha x — ye (0,1),, existe u — ve C tal que: H(u — v) = x — y.
Entonces H'-Qr(u —» v) =x — y

Resulta pues: H'([u — v]g) =x — y.

(iv) H'([UN((@ — b), (@' — b")]g) = H'(JUN(a, a") — UN(b, b")]g) = H(UN(a,
a') = UN(d, b")) = UN(Ha, Ha'") — UN(HD, Hb") = UN(H'([a — b]g), H'([a’ —
b'Tg)).

La demostracién es dual para INT.

En cuanto al complemento: H'([¢x]g)vH'([x]g) = H'([¢x]g v[x]z) donde
para simplificar, v significa UN; x es una flecha. La Gltima expresion se
transforma en: H(¢xvx) = H(1") =1 (1', 1 son los objs. conulos de C, y
(0,1),) respectivamente.

Pero 1= ¢HxvHx = ¢H'([x]z)vH'([*¥]g). Entonces H'([¢x]g) = ¢H"([x]R).
Q.F.D.

Las relaciones R,, R, y R, determinan en particular C,/R,, C,/R; ¥y
C./R. de la siguiente forma:

Co/R, tiene dos objetos que corresponden a 0 y 1 de (0,1),.
C /R, tiene cuatro objetos que corresponden a las flechas de (0,1);:

0 0,0 1,1 1,1 0

C./R, estd formado por 16 objetos que corresponden a los tripletes de
(0,1)..

O —T—>0
o—Y>o
O ——>0

1
T
0

o—r>o
S
O—T>r
o——>0
[ JENENEE YR
o>
O
*
- —Y_ 30
S—T >~

1
]
|
1

- —_—> O
o ——>o
= —_—> O

1
T
0

_-—_— >0
—_—Y>0
—_-—>0
- 5
- ——D
o ——>0
—_—S
S
- ——

*
Y 50
. ——

1
1

Lo que hasta aqui se ha conseguido es pues, una clasificacién de
objetos en C,, de flechas en C,, de flechas entre flechas en C, y asi
sucesivamente. Ello nos acerca bastante a lo que en légica se hace al
asignar valores a las variables proposicionales de una férmula proposi-
cional, en la que todas las conectivas han sido reducidas a la implicacidén y
negacion.

Sin embargo no todas las implicaciones son vilidas en la ldgica
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bivalente. Por ejemplo, la implicacién v = f (que corresponde a la flecha
1 — 0 de C,) o las implicaciones que resultaran en sustituir f por 0 y v por
1 en los tripletes marcados arriba con asterisco una vez sustituida la
flecha de la categoria por la flecha implicacidn, no son vilidas. {C6mo pues
podriamos introducir un criterio de validez que hiciera aceptables aquellos
esquemas de categorias y s6lo aquellos que correspondieran exactamente a
formulas vilidas en légica?: esto es lo que se intenta a continuacién.

Construccion a-4 Se definen unas transformaciones T; (1 <i < n):

T, T, T
Cn-_% Cn-1 ......... C2 Cl Co

que determinan las condiciones de existencia de flechas en C,, tripletes en
C,, ..., etc. Podriamos intentar una definicién arbitraria cuyo fGnico
requisito fuera el hacer validas aquellas formulas de categorfas que
correspondieran a formulas vilidas de la 16gica. Sin embargo el hecho de
que C, es una ¢-categoria delimita-felizmente- la arbitriariedad de la
definicion. Que C, es una ¢-categoria justifica la:

Definicidon 5.2 a — beC, siy sblo si pavd =1
Y ésta, a su vez, la:

Definicién 5.3 T, es un funtor olvidadizo que envia C, a C, de forma que
Ta— b) = pavb paratodaa — beC,.

Considerando una transformacidon paralela a T, entre (0,1); y (0,1), re-
sultaria que solamente las flechas a — b tales que sustituyendo a y b por
los valores 0 y 1 que juntamente hicieran vAlida la férmula gavd =1
serian validas. Pero éstas son, como puede fAcilmente comprobarse, las
flechas 0 — 0, 0 — 1y 1 — 1, pero no la flecha 1 — 0. Ello es también
consecuencia directa de ser (0,1), una @-categoria.

Asi pues, hemos establecido un modelo para una légica con implica-
ciones simples (una sola flecha), mediante la estructura (C,/R,, T;). La
extension al caso general es inmediata y viene sugerida por la definicidn
de T,. Para hacer mis clara dicha extensién, consideremos primero el
caso C,.

b d
Definicidn 5.4 <T——>T>e C, siy sblo si (pavd— pcvdeC,.
a c
b d
Corolario 5.1 T—;T € C, sty solo si o(pavd)vocvd=1eC,.
a C

Prueba: por Definiciones 5.4 y 5.2.

b d
Definicion 5.4 T,es un funtor olvidadizo entre C, y C, tal que: T, <H>=

b d
(pavb — ¢cvd) para todo <H>6C2.

a C
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b d
Corolario 5.2 T, T, <H>= o(pavb)vocvd.
a ¢

Prueba: por Definiciones 5.3 y 5.4.

Del mismo modo que (C,/R,, T,) proveia un modelo para una légica con
implicaciones simples, la estructura (C,/R,, T, T;) provee un modelo para
una légica cuyas féormulas pueden reducirse a implicaciones entre implica-
ciones. En efecto, sustituyendo en la férmula ¢(¢@av b) v ¢cv d los valores
0y 1, las series de valores que igualan dicha féormula con el objeto conulo
1 son precisamente las series de valores v yf que hacen vilida la f6rmula
l6gica (¢ = b) = (¢ = d). Dejamos la comprobaci6n al lector.

Las consideraciones anteriores nos llevan a la siguiente generaliza-
cién importante:

Definiciéon 5.5 Para 1 <i<mn, la flecha x¢C; existe siy sblosi T, T, ..
T:(x) =1€C,, en donde las transformaciones T; se definen de forma
paralelaa T,0 T,.

Corolario 5.3 La estructura (Ci/g , C2/r, - - - Cu/r,s Tis Tay ..., T,) provee
un modelo parva la logica bivalente de proposiciones.

El interés del método es tebrico pero también practico porque nos da
un método de decisidén primero, para distinguir si una férmula esti bien
formada o no, y segundo, para determinar que férmulas bien formadas son
tautologias. Dada una foérmula mal formada, haciendo los cambios oportu-
nos para expresarla en funcién de las conectivas ‘“no’’ e ‘“mplica’ da
siempre lugar a un esquema de categorias en el que el objeto inicial o final
de una flecha (al menos) no aparece. Si se quiere entonces investigar si
una férmula ldgica dada es o no una tautologia debemos proceder de la
siguiente forma: (i) Cambiar todas las conectivas a “‘no’’ e ““4mplica’’.
Por ejemplo dada la formula (lav 1bvce)a((lavb)aanaic), se reduce a
@a=0B=c)=((a=>b) = (a=>c)). (ii) Se completa la formula afiadien-
do flechas que empiezan por 1 donde antes habia una proposicion aislada y
se desarrolla en forma de esquema de categorias; en nuestro ejemplo:

b—p—>cC a >C

1 —>a a —>b
Si el esqueria que resulta es valido en la teorfa de categorfas (es decir, no
corresponde a un esquema en el que haya al menos una flecha sin origen o
fin), la formula es valida en légica. (iii) Por @ltimo se prueba la férmula
que resulta de aplicar las T;. En nuestro caso es: ¢(¢gav@bvc)v
¢(@av b)v gavc; puede verse que sustituyendo a, b, ¢, d por 0 y 1 de todas
las formas posibles siempre obtenemos 1 como resultado. La férmula es
pues una tautologia. El método es tan largo como el de las matrices, pero
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en ocasiones presenta la ventaja de que no es necesario probar todos los
valores; una vez extendida la férmula en forma de un esquema de
categorias es rapida la operacioén mental que distingue para qué valores la
féormula no seria valida.

El siguiente teorema es una aplicacidén directa del Corolario 5.3. El
teorema es una nueva version del conocido teorema de f.ukasiewicz acerca
de la completitud de su sistema para el cilculo de proposiciones.

Teorema 5.3 EI sistema de Eukasiewicz CCpqCCqvCpr, CPCNpq, CCNppp,
es simplemente completo. ([5], pp. 81-91).

Siguiendo la prueba original, debe demostrarse que no existen féormu-
las bien formadas que cumplen a la vez las propiedades: (i) no son tesis
(es decir, consecuencias) del sistema, (ii) no llevan a una contradicci6n si
se anaden como axiomas extra al sistema.

5.3.1 Definiciébn: Las expresiones que cumplen con las dos propiedades
enunciadas reciben el nombre de formulas independientes.

5.3.2 Definicidn: Dos formulas logicas son equivalentes cuando proyectando
sus correspondientes esquemas de flechas sobre la categoria (0,1);
mediante una serie de transformaciones T;, ambas proyecciones coinciden.
Denotaremos mediante a ~ 8 la expresidén ““a equivale a 8.

La formula a es equivalente al pav de formulas v,, y, cuando el esquema

Ig! \)
\ UN(y1, v2) —=2 a
Y2 ’/////
es conmutativo. Denotaremos mediante a ~ y,, y, la expresidn ““a equivale
a vy, v;’’. El siguiente lema es trivial:

5.3.3 Lema: (i) sia~ByB ~y entonces a ~y. (ii) si a~B y B~ y1, va
entonces a ~ yy, ya.

5.3.4 Lema SifB ~ vy, entonces Ca,Ca,., .. .Ca,8 ~ Ca,Cly., ... Cayy.

La prueba es por induccién, y se basa en el uso de la féormula de la
Definicién 5.5.

(i) CaB ~ Ca;y se cumple puesto que Ca,8 se proyecta sobre ¢@a,vf y
Ca,y sobre ¢a,vy. Ambos objetos coinciden puesto que 8 ~ y.

(ii) CayCa,B ~ Ca,Ca;y se cumple porque la primera expresion se proyecta
sobre ¢lva, — ¢a,vpB y ésta a su vez, sobre ¢(@lva,)vea,vB. Por su
parte, la segunda expresiéon se proyecta en ¢lva, — ¢a,vy y ésta en
o(@lvay)vea,vy. Como ¢l es 0 y ““OvX = X’’ para cualquier féormula X,
las dos expresiones se proyectan en el mismo objeto: @a,v ¢a,vB = pa,v
@a;vy.

(iii) Suponiendo que la equivalencia es cierta para el caso % - 1, ya que
cada caso resulta del anterior por simple yuxtaposicion de un ¢1 dentro del
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paréntesis abarcado por la primera ¢,y otras ¢1 fuera del paréntesis, la
equivalencia sigue cumpliéndose para el caso # puesto que ‘‘unir” ¢l a
cualquier objeto da lugar al mismo objeto.

5.3.5 Lema Dada la sevie iy, iy, i3, ..., i, que es simplemente una pevr-
mutacion de los nivmeros 1, 2, 3, ..., n, lenemos: Ca; Ca;, . . . Ca; B =
Ca;,Cay . .. Ca,B.

La prueba es la misma que para el lema anterior; veamos como ilustracién
el caso Ca,Ca,B, Ca,Ca,B. Los correspondientes tripletes:

—> B a; > B

a,

1 —>a, l—————>a

se proyectan sobre las flechas ¢lva, — ¢a,vp-¢lva, — @a,v B,y éstas a
su vez sobre los objetos ¢(¢lvay)v @a,vB, ¢(¢lva,)vea,vpB, que como
puede verse, coinciden.

5.3.6 Lema Sia~p vy B8 no es independiente, entonces a no es indepen-
diente. Si @ ~ vy, v2 ¥ v1, Y2 "0 Son independientes, enfonces a no es
independiente.

La prueba es como en el teorema original de Lukasiewicz.

5.3.7 Definicién Expresiones de forma 1 son las expresiones (bien
formadas) del tipo: Ca,Ca, ... Ca NCpp (a;, @, . . . @, se llaman ‘‘antece-
dentes’?).

5.3.8 Lema Toda expresion bien formada dentvo del sistema de Fuka-
siewicz es equivalente a cievta expresion de la forma 1.

Prueba: basta probar que dada una expresién a, su proyeccién en ~(0,1)1
coincide con la proyeccidon de la expresién CNaNCpp (dicho de otra forma;
CNaNCpp ~ a).

CNaNCpp equivale (aplicando el funtor covariante ¢) a (p—p) —a o
sea al triplete: (p — p) — (1 — @). La proyeccidon en (0,1), es ¢(¢pvp)v
plva=¢lvelva = g@lva que coincide con la proyecciébn de (1 — a), es
decir, de a.

5.3.9 Lema No existe ninguna expresion simple que sea a la vez una
expresion independiente.

Expresidén simple es aquella en la que todos los antecedentes son variables
simples o sas negaciones.

La pruela es la del teorema original. Sin embargo puede sugerirse
otra: la prueba original se basa en que existen tres proposiciones con-
tradictorias: NCpp, NCCppCpp y NCNCppNCpp. Traduciéndolas a esquemas
de flechas en una ¢-categoria, resultan esquemas invalidos.

5.3.10 Lema Cualquier expresion de la forma 1 que no es simple, es
equivalente a una o dos expresiones mas simples.
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Una expresion es méis simple que otra si constra de un nfimero menor
de simbolos; si ambas tienen el mismo nimero de simbolos la més simple
es la que tiene mayor nimero de antecedentes.

Tenemos que demostrar: (i) CaCBy ~ CBCay, (ii) CNNay ~ Cay,
(iii) CNCaBy ~ CaCNBy, (iv) CCaBy ~ CNay, CBy. Como ilustracién es-
cogemos (iii) y (iv):

(iii) CNCaBy es ¢(a — B) — y que a su vez equivale (por contravariancia) a
@y — (@ — B). CaCNBy es a— (¢B— y). Proyectando ambos tripletes
resulta

o(elvey)veavB, plelva)vopBvy,
o sea, el mismo objeto gav Bvy.
(iv) CCaBy es (e — B) — y que se proyecta sobre gavp — y.

Por otra parte, el siguiente esquema es conmutativo por definicién de

unioén:
oa ‘
\\>
B

pavp ——="y

—

Dicho de otra forma, las flechas ¢pa — y y 8 — y existen en la categoria,
y por tanto CNay, CBy. Reciprocamente, si esas flechas existen, hay una
flecha desde la unién de ¢a y 8 hasta y: ¢avpB — y. Por tanto la fébrmula
CCafy resulta de CRy y CNay.

Por lo tanto, el sistema de Ruksiewicz es completo (el resto de la
argumentaciéon es como en el teorema original, y por eso no la trans-
cribimos aqui.

b) Segunda parte En el trabajo original del que el presente articulo es un
resumen, se estudiaban los sistemas de Novikov, Hilbert-Ackerman,
Mendelson, Rosser, y Lukasiewicz y se veia que correspondian a esquemas
validos de la teoria de ¢-categorfas, se presentaba también una nueva
version del sistema de Kotelly ([6], pp. 431-476). Aqui nos limitaremos a
considerar solamente uno de los sistemas mencionados: el de Novikov.

Teorema 5.2 El sistema de axiomas de Novikov (1], p. 48) covresponde a
un sistema de esquemas validos de la teovia de ¢-categorias.

Prueba: El sistema consta de los axiomas:

11 A—-(B— A
12 (A-(B-0C)—(A—B)—(A—-0)

II1 AAB—A
12 AAB—B
I3 A—-B—-({(A—C) —(A—Br0)

i1 A—AvB
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M2 B—AvB
M3 (A—C)— (B—C)— (AvB — ())

IV1 (A— B)— (1B — 14)
IV2 A— 1A
IV3 TMA—A

Los Axiomas II y Il equivalen a la afirmacion de que la ¢-categorfa tiene
uniones e intersecciones. Por ejemplo, II-3 dice que si un objeto implica
otros dos, implica su disyuncién, lo cual equivale a la definicién de unién.
Los Axiomas IV definen la negacién como una doble funcidén, inversa de sf
misma: la primera hace corresponder a cada objeto, su negacién, la
segunda, a cada flecha, otra ‘‘en orden inverso’’. Pero esto corresponde a
nuestro funtor ¢. El Axioma I-1 dice lo mismo que “Si 1 — A existe,
entonces existe una flecha desde cualquier otvo objeto B hasta A’’. Esto es
cierto simplemente por definicién de objeto conulo porque en este caso el
siguiente diagrama es conmutativo:

B ,1

A

Por Gltimo, el Axioma I-2 es consecuencia de una construccién similar a la
dada en la secciéon 3. Supongamos una flecha p y dos funtores en la
¢-categorfa que la transforman en las flechas ¢ y » respectivamente:

q
2
LN -
S b 3¢
7/ \\
4 N
k v Ny

Aplicando una transformacioén natural obtenemos:

p—q)—(p—7)
p—(qg—7
La primera férmula es la aplicacion de la transformacién natural, la
segunda es su resultado. Son dos férmulas que se infieren mutuamente
entonces. Puede verse que dicha inferencia es mis fuerte que el axioma de
Novikov, que solo requiere implicacion de la segunda férmula a la primera:
per es sabido que la equivalencia implica la implicacion. Q.F.D.

6 Sugevencias pava la aplicacion de la teovia de categorias a otros campos
de la logica

a Conectiva de Sheffer Para definir la conectiva de Sheffer, partimos de
una ¢-categorfa con objetos a, b, ¢, . .. etc. y sus correspondientes a', b’',
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c¢'...ete.(a',b'...representarin ¢a, @b, ... etc). Los objetos a', d',
a',b',c',...con sus correspondientes flechas forman una subcategoria de
la categoria total; vamos a considerar una categorfa dual de dicha
subcategoria (como se sabe, debe estar formada por los mismos objetos, y
flechas en orden contrario). Esta categoria, dual de la categoria de los
‘“primas’’ es covariante de la subcategoria de los objetos sin ‘primas’’.
Existe entonces un funtor covariante entre ambas que vamos a definir:

Definicién 6.1 F es un funtor covariante entre una subcategoria C, de una
@-categoria y la categoria dual C, de la categoria de objetos que resultan
de aplicar ¢ a los de la primera.

F lleva uniones a uniones e intersecciones a intersecciones. Defini-
mos:

Definicidn 6.2 a Vb Conectiva de Sheffer es el objeto de la categoria C, que
resulta de aplicar F a la intersecciéondea y b en C,: a Vb = F(a abd).

Las propiedades de la conectiva [8] resultan inmediatamente de la
definicidén dada. Veamos como ejemplo una de ellas:

Lema 6.1 aVb=a’Abd’.

Prueba: F lleva la interseccidn de @ y b sobre la interseccion de Fa y Fb,
es decir sobrea’abd’.

b Algebrvas cilindvicas de dos dimensiones ([9] y [10]) Un Algebra cilin-
drica de Dimensi6n 2 tiene una sencilla representacién geométrica medi-
ante el siguiente esquema donde vienen representados todos los elementos:
a es un objeto del 4lgebra, las constantes d son lineas, C,, es el cilindro
mnpq, etc.

m n d01

2
.

q »

El esquema sugiere la consideracién de los subconjuntos de un conjun-
to producto, dicho de otra forma, el conjunto de relaciones binarias en un
conjunto dado. Lo que vamos a hacer entonces es estudiar un 4lgebra
cilindrica de dos dimensiones tomando como modelo la categorfa de
relaciones binarias de Ehresmann ([4], pp. 20-24).

doo = dn1

dio

Definicion 6.3 X es una clase tal que cada elemento tiene un complemento
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Gnico, y existe un elemento y sblo uno de X cuyo complemento es él mismo.
Denotaremos por ¢x el complemento de x € X.

Definicidon 6.4 Xp es la categoria de relaciones binarias en X cuya ley de
composicién viene dada por:

<X: d, X) ¢ (X: a's X) = (X) aa’, X)

donde aa’ es el conjunto de pares (¥,, x,) € X tales que (x,, x!) € a, (%, x,) ea’
y tal que x{ = x,.

Definida entonces la categoria de relaciones en ese conjunto X veamos
cuéles son los diferentes elementos del 4lgebra cilindrica correspondiente.

(i) Elementos “a”

En nuestra figura, ¢ es simplemente un subconjunto de X?

©

-a

es decir, un objeto de Xg.

Definicién 6.5 Los elementos de un 4lgebra cilindrica bidimensional son
objetos de Xjg.

(ii) Operaciones U, N, - U y N corresponden simplemente a la uni6n e
interseccién en X. Dado a, si a es el morfismo cuyas flechas son (x, x'),
definimos ‘“-a’> como el morfismo de todos los pares (y, y') tales que
(v, ) # (x, x"), es decir, ““-a’’ es la relacion (X, Compl(a), X).

(iii) Constantes d
Definicién 6.6 dgo=d;; = X

(Tarski define d,, =1, y si el conjunto de elementos del algebra es un
dlgebra de Boole, como &l define, no es absurdo considerar la clase total
como el elemento 1),

Definicién 6.7 d,; es el conjunto de elementos diagonales, es decir, de la
forma (x, x). Dicho de otra forma, es el conjunto cuyos subconjuntos son
las identidades de la categoria de relaciones Xp.

Definicidon 6.8 d,, es el conjunto de los elementos (¢x, x).

Puede verse que el ‘“‘punto’’ interseccidon de las ¢‘d’’ es preciseamente
el punto de X cuyo complemento es &l mismo.
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(iv) Operador C Consideremos el cuadrado (un conjunto de puntos que lo
llenan) y dos subconjuntos ¢ y b. Formamos los ‘‘cilindros’’ correspon-
dientes a ¢ y b, es decir los conjuntos verticales y horizontales correspon-
dientes a ellos. En la figura representamos sdlo los verticales

m rn S X

:

]

1

1

[}

i

!
G N 2 X

@ |

|

|

|

]

q vp i

El conjunto de todos los conjuntos verticales del cuadrado, juntamente
con la flecha ¢“C’’ puede adquirir la estructura de una ¢-categoria mediante
las definiciones habituales (de hecho es un campo de conjuntos, y es
entonces isomorfo a un 4lgebra de Boole). C no puede ser un funtor
endomérfico en esa categoria porque de acuerdo con los axiomas no lleva
intersecciones a intersecciones. En efecto:

Cq@ es el cilindro mnpg, Cyb es el cilindro »stv y Coa N Cod # P

Por otro lado, aNd =9, con lo que Cola Nbd) =P. Entonces Cqa N Cyd no
coincide con Cy(a N b), o sea, como hemos dicho C no lleva intersecciones a
intersecciones.

Sin embargo podemos hacer un pequeno cambio: dados los conjuntos
a y b, tomamos no sus cilindros, sino sus proyecciones xy y zw. Puede
verse 2y = Pya N Pyb, donde hemos llamado P, la proyeccién sobre el eje
horizontal. En este caso si que es cierto:

Co(Poa N Pob) = Copcﬂ N CoPob;

la segunda parte de la igualdad es igual a CoaN Cyb, porque resulta el
mismo cilindro al aplicar C a @ que a su proyeccion.
Por otro lado por parecido razonamiento:

Co(Poa N Pyb) = Cyla N Cyd).
Lo que tenemos entonces es lo siguiente:

(a) Un campo de conjuntos, formado por los cilindros. Dicho campo de
conjuntos es un algebra de Boole y por tanto podemos definir sobre &l una
@-categoria.

(b) Una categoria de relaciones, que es también una ¢-categoria.

(c) Un operador C que no lleva uniones a uniones luego, que no puede ser
definido como un funtor entre las categorias descritas en (a) y (b).
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Sin embargo podemos considerar el funtor proyeccién:

X:P—-Xx

que lleva flechas a puntos objeto. Definiendo en X una categoria con flecha
¢C” podriamos de acuerdo con la descripcién dada hasta aqui enunciar:

Definicién 6.9 C es un funtor entre la categorfa Xy y la categorfa (X, C).
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