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NOUVEAUX LEMMES DE ZEROS DANS LES
GROUPES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS

PATRICE PHILIPPON

ABSTRACT. The aim of this paper is to generalize and
improve the results in [10] (and [11]), mainly with respect
to derivations. We allow vanishing conditions along analytic
germs not necessarily uniform on the points, and we use
Samuel’s multiplicity to count the number of conditions. This
leads to an estimate which is sharper than the previous ones by
a factor equal to the factorial of the dimension of the analytic
germ.

1. Introduction. Le but de ce texte est de généraliser et raffiner
les résultats de [10] et [11], principalement en ce qui concerne les
dérivations. Ainsi, nous considérons des conditions d’annulation le long
de germes analytiques un peu plus généraux que dans [10] (voir aussi
[11]) et pas nécessairement uniformes en tous les points.

Le raffinement intervient dans le décompte des conditions d’annula-
tion. De ce point de vue le défaut de [10] réside dans la proposition
4.7 ou l'on utilise la notion de longueur comme multiplicité d’un idéal
primaire. Nous remplagons ici cette notion par celle de multiplicité
de Samuel (cf. §4) qui permet de gagner essentiellement une factorielle
de la dimension du sous-groupe analytique par rapport a l'estimation
de [10]. Il faut noter que ce raffinement a été aussi remarqué par
M. Laurent. En revanche nous ne sommes pas parvenu a incorporer
dans notre présent contexte (plus précisément lorsque la caractéristique
est # 0) le raffinement de [4], & savoir supprimer le degré des formules
d’addition dans l’estimation finale (ce qui laisse dans la pratique un
facteur 29, ou g est la dimension du groupe algébrique, indésirable).

Nous donnons au paragraphe suivant les notations et résultats
généraux. Les paragraphes 3 & 5 reprennent en partie [10] (et [11])
pour tout ce qui concerne les dérivations et le paragraphe 6 contient les
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démonstrations des résultats du paragraphe 2. Les paragraphes 7 et 8
explicitent les résultats généraux dans le cas des groupes produits et des
extensions ou il est possible de séparer les degrés en différents groupes
de fonctions. Enfin, au paragraphe 9 nous donnons une application aux
probléemes d’interpolation qui laisse penser que notre estimation peut
étre encore bien améliorée. Signalons que M. Nakamaye a donné dans
[9] une présentation plus géométrique du lemme de zéros de [10] ou le
groupe algébrique considéré agit sur une variété algébrique.

Je remercie D. Bertrand et L. Denis pour leurs remarques sur une
premiere version de ce texte.

2. Notations et résultats. Soient K un corps commutatif
algébriquement clos et G un groupe algébrique commutatif de dimen-
sion g défini et plongé sur K dans un espace projectif P,,. On note
g 'idéal premier, homogene, de définition de adhérence de Zariski G
de G dans K[Xy,...,X,] et A = K[Xy,...,X,]/g. Soient v € G
défini sur K et m l'idéal de définition de v dans A, on pose A, le lo-
calisé homogene de A en m et Ay le complété de Ay, pour la topologie

m-adique.

Comme G est lisse (et K est parfait), 'anneau local, noethérien,
complet Ay, est régulier. Et, étant de méme caractéristique que son
corps résiduel K il résulte de [2, Chapitre 8, §5] (ou [15, Chapitre 8,
§12, p. 307]), que Ay, est isomorphe & B = K|[[T, ... , T,]]. Pour tout
v € G on suppose fixé un tel isomorphisme ., ce qui revient a choisir
pour tout m un systéme de parametres régulier de Ay

On peut, par exemple, fixer l'isomorphisme ®; et pour v € G
transporter ®g en ®, par 'addition s : G x G — G

Id@m)os : Ay S Apy @k (Am/mAgy) ~ An,

ou T : flm — flm/mﬁm ~ K est la surjection canonique et s* : /lm —
(A®K A)me1+1gm homomorphisme de K-algébres déduit de s. On

pose 7} = (Id ® ) o s* et on notera que ’homomorphisme

(Id ®71'/) os*: Am, = fim QK (/imf/m'Amz) ~ Am

ou m’ désigne I'idéal de définition du point —y € G est inverse de ),
qui est donc un isomorphisme. En caractéristique zéro, on peut encore
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fixer ®( en choisissant une base de l’espace tangent T'G' en 1'origine
de G et en identifiant flmo et B via Papplication exponentielle (i.e.
P € A — Poexpg € B). Dans cette situation un sous-groupe a
t paramétres est donné comme un K-sous-espace W de dimension ¢t
de TG, et on choisira la base de TG en complétant une base de W.
Plus généralement, on retrouve la notion de germe formel le long de W
utilisée dans [11].

Le dual Hom K(/Alm,K ) s’identifie au K-espace des opérateurs de
dérivation sur Ay,. On le munit de la base, notée {agw; B € N9}, duale
de la base des mondmes {T”;3 € N9} de B (lorsque K est de car-
actéristique zéro, c’est la base des opérateurs 8& = (1/8Y(0"!/oT?)

(B € NY)). De plus, on identifie cette base a N9 par 6?,7 - B
et on notera ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € N9 (le 1 étant a la posi-
tion ¢ € {1,...,g}). En particulier, (9;;7 s’identifie & un élément de
Hom g (m/m?, K), Pespace tangent & G en 7.

Supposons Xy ¢ m, si P € A est de degré 6 on note P, I'image dans
Ag de P/X{ et alors a{;w P, € K est la dérivée de P en y d’ordre (3 le
long de @, dans la carte {X, # 0}.

Soit 1 < 43 < --- < ig < g, on appellera d-face de N9 d’indice
(41,-..,1q) le sous-ensemble N.g; +- - -+N.g;, de N9 formé des éléments
dont les composantes d’indices distincts de i1, ... , iy sont nulles.

On dira qu’'un ensemble E C NY est un escalier si pour tout 8 € E
ona B+ NY C E. Et on dira qu'un sous-ensemble de NY est un dessous
d’escalier s’il est le complémentaire d’un escalier. Si W est le dessous
d’un escalier E de N9 et 1 <i; <... <14 < g, on notera C;, _ ;,(W)
I’enveloppe convexe dans Ri de la trace de F sur la d-face de NY
d’indice (i1,...,%4). On notera aussi Iy 'idéal de B engendré par les
monémes T7 lorsque 3 € N9\W.

On appellera ensemble pondéré un sous-ensemble 3 de N9 x G tel
que pour tout v € G 'ensemble W, 5 := (N9 x {y}) N2 soit un dessous
d’escalier de N9 (on identifie N9 x {7} et N9 de la facon évidente). On
appellera support de 'ensemble pondéré X, et on notera Supp (X), sa
projection sur G.

Si X et X' sont deux ensembles pondérés on note X + X' I’ensemble
pondéré formé des couples (8 + B',v+~') ou (8,7) € &, (8,7') € ¥/,
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et ona EF+ @ = . Si E est un sous-ensemble de G on l'identifie
4 l'ensemble pondéré {0} x E et on notera —FE l’ensemble pondéré

{(/Ba _7)7 (/877) € E}

On dira que ¥ et ¥/ sont compatibles (relativement ¢ @) si on a
(@, @ @) 0s* 0 @;iv,(IW%EJFW;I’E,) Clw,,@1+10 Iy,

pour tout v € Supp(X) et 7' € Supp(X’). En particulier si on a
fixé les isomorphismes ®, par l'addition et I’exponentielle de G en
caractéristique zéro, ou plus généralement pour un germe formel de
[11], la condition de compatibilité ci-dessus est satisfaite pour tout
couple d’ensembles pondérés. En fait, ® est un germe formel sur G
précisément lorsque la condition de compatibilité ci-dessus est satisfaite
par tout couple v, € G. Un germe formel & t-paramétres est alors
la restriction de ® & un K-sous-espace W de dimension ¢t de TG (voir
[11, §2]).

Soit P € A et X un ensemble pondéré, on dira que P s’annule sur %
si et seulement si pour tout (8,7) € ¥ on a (9§>A’P7 = 0 sur toute carte
de G contenant 7. On remarquera que les conditions d’annulation le
long d’un sous-groupe a t parametres en caractéristique zéro, ou plus
généralement le long d'un germe formel de dimension ¢, sont données
par des dessous d’escaliers dans une t-face de NY.

Soit V une sous-variété de G de dimension g — d, définie par un idéal
premier p C A, on pose
mw (V) i=d max  {vol (RE\Ciy,..is (W)}
v

1<i1<--<ig<g

ou le maximum porte sur v € V et les d-faces de NY telles que 8;)1 )
Ty ,8;: o 7} se projettent en une base du K-espace Hom g (p/(p N
m?), K), quotient de I’espace tangent en v & G par celui a V.

On remarquera que, si V' est un sous groupe algébrique de G, il suffit
de considérer v = 0 'origine de G dans la définition de my (V).

Si W est de la forme {5 € NY9;8;/by + --- + B4/bg < 1} on calcule
mw (V) = b, ---b;, ol (i1,...,iq) est un indice réalisant le maximum
ci-dessus. En effet, on a RE\C;, . ;,(W) = {t € R;ty/b;, +--- +
ta/bi, < 1} et, apres le changement de variable u, = t,/b;_, on écrit

mw(V) = d'b,l ---bid.vol({ul +-rdug < 1}) = bi1 "'bid-
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Enfin, soit ¢ € N* tel qu'’il existe un atlas et des polyndmes bi-
homogenes de degré (¢, c’); ¢’ € N* représentant I’addition s : G X G —
G. On sait d’apres [7] qu’on peut prendre ¢ = 2 lorsque I’adhérence
de Zariski G de G dans P,, est projectivement normale et équivariante
(i.e. les morphismes de translations sur G se prolongent a G).

Avec les notations introduites on peut énoncer:

Théoréme 1. Soit E une sous-variété algébrique de G, Xo,. ..,
Yg—dimr des ensembles pondérés finis deur a deuxr compatibles, dont
les supports contiennent chacun ’origine de G, et P € A une forme non
nulle de degré 5. On suppose que P s’annule sur E+Yo+- - +X,_dim B,
alors il existe 1 < r < g — dimE et un sous-groupe algébriqgue G' de
dimension g’ < g —r, incomplétement défini dans G par des équations
de degré < ¢ et satisfaisant

Z my(G").deg G’ < ¢9.deg G.69°9,
Y€E(Supp (E,)+G")/G’

0t my(G') = max{mw, , (G');y+ G =7}.
De plus, P s’annule sur v+ E + G + ¥y + -+ + X, pour un certain
v € Supp (414 + Zy—dim E)-

Remarque. M. Nakamaye [9] a remarqué qu’on ne peut affirmer
v = 0 dans 1’énoncé ci-dessus. Si, comme dans [10], on prend
Yp=--=3%3=2%, % = {(0,0)} e¢ E = {0} on ne peut assurer,
contrairement & ce qui est affirmé dans les addenda de [10] (et dans
[11]), que P s’annule sur G’ + X. Mais si on prend %y = —X(g) (i.e.
P g’annule sur (X —X)(g) :== (X =X)+---+ (X —X) (g fois)), alors
la conclusion du théoreme précédent entraine bien que P s’annule sur
G +2X-%.

On a le résultat intermédiaire suivant.

Théoreéme 2. On reprend les notations du Théoréme 1, alors il
existe 1l <r < g—dim E et une sous-variété algébrique V de dimension
d < g —r, contenant v + E pour un certain v € Supp (Xr41 + -+ +
Yg_dim E), incomplétement définie dans G par des équations de degré
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< ¢b et satisfaisant

ms(V).degV < cf.deg G.59~¢,
Y&€(Supp (2,)+G") /G

ot G' = {y € G;v+V =V} et mz(V) = max{mw,_, (V);v+G" =7}

De plus, P s’annule sur V+Xg+---+X, et G' satisfait la conclusion
du Théoréeme 1.

Remarques. Si K est une cloture algébrique de Q, on peut utiliser le
Théoreéme 6 de [12] & la place de la Proposition 3.3 de [10] & la fin de
la preuve du Lemme 5 (voir §4 ci-aprés) pour obtenir que

> ms(V).h(V)

YE(Supp (Zr)+G")/G’
est majoré par
I (MG)§9% + g.(h(P) + ¢ 0.0 + log(deg G + 1))deg G.69~41),

ou ¢’ est un réel > 0 qui dépend des formules représentant 1’addition sur
G et 7 désigne la hauteur de ¥’ := X +---+ X, _1. Par exemple, si les
multiplicités sont données par des conditions d’annulation le long d’un
sous-groupe analytique on a n < ¢”’. max(g )ex {h(7)+|6|log(|6]+1)}
ou ¢’ dépend du sous-groupe analytique.

Si G, P et les éléments de Supp (X;) (i =1,... ,g—dim E) sont définis
sur un sous-corps k de K sur lequel on peut également représenter
laddition de G, alors la preuve du Théoréme 2 (voir §6 ci-apres)
permet d’affirmer que V' est une composante irréductible de ’ensemble
algébrique des zéros d’un idéal de k[Xy,... , X,]|. En particulier, V est
définie sur une extension finie de k de degré < c9.deg G.09~¢/deg V sur
k.

3. Opérateurs. Soient v € G et (Fp,...,F,) une famille de
polynémes bi-homogenes représentant 1’addition

s:GxG—=G
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au voisinage de (0,7) € G x G. On note

s 1A — ARk Anm
P+ P(Fy,... ,F,)

I’homomorphisme de K-algebres déduit de s.

Ainsi, pour P € A homogene et § € NY on pose Ang le coefficient
dans A du mondéme T% de (1® ®,) o s*(P) € A®k B. On notera que
ce polynoéme Ag P dépend du choix de la famille (Fy,... , F,), mais
Ihypersurface de G' qu’il définit au voisinage de I’origine ne dépend pas
de ce choix. En particulier, &’ngv et I'image par I'application naturelle
A = Ang/moAn, ~ K de Af P € A, ol my est I'idéal de définition
dans A de lorigine de G, s’annulent simultanément. Ainsi P s’annule
sur un ensemble pondéré ¥ si et seulement si pour tout (3,7) € ¥ on
a Agﬂ{P € myp.

On vérifie immédiatement les propriétés suivantes:

A (P+Q) =A% P+Af Q

AL (PQ) = Y AL PALQ
BI+B=p

Plus généralement, soit A un atlas et des familles de formes représen-
tant s sur G x G, pour chaque o € A on définit des opérateurs Ag o
comme ci-dessus. Si I est un idéal homogene de A et W un dessous
d’escalier fini de NY on pose

AT = U(AgWP;P el,eW,acA) 4 (Xo,..., X,k
>0

On vérifie que si I C I’ alors A(%VWI C AgVVI’, et comme W est un
dessous d’escalier on a aussi Ag: (I+1')= Ag‘:l—i— AKI’. Si X est un

ensemble pondéré on pose A¥[ := 3" ) Ag:"’[ et on dira que I

YESupp (
s’annule sur ¥ si et seulement si A¥] C my ol mg désigne I'idéal de

définition de I'origine de G.

On a les propriétés suivantes.



1076 P. PHILIPPON

Proposition 3. Soient W, W' deux dessous d’escaliers finis de N9,
v, v € G et I un idéal homogéne de A. On suppose les ensembles
pondérés W x {v} et W' x {¥'} compatibles.

(i) L’idéal Ag:] ne dépend pas du choiz de latlas et des formes
représentant s choisis.
(ii) On a A&,@(A{’,I) C Ag{’,’,f oy =y+4, W' =W+ W,
avec égalité si W = {0} ou W' = {0}.
(iii) OnaAYYI=1.

Démonstration. (i) Soient (Fy,...,F,) et (Fj,...,F!) deux familles
de formes représentant s au voisinage d’un ouvert de Zariski de G x
{7} C G x G et P eI de degré §. On a alors 1’égalité suivante dans
(A®K A)1gm

P(Fy,...,F,) P(Fi,...,E})

(F) ()

des que F; ou F} ¢ g ® 1+ 1 ® m. Mais on remarque que 'image de

F\’
@xase)(7)

dans A®g (An/mPAy,) est bien définie, et symétriquement en échange-
ant F; et F!. Comme l'idéal engendré par les formes Agl}Xf lorsque
i =0,...,n et que lon fait varier a € A est (X,...,X,)-primaire
et que W est un dessous d’escalier, on en déduit que le coefficient
du monéme T#; (B8 € W) de (1 ® ®,)(P(F),...,F!)) appartient a

Ag[ . La propriété (i) suit en faisant varier P € I et en raisonnant
symétriquement avec F’ et F.

(ii) Soient (Fy,...,Fy), (F§,..-,EL), (E{,... ,F!Yet (F}",... ,E!")
quatre familles de formes représentant s au voisinage dans G X G,
d’ouverts de Zariski de G x {7}, G x {7}, G x {¥"'} et de (v,7')
respectivement. On a alors ’égalité suivante dans (A ®x A ®x
A)1gme1+1@1em pour P € I de degré §

P(Fy (X, E"), ..., F/(X,F")) _ P(Fo(X,F'), ..., Fu(X, F'))

(F7 (X, F))° - (Fi(X,F))°
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deés que F; ¢ g® 1+ 1 ® m. Notons J l'intersection des composantes
primaires relevantes de 'idéal engendré par les coefficients dans A des
monémes T? @ T'#'; (B € W, 3 € W') de

1%, ®2,)(P(F)(X,F"),...,F/(X,F"))).

Raisonnant comme en (i) on déduit de l'identité précédente J =
Agg (AY' I). Mais on a supposé que s* satisfait
il

(@7 ® @7,) os*o @;,}(IWH) Clw®1+4+1& Iy

et donc on vérifie J C Ag’;{[ . Si W' = {0} on vérifie que 'image de
P(Fo(X,F'),..., Fu(X,F))/(Fi(X,F'))’ dans (AQk A)1gm Ok (A /
m'An) =~ (A®K Anr)1gm est égale & celle de P(FY, ..., F!)/(F!')°.
On en déduit donc dans ce cas J = Ang (Agl}, I = Agfwf et
symétriquement lorsque W = {0}.

(iii) Si~y = 0, on vérifie que P(Fy, ... ,F,)/(F;)? et P/X? ont méme
image dans le corps des fractions de A @ (Ap/mpAp) ~ A, dés que
X; ¢ g, d’ou le résultat. O

On remarquera que l'opérateur Ag)} ne dépend pas de I'isomorphisme
®, choisi et on le notera aussi Tj,. D’apres la proposition on a
Ty O Tyt = Tyt~ €t 7o = Id. Si p est un idéal premier de A définissant
une sous-variété V de G on vérifie encore avec la proposition que 7,p
est 1'idéal premier définissant la sous-variété —y + V de G.

4. Multiplicités. Soit R un anneau noethérien et J un idéal de R
contenu dans le radical de R. Rappelons qu’on définit la multiplicité
relativement a J d’un R-module M de type fini, dimension d et tel
que M/JM soit de longueur finie, par la formule de Samuel (voir [2,
Chapitre 8, §7.1])

es(M) = d! lim (

l—o0

lR(M/JlM)>
1d ’

En particulier, si R est local et J est primaire pour 'idéal maximal de
R alors ej(R) est la multiplicité de J. On a les propriétés suivantes
(voir ibidem).
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Si J C J, M/JM est de longueur finie et J' est contenu dans le
radical de R alors ey (M) < e;(M).

Si R et M sont les complétés de R et M pour leurs topologies J-
adiques alors e; (M) = e,z (M) (voir ibidem, Théoreme 1).

Si R est un anneau local régulier et J l'idéal maximal de R, alors
es(R) =1, et plus généralement, ey (R) = (9™ £, Dans le méme ordre
d’idées on a le lemme suivant (voir aussi [2, Chapitre 8, exercices, §7,
n°2)).

Lemme 4. Soit W un sous ensemble fini de N¢ et Iy lidéal de
R=K|[I1,... ,Ty]] engendré par les monéomes T? lorsque B € N\W,
alors

ery (R) = dlvol (R4\C)

\ ) d d
ot C est l’enveloppe convere de N“\W dans RS .

Démonstration. On remarque que Iy est engendré par les monomes
d’exposants 3 dans un escalier E de N%. Ainsi lg(R/Iw) = dim g (R/
Iw) est égal au nombre de points de N? sous I’escalier E. Appliquant
cette remarque aux puissances IY;, on obtient que [g(R/I};,) est égale au
nombre de points sous lescalier [.E, on a donc (aprés une homothétie
de rapport 1/1)

1 1 1
ery (R) =d! lim —.card [ >N\ (L.E) ).
=00 (4 ) l

Mais, d’apres le principe des tiroirs, (1/1)(I.E) approxime C a l'ordre
O(1/1) d’ou le résultat. O

D’apres [2, Chapitre 8, exercices, §7, n°16 et 17] on sait que la mul-
tiplicité e;(R) peut étre supérieure, inférieure, voire égale & lg(R/J).
Le lemme suivant établit un lien entre multiplicités et degrés dans la
situation du paragraphe 2: I idéal homogeéne de A = K[Xy,...,X,]/g
(voir aussi [5, exemple 1.7]).

Lemme 5. Soient I un idéal de A engendré par des formes de degrés
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<§etd>rgl, alors on a

Z era,(Ay).degp < degg.5%.
pEAss I, minimal
rgp=d

Démonstration. Soient p € AssI de rang d, minimal, Kk = A,/pA,
et M un A-module de type fini tel que M,/IM, soit non nul, de
longueur finie. D’aprés [2, Chapitre 8, §7.5, remarque 4], on sait que si
n € N := A, ®4, k n’appartient pas a un nombre fini de sous-espaces
propres de N alors A(n), ot A : A, — N est l'application naturelle,
est formé d’éléments superficiels pour M. Le corps résiduel x de A,
contient K et est donc infini, on peut trouver une combinaison linéaire
P des eléments de I dont I'image dans A, pour tout p € Ass I minimal,
de rang d est superficielle pour M,. Comme I est engendré par ses
éléments de degrés < § on peut construire P combinaison linéaire des
formes de degrés ¢ de I, et donc P de degré 6.

Appliquant ce résultat récursivement on obtient des formes Py, ... , Py
€ I telles que P; soit superficiel sur A,/(PiA, + ---+ P;_1A,) pour
i=1,...,d et pour tout p € Ass I minimal, de rang d. On déduit alors
de [2, Chapitre 8, §7.5, Théoréme 1.d]

era, (Ap) = epra, +..+Pa,)(Ap) <la, (Ap/(PLAy + - + Pady))
car [(Ap/TA,) < 00. On a donc

Z era,(Ap).degp
pEAss I, minimal
rgp=d
< > L, (Ap/(P1Ay + - + P4Ay)).degp
pEAss I, minimal
rgp=d

< deg (S™HPy,...,Ps)NA)

ou S est I'ensemble multiplicatif des éléments de A n’appartenant a
aucun p € AssI minimal, de rang d. Mais S=}(Py,...,P;) est pur
de rang d et g étant un idéal O-parfait pour un ouvert de Zariski de
Spec K[Xy,...,Xn] contenant les p € Ass ] minimaux, de rang d, on
déduit de [10, §3, Proposition 3]

deg (S7Y(Py,...,Py)NA) <dego(g, P1,...,P;) <degg.d’. 1
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5. Opérateurs et multiplicités. Soit p un idéal premier homogene
de A, d’aprés [13, §6, Théoreme 5| Panneau A, est régulier et son
complété flp pour la topologie p-adique est un anneau local, noethérien,
complet, régulier et de méme caractéristique que son corps résiduel
K o= Ap/p/ip. On a donc encore d’aprés [2, Chapitre 8, §5] un

isomorphisme Ap ~ k[[Un,...,Uq]] ot d =dim A, =rgp.

On fixe cet isomorphisme de la fagon suivante. Soit V la variété
des zéros de p dans G, on choisit des indices i1, ... ,iq tels que 8;’01 )
Ty ,8;’: o 7y se projettent en une base de Hom g (p/(p N m?), K)

pour 7 parcourant un ouvert de Zariski de V' (et m I’idéal de définition
de 7). Choisissons une carte de G x G contenant le produit d’un
ouvert de Zariski de V par lorigine de G, et une famille de polynémes
bi-homogenes représentant I’addition sur cette carte, on considere les
opérateurs A;ff) définis au paragraphe 3.

On remarque que pour tout v € G, Popérateur Agé induit un élément
T o A;fé de Hom g(m/m?2, K), Pespace tangent & G en 7, oul 7 est
Papplication 7 : A — Ay /mAy, ~ K. En effet, on a mo Agé (m?) Cm
d’apres la Proposition 3(iii). En fait 7o A;fé est un multiple non nul de
8;; o7} € Hom g (m/ m2, K) et, quitte & multiplier Az(l) par un scalaire

€,

Cip __ *
non nul, on peut supposer m o Ay = 04! 0 T.

Lemme 6. Avec les notations ci-dessus, l’application (A/p)-linéaire

p— (A/p)
P (A;’)P mod p)i=1, . 4

est de rang d. En particulier, elle induit un isomorphisme d’espaces
vectoriels pAy/p* Ay ~ k2.

Démonstration. Supposons 'application de rang < d, alors il existe

ai,...,aq € A n’appartenant pas tous a p tels que pour tout @ € p on
ait
d
€
> aAFQ €.
1=1

Soient y € V, m I'idéal de définition de v et @1,... ,3q € An/mAy ~ K
les images de aj,...,aq, on déduit de la relation précédente que
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S aAg induit Iélément Y, @105 o % de Hom g (m/(p +
m?), K) C Hom x(m/m? K), c’est-d-dire I'espace tangent en v & V.
Mais, par hypothese 8;01 oOTy,. .. ,8;0“’ o7y se projettent en une base
de Hom g (p/(p N m?), K) pour v parcourant un ouvert de Zariski de
V, ce qui entraine que ay = ... = ag = 0 et ay,...,aq s’annulent sur
cet ouvert de Zariski de V' en contradiction avec le fait que ces formes

n’appartiennent pas toutes a p.

Comme A;fépQ C p (I = 1,...,d), on a donc une surjection

de pA,/p?A, sur k¢ qui est nécessairement un isomorphisme car
dim . (pA,/p?4y) =d. O

On choisit, grace au lemme précédent, des polynomes Q1, ... ,Qq4 € p
satisfaisant Agé Q; ¢ p si et seulement si ¢ = [ et on fixe I"isomorphisme
entre Ap et k[[U1,...,Uq]] en envoyant Q; sur U; pour [ = 1,... ,d. On
identifie alors N¢ & la d-face de N9 d’indice (iy,... ,iq).

Si P eI etpe AssI minimal, on écrit P = Zﬁ Cg.Q’fl ...Q’gd dans
A, avec cg € k = Ay /pA,. Et si W est un dessous d’escalier fini de la
face d’indice (i1, ... ,i4) de N on vérifie grace au Lemme 6 A} (P) C p
si et seulement si cg = 0 pour tout B € W. En particulier, si Agg[ (@
alors I est contenu dans l’idéal J de flp engendré par les monémes Q°;
(B¢ W) et comme [(Ap/ITA,) < 0o on a, d’apres le Lemme 4,

e1a,(4) = €4 (4y) > e5(A;) = divol (R1\C)
ou C est I’enveloppe convexe dans Ri du complémentaire de W dans
N4,

Plus généralement, si W est un dessous d’escalier fini de N9 satis-

faisant Ag;] C p on applique ce qui précede & W N N? et on obtient

Lemme 7. Soit I un idéal homogéne de A, p € AssI minimal,
définissant une sous-varieté V- de G et W un dessous d’escalier fini de
N9. Alors, si Agg[ Cpona

era, (Ap) > d'max{vol (R4\Ci, ... i, (W))} = mw (V).

6. Démonstration des théorémes. Placons nous dans les
hypotheéses du Théoreme 2. On consideére la suite d’idéaux homogenes
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de A
AEO(P) =L cCclbCc---C Ig—dimE-‘,—l C I(E)

définie par
I, = AZO‘.’""”Ei—l(P)

(ces idéaux sont emboités car les supports de Xy,..., Y, contiennent
lorigine de G). L’idéal I; s’annule sur X; + --- + Xy qimg + £ par
hypothese et avec la Proposition 3(ii).

Appelons d; le maximum des dimensions des premiers associés & I;
s’annulant sur y+E pour un y € Supp (X;+- - '+ngdimE‘)- Comme g >
dy > --- > dy_gim g+1 > dim E il existe un plus petit indice r tel que
d. =dr+1 =d < g—r. Lesidéaux I, et I,.;; définissent incompletement
tous les deux une méme sous-variété V de G de dimension d, contenant
~v+E pour un certain y € Supp (X,11+ - -+2X4_dim g). D’apres le choix
de 7 les variétés v+ V pour v € Supp (X,) sont toutes des composantes
irréductibles de I’ensemble algébrique des zéros de I,.. Ainsi, P s’annule
sur V+Yg+--+X,etaussisur y+ E+G +Xg+---+ 2, ou
G =Ngev(—z+V) ={y € G5v+V =V} désigne le stabilisateur de
Vdans G. Onay+ E+G CVcary+ECV.

Soit p € AssI,. N Assl,.;; le premier définissant V' dans A, alors
A*r]. C I,y; C p d’apres la Proposition 3(ii). Pour chaque v €
Supp (X)) on a Ag’:[r C p et donc A;‘Z"Ir C T_4p ce qui entraine,
d’aprés le Lemme 7, ef.4, ,(Ar_p) = mw, 5 (V). Lorsque v par-
court Supp (X,) modulo G’ les variétés v + V sont distinctes et les
idéaux premiers 7_,p sont des premiers minimaux associés & I, deux a

deux distincts, de méme dimension d < g — r et de degrés > ¢~ %.degV
d’apres le Lemme 4.5 de [10], d’ou

max m V)t ldegV
"YE(Supp(EZHGI)/(;/‘YGSHPP(ET)Q(’HG’){ W%Er( )} &

< deg G.(c6)9¢

d’apres les Lemmes 5 et 7, car I,. est engendré par des formes de degrés
< ¢b. Ceci démontre le Théoreme 2.

Considérons maintenant I'idéal J = ) __ 7. I,, il satisfait d’apres la
Proposition 3(ii) A¥rJ C p’ ot p’ est I'idéal définition de G’ dans A.
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De plus p’ est un premier minimal associé & J et en raisonnant comme
précédemment on en conclut

max m G")}.deg G’
’YG(SUPP(EZ)-FG')/G,7€SUPP(ET)Q("/+G'){ Wz, (G)}-deg

< cY.deg G.6979

car J est aussi engendré par des formes de degrés < c¢d. Ceci démontre
le Théoreme 1.

7. Le cas des groupes produits. On considere le cas ou le
groupe algébrique G est donné comme produit G X - - - X G, de groupes
algébriques commutatifs de dimensions g;,...,gp. On suppose que
pour ¢ = 1,...,p le groupe algébrique G; est plongé comme sous-
variété quasi-projective d’un espace projectif P,,, et que G est plongé
dans l’espace produit P =P, x--- x P, .

Soient d1,...,0p, > 1, on plonge P dans un espace projectif Py par
le plongement de Segre-Veronese

@ P — Py

’ —
(le---7xp) (...,X‘lxl---xgp,...)‘ai‘zgi

Ainsi une forme linéaire sur Py représente une forme multihomogene
de degré (d1,...,0p) sur P. Et si V est une sous-variété algébrique de
P alors ¢(V) est une sous-variété algébrique de Py de méme dimension
que V et dont le degré dans Py est égal & H(V;61,...,0p), ou H(V;")
est le polynéme multidegré de V' défini dans [10, §3].

Appliquant le Théoréme 1 au groupe ¢(G) dans P on obtient

Théoréme 8. Soient ¥1,...,%, des ensembles pondérés finis deux
a deuzr compatibles, dont les supports contiennent chacun [’origine de
G et ¥ leur somme. Soit P € A une forme non nulle de degré
(01,-..,0p) sur G. On suppose que P s’annule sur ¥ — X, alors
il eriste 1 < r < g et un sous-groupe algébrique G' de dimension
g < g —r, incomplétement défini dans G par des équations de degré
< (c.b1,...,c.6p) et satisfaisant

ms(G).H(G';61 -+ ,6,) < H(G;c.01,...,¢0,),
Y€E(Supp (2r)+G")/G’
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ot m5(G') = max{my, » (G');y +G =7}
De plus, P s’annule sur G' + X1+ -+ %, — X1 —--- — 3.

Remarque. En reprenant la construction des opérateurs Ag dans ce
cas on notera qu’on peut raffiner le théoréme ci-dessus en y substituant
(€161, ... ,¢p0p) & la place de (cdy, ... ,cdp) ot ¢; est le plus petit entier
tel qu’il existe un atlas et des formes bi-homogenes de degré (c;,c})
(ci € N*) représentant I’addition de G; C P,,. On améliore ainsi le
résultat principal de [10].

8. Le cas des extensions. On suppose maintenant le groupe
algébrique G donné comme extension d’une variété abélienne A par un
groupe linéaire L, on a

0—L—G—A—0,
o L ~ [[,; Gm x [[,—; Ga, de sorte que L P7"® est une
compactification de L. On a une action de L sur L permettant de

former le produit fibré G=0Gx L. L qui donne une compactification de
G associée & L. On note Go, = G\G, et encore

m:G— A

le prolongement de m & G. Soit D un diviseur ample sur A, on sait
alors (cf. [14]) que le diviseur D, = aG oo + 3bm* D est tres ample sur
G pour tout couple (a,b) tel que a,b > 1. On sait méme d’apres [6,
Théoréme 3.5], que le diviseur G, sur L étant normalement engendré
il en est de méme pour tous les divisglrs Dy (a, b_Z 1). Notons @4
(resp. ¥) le plongement projectif de G et donc de L (resp. A) associé
a D, (resp. 3D).

Pour G’ sous-groupe algébrique de G nous écrivons L' = L NG’ et
A" = 7(G"). Le théoréme principal de [8] nous assure alors que

— dim G’ -1
deg,, ,G = <dim L’) deg, L .deg popA’.

Mais ¢q,5|1 est le plongement associé & aLs, c’est-a-dire [a] o ¢|z ol
¢ = 1,1, ainsi

— _ (dimG’ -/ / _dim L' pdim A’
1) deg,, G = (dimL') deg ,L .deg A .a b
_ deg v@"adlmL .bdlmA .
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Le plongement ci-dessus identifie le groupe G & une sous-variété quasi-
projective d’un espace projectif P, soit R Ianneau des coordonnées
de P,,, et g I'idéal de définition de G dans R. Soit encore fo,... , fm
une base de H°(A,3D) et 7*fo,--. , 7™ fm,Gm+1s--- » gn une base de
HY(G,D; ). Supposons b > a, on vérifie alors aisément que tous les
monomes

(7" fo) ™ -+ (" fin) ™™ g4 - g

lorsque ay, . .. ,a, € N satisfont ap+- - -4, = bet apmy1+--+a, = a,
appartiennent & H°(G, D, ). Nous dirons qu’un polynéme P € R est
de bidegré (5, A) (resp. < (§,A)) sur G si sa restriction & G coincide
avec une combinaison linéaire des monémes ci-dessus ou (a, b) = (§, A)
(resp. < (4,A)). De méme nous dirons qu’une sous-variété V de G est
incomplétement définie dans G par des équations de bidegré < (4, A)
si elle est composante de 'ensemble des zéros dans G d’une famille de
polynémes de R de bidegrés < (4, A).

On peut alors énoncer

Théoréme 9. Soient X1,...,%, des ensembles pondérés finis deux
a deux compatibles, dont les supports contiennent chacun l’origine de G
et 3 leur somme. Soit P € A une forme non nulle de bidegré (§, A) sur
G avec1 < § < A. On suppose que P s’annule sur X — 3, alors il existe
1 < r < g et un sous-groupe algébrique G' de dimension ¢’ < g —r,
incomplétement défini dans G par des équations de degré < (26,2A) et
satisfaisant

Z ms(G').deg ,G < 29.deg ,G.5%m L/LT Adim A/A
Y€(Supp (2,)+G") /G

ot m;Y(G') = maX{mW,Y,):T (Gl)’ v+ G' = ’7}
De plus, P s’annule sur G' + X1 + -+ X, — ¥ — -+ — X,

Démonstration. On applique le Théoreme 1 au groupe G plongé
dans un espace projectif P & I’aide du plongement ¢s A. Dans cette
situation le polynéme P € R devient une forme linéaire de I’anneau des
coordonnées de P, et le plongement s A étant projectivement normal
il résulte de [7] que les familles de translations sur G peuvent étre
completement décrites par des formes quadratiques. Le Théoréeme 1
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fournit un sous-groupe algébrique G’ de G incomplétement défini dans
G par des formes quadratiques et satisfaisant

Z m~(G').deg W_Aé’ < 29.degy; A G.
YE(Supp (2r)+G")/ G

On utilise alors la formule (1) pour G’ et G respectivement, avec
(a,b) = (6, A), pour conclure. O

Question. Sous quelles hypotheses naturelles sur D les monomes
introduits précédemment engendrent-ils H°(G, D,;)? Autrement-dit,
I’application

m*(H°(A,3D))®"" @ H*(G, D1,,)®* — H°(G, Dq)

est-elle surjective?

9. Application a I’interpolation. Pour X un ensemble pondéré de
G, notons w(X) le plus petit degré d’une hypersurface de G s’annulant
sur ¥. On remarque que pour v € G on a w(y + ) < c.w(X).

Soit I' un sous-groupe de type fini de G et F la face d’indice
(i1,... ,44) de N9, qu'on identifie au sous-espace Ke; + -+ + K.,
de TG. Pour S,T € N on pose

L'(S) ={sim +---+sm;0<s; < S},
F(T)Z{tlz?il+"'+td€id;t1+---+td§T},

et on note X(S5,7T) I'ensemble pondéré F (1) x I'(S).
On définit
w(l) = ng;ip{rgz(F/F NG")/(dimG — dim G')}
o(F) = m‘;n ma&c{dim (F/FNT,G)/(dimG —dim V)}
YE
ol les minimums sont pris sur I’ensemble des sous-groupes algébriques

propres G' de G et les sous-variétés algébriques propres V de G
respectivement.
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Théoréme 10. Soit E un sous-ensemble algébrique irréductible et
réduit de G, alors on a avec les notations ci-dessus

w(B).SHI) o)

E + (g5, gT)) >
W(E+2(05.9T)) 2 = G Geg @

Démonstration. Prenons 6 = w(E + 3(¢S,¢T)) dans le Théoreme 2,
les hypotheéses en sont alors satisfaites et il existe donc une sous-variété
propre V contenant v+ E (v € I'((g — 1)5)), et satisfaisant

5 g—dim V'
g
degV <c .degG.(SIL(F)-TU(F)> .

Soit p l'idéal de définition de V' dans A, d’apres le théoreme de [3] on
a
dim g (A/p)sy < deg V.(6" +1)%mV,

D’un autre coté, le degré de transcendance de A étant égal a dim G =g
on a

dim g (A/g)s > (6" +1)?/g!.

On en conclut que si §' + 1 > (gl.deg V)/9-4imV {] existe une forme
non nulle dans A de degré ¢’ s’annulant sur V. Comme v+ E C V on
a donc

1 ,
~w(B) < w(y+ E) < (gldeg V)94V,
C

ce qui, combiné a la majoration de deg V' ci-dessus, fournit 'inégalité
du théoreme. O

Remarque. Le coefficient w(X) considéré dans ce paragraphe a été
introduit tres tot dans les travaux sur les lemmes de zéros. Lorsque
G = GY, dimE = 0 (F n’étant plus supposé irréductible, mais
néanmoins réduit), I' = {0} et F = NY, un résultat remarquable,
di & M. Waldschmidt par une méthode analytique, s’énonce w(E +
X(T))/T > w(E)/g. Le facteur 1/g!c9™! dans le Théoreme 10 ci-dessus
semble étre le lot des méthodes purement algébriques. On consultera
le texte de D. Bertrand [1] pour un apercu des travaux et résultats
connus sur les coefficients w(X). La encore, la possible nouveauté de
notre Théoréme 10 réside dans les conditions d’annulation.
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