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§1. Introduction.

1.1. On va démontrer, dans cet article, I’existence locale par rapport au temps
de solution analytique du probléme de Cauchy pour les ondes de surface de ’eau en
écoulement trois-dimensionnel irrotationnel. En s’appuyant sur ce théoréme
d’existence, on donnera ensuite une justification mathématique du développement de
Friedrichs [8], [28], ce qui est une généralisation du résultat de [14] pour
I’écoulement trois-dimensionnel.

11 s’agit en fait de résoudre les équations suivantes pour le potentiel de vitesses
P=9(t, x, y, z) et la frontiere libre définie par F(t, x, y, z)=z—TI(t, x, y)=0:

(1.1) &, +0,,+P,=0 dans Q)
(1.2) $,=0, (x,y)eR? z=0,
(1.3) O+ 5 (B2+ 82+ + gz=0

}z=F(t, X, y)
(1.9 r+r.o.+r,o,—o,=0

ou Q)={(x, y, 2): (x, y) e R2, 0<z<TI(t, x, y)}, t>0, est le domaine occuppé
par I’eau, en connaissant le domaine Q(0) pour ¢t=0 défini par

(1.5) D0, x, y, z2)=Py(x, y, z): harmonique,
(1.6) (0, x, y)=To(x, y)>0: analytique,

g: la constante de gravité.
On résoudra dans ce qui suit le probléme (1.1)-(1.6) sous la forme non-
dimensionnelle suivante dépendant du paramétre non-dimensionnel é=h/A, le

Communiqué par Prof. Mizohata, le 8 Octobre 1984.
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rapport de la profondeur moyenne h de I’eau a la longueur?) des ondes A:

(1.7) 5D+ D,)+P,,=0, dans Qy1),

(1.8) $,=0, (x,y)eR? z=0,

(19) 5 (@, 45 (@148 +2)+ 5 020 }z=r
(1.10) 8T+ T, ®,+T,6,)—®,=0 ,
avec

(1.11) (0, x, y, z2)=Dy(x, ¥, 2),

(1.12) IrQ, x, y)=Iyx, y)>0.

Ayant une solution analytique {®%(¢), I'’(t)} de (1.7)-(1.12), on démontrera
qu’elle est indéfiniment différentiable par rapport a [0, 1] dans une classe de
fonctions analytiques. D’ou une justification mathématique du développement de
Friedrichs comme développement asymptotique par rapport a de€[0,1]. Ce
développement de {@%(t), I'’(t)} en série entiére par rapport a 62 a été proposé par
Friedrichs en 1948, sans démontrer sa légitimité mathématique, comme une méthode
systématique pour dériver des équations originales d’Euler les équations des ondes de
surface en eau peu profonde [8], [28].

On a ainsi la limite

{20, x, y, z), I'°(t, x, y)}=1i131 {92, x, y, 2), I'’(t, x, )}
éi0

qui satisfait aux équations des ondes en eau peu profonde sur z=TI°(t, x, y):

BY+ 1 (80 +07) +0=0,
(1.13),

Y+ (ree?), +[I°e9),=0

qui est hyperbolique par rapport a {®9, #9, I'°} sous la condition: I'°(t, x, y)>0.
On a également une série de systémes d’équations aux dérivées partielles pour les
coefficients de 62", n=>1:

By + BUBN+ SO+ "=F,_,,
(1.13),

T4+ (M@ + 9, + (r°dr+r-e%,=G,_,

qui est un systéme hyperbolique linéaire par rapport a {®2, &2, I'"} sous la méme
condition sur I'° qu’en haut, ou F,_, et G,_, sont des fonctions de {®/(¢),
I'i(t)}o<j<n-1, €t leurs dérivées par rapport a (x, y).

Cette série de systémes nous permet d’obtenir une solution approchée de (1.7)-
(1.12) jusqu’a tout ordre qu’on voudra en 2.

1) Il n’est nullement essentiel de supposer identiques la longueur 2 des ondes dans la direction de
I’axe x et celle L dans la direction de I’axe y. Pour le cas ol L# 2, voir [33].
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1.2. Rappelons que I’on considere (1.7)—(1.12) comme le probléme de Cauchy
en ce sens que 1’on cherche I’évolution temporaire de Q,(¢) et ®%(¢) en sachant la
forme Q,(0) et le potentiel $9(0)=Py(x, y, z).

C’est, en fait, un probleme aux limites a la frontiére libre z=TI(t, x, y) pour
AD=0 dans Q(t) avec (1.8) pour z=0 et les conditions de Dirichlet aux bords
formulées par (1.3)—(1.4) qui sont elles-mémes des équations aux dérivées partielles
a résoudre en méme temps.

Or le développement asymptotique de Friedrichs dit que son premier terme
- {®O(1), I'°}, qui satisfait a (1.13),, approche aux termes d’ordre 0(62) prés la solution
{®%(1), I'*(t)} du probléme aux limites (1.7)-(1.12).

Autrement dit, un phénoméne, étant régi par une équation elliptique, qui n’a pas
de vitesse finie de propagation est approché, lorsque o tend vers zéro, par une solution
d’un systéme hyperbolique non-linéaire ayant une vitesse finie de propagation.

De point de vue de la théorie des équations aux dérivées partielles, cela veut dire
ceci: alors que I’équation (1.7) cesse d’étre uniformément elliptique pour 6=0, sa
solution admet des estimations aux bords uniformes par rapport a 6 [0, 1]. Ainsi
notre probléme (1.7)—(1.12) est régi asymptotiquement par des systémes hyperboliques
au moment ou I’équation (1.7) cesse d’étre elliptique, é tendant vers zéro.

A cet égard, nous citons une étude de T. Carleman en 1945 [7]. 1I s’est
demandé, dans cette Note, s’il existait dans un temps fini une frontiére qui sépare la
surface ébranlée de 1’eau d’une partie non ébranlée, lorsque la surface libre de I’eau en
équilibre sous la pression atomosphérique constante a regu un coup de vent. Ilya
démontré que 'existence de telle frontiére contredirait 1’unicité de la fonction
harmonique.

Il est 4 noter également que Friedrichs évoquait ce probléme comme un des plus
typiques des phénoménes asymptotiques qui demandait une justification

mathématique, dans une conférence donnée en 1954 [9].

1.3. Pour résoudre le probléme de Cauchy (1.9)—(1.12) sur z=T pour déterminer
les conditions de Dirichlet sur z=1TI" pour (1.7), il faut qu’on ait, sinon une expression

explicite, du moins une estimation sur z=I(t, x, y) pour% D, eté—l2 D,
L’estimation a priori suivante de solution de (1.8)—(1.11) nous sert pour avoir
toutes les estimations nécessaires sur z=1I" et pour résoudre le probléme de Cauchy

pour (1.10)—(1.11) par le théoréme de Cauchy-Kowalevski dans la version de
Nirenberg-Nishida [21], [22], [13]:

3
Nl Dxlll + NPy lll + N1 Py, Il + %(Illd’lell+ e, I+ (% P Il < \/% IAZa],
ou || |l et] | estlaL?-norme sur £(¢) et sur la frontiére z 1=I"(t, X, y), respectivement,
C une constante indépendante de 5[0, 1] et A=(—A4)2, A=0%/0x2+ 0?/dy>.
Ce n’est qu’une estimation dans Agmon-Douglis-Nirenberg [1]. Ce qui nous
importe ici, c’est de voir explicitement la maniére de dépendance par rapport & é de la
constante de majoration dans le second membre de 1’estimation a priori.
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Pour cela, on passe de 24(f) & un domaine rigide, qui ne bouge pas avec le temps,
Q={(x,¥',2): (x, y)e R? 0<z'<1} par le changement de variables

', y', )= (x, v, %)

et par la suite le passage de {®(¢, x, y, z), ['(t, x, )} a {¢(t', x', y', 2'), y(t', x', y")}
suivant Nalimov [20]. Et on exécute un calcul explicite moyennant la fonction de
Green sur Q,. Ceci faisant, on n’a plus affaire avec 4¢ =0 sur Q,, mais avec des
estimations sur z'=1 de solution d’une équation elliptique L;¢=0 (pour §>0) a
coefficients variables se composant de y(t', x’, y') et ses dérivées, alors que I’on a pu
conserver I’opérateur 4 en passant de Q,(t) & Q, par la représentation conforme dans
le cas de I’écoulement deux-dimensionnel [13]. Ce qui nous conduit & résoudre
notre probléme seulement pour des données initiales “petites’’, c’est-a-dire que la
différence de la donnée initiale I', et de la surface de I'eau en repos est “petite’’, voir
§§3-4, bien qu’elle ne soit infinitésimale.

1.4. Comme une application du développement de Friedrichs, on donnera, dans
un article ultérieur [33], I’équation deux-dimensionnelle de Boussinesq comme une
équation approchée des ondes longues qui se distinguent des ondes de surface en eau
peu profonde. 11 s’agit en fait des ondes de surface dont la longueur A (dans les

directions de I’axe x et de I’axe y) et I'ampleur « satisfont au rapport exprimé comme

. 2w . . s
suit: <%> et - sont de méme ordre comme infinitésimaux lorsque

A>h et h>»oa.

Pour les ondes de surface en eau peu profonde, a/h pourrait étre d’ordre O(1).

En ce qui concerne la distinction entre des ondes longues de surface de I’eau et
des ondes de surface en eau peu profonde, nous I’avons discuté en détail suivant
I’esprit d’Ursell [30] et de Stokes [29] dans I'introduction de notre article précédent
[15]. Nous y renvoyons nos lecteurs (voir aussi §1 dans [33]).

On y donne aussi un systéme d’équations approchées des ondes longues duquel
nous avions déduit I’équation de Korteweg-de Vries [16] et de Broer-Peregrine [5],
[24], pour I’écoulement deux-dimensionnel [15].

On donnera également une justification mathématique pour I’équation de
Kadomtsev-Petviashvili [11] comme une équation approchée des ondes longues de
surface de I’eau dont la longueur dans la direction de I’axe y, par exemple, est beau-
coup plus grande que celle dans la direction de ’axe x:

i w e (1)

=), — et z

(2% e (@

sont de méme ordre comme infinitésimaux lorsque A, L— o0, a—0, A et L étant la
longueur des ondes dans la direction de ’axe x et de I’axe y, respectivement.

1.5. Le contenu de cet article est dans I’ordre suivant. Il se divise en deux
parties.
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La premicre partie (dans ce numéro) se consiste de paragraphes 2, 3, 4 et S.

Dans §2, on déduit de (1.1)-(1.6), les équations non-dimensionnelles (1.7)-(1.12).
On les récrit ensuite comme équations sur le domaine rigide Q, par rapport 4 {¢, 7}.

Dans §3, on obtiendra toutes les estimations a priori pour ¢ nécessaires pour
montrer le théoréme d’existence. En particulier, les estimations aux bords pour
¢./6% et ¢,/6 dans une échelle d’espaces de Banach de fonctions analytiques.

Dans §4, on a le théoréme d’existence locale par rapport au temps du probléme
de Cauchy (1.9)~(1.12) sur z=T via la résolution du probléme correspondant sur
z=1 pour {¢, y} dans I’échelle d’espaces de Banach ci-dessus. On se sert du
théoréme de Cauchy-Kowalevski dans la version de Nirenberg-Nishida. Avec ces
conditions de Dirichlet ainsi déterminées, on résout le probléme (1.7)-(1.12).

Dans §5, nous montrons que notre solution est indéfiniment différentiable par
rapport a 6 € [0, 1] sur la surface de I’eau.

On donnera ensuite, dans la seconde partie (le numéro prochain), le développe-
ment de Friedrichs sur la surface, en déduisant ainsi les équations des ondes de surface
en eau peu profonde, §6.

Une justification mathématique du développement de Friedrichs en cas de
I’écoulement trois-dimensionnel est donnée dans §7.

Dans le dérnier paragraphe §8, on résume les conclusions de ces études et donne
une appréciation sur leur portée et leurs défauts.

L’auteur tient a4 remercier vivement Takaaki Nishida, Hideaki Yoshihara,
Seiji Ukai et Akira Nakaoka. Ils se sont intéressés a ce travail dés le début et ont
formulé de nombreuses corrections et suggestions en assistant aux exposés de
I’auteur au cours de ces dérni¢res années. IlI voudrait également exprimer ses
remerciements a la Faculté des Sciences de I’ Université d’Osaka qui lui a accordé
le loisir de se consacrer tranquillement aux études aboutissant a cet article.

PREMIERE PARTIE
ESTIMATIONS A PRIORI ET LE THEOREME D’ EXISTENCE

§2. Equations non-dimensionnelles.

Considérons le changement de variables suivant définissant ainsi les variables
non-dimensionnelles (x’, y’, z') et t':

(x, ¥, 2)=0x', Ay', hz'),
.1)

1=ty

c
ou A est la longueur des ondes dans la direction de 1’axe x et de l’axe y, h la pro-
fondeur moyenne de I’eau et c=\/g_h.
On définit ensuite le potentiel non-dimensionnel @’ de vitesses et la surface

non-dimensionnelle de 1’eau z' —I"'(t, x’, y")=0 par
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2.2 d=cld’', I'=hl".

Alors, on déduit de (1.1)—(1.4) les équations non-dimensionnelles suivantes:

2.3) SHP o+ D))+ @, =0 dans Q1),
2.4) @, =0, z'=0,

@.5) 52 («15;,+ L@+ ¢;@)+r'>+ 1 a=0 }z'—r'
2.6) 52 (I} + @, T+ &) I ) — B, =0 ’
ou

QW)={(x", ¥y, 2'): (x', y)eR? 0<z'<I'(¢, X', y)}, t'>0,

et d=h/A: paramétre non-dimensionnel avec les données initiales non-dimension-
nelles:

()] P'(0, x', y', 2 )=dy(x", ¥, 2'),
2.8) I'©, x', y)=ryx', y)>0
définies par
2.9 Do(x, y, 2)=cldy(x', y', '),
(2.10) To(x, y)=hIy(x', y").
Remarques. (i) On voit que les vitesses non-dimensionnelles
(2.11) ', v, wy=(o,, o, 9;)

sont définies par
2.12) U, V)=c(U', V), W= 5 cW’

d’aprés (2.1)(2.2) ou (U, V, W)=(P,, P,, ,). Nousavons ainsi les vitesses U’ et
V' en divisant U et V par la vitesse sonique ¢ = \/ﬁ alors que la composante verticale
W’ de vitesse grad @ est définie par

w=2pw
c

qui est petite pour les ondes “longues’’?: §=h/A«1. Rappelons ici que la vitesse
des ondes “longues’’ de I'ampleur infinitésimale régies par les équations “approchées’’

2) Airy [2].
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linéaires de (1.1)-(1.4) est donnée par ¢ <1+0<<%>2 )) , [18, §§227-229]. On

donnera dans §8 une justification de ’équation linéaire des ondes: #,,— 4n=0 ap-
prochant le probléme non-linéaire original (1.1)—(1.4) non seulement pour les ondes de
I’ampleur infinitésimale® mais aussi pour celles de I’ampleur finie.

(i) Il n’y a aucune raison de nous borner a considérer les ondes qui ont la méme
longueur A dans la direction de y que dans la direction de x. On discutera dans
[33] des ondes dont la longueur dans la direction x est A et L dans la direction y.
En remplagant (2.1) par

(2.13) 1

{x=lx’, y=Ly', z=hz'
t=?t,

on déduira de (1.1)-(1.4) I’équation dite de Kadomtsev-Petviashvili pour les ondes
satisfaisant a

(2.14) 2= (%)2 - (%)2 arp= %

o étant ’ampleur (fin de remarques).

On va maintenant transformer notre probléme (1.1)-(1.6) sur (¢) sur un domaine
qui ne bouge pas avec le temps. Pour cela, considérons le changement de variables:

(x”, y”! Z”) =<x '7 y’! i"_,l)
(2.15)

t/l= tl
et définissons ¢ et y par
¢(t”’ x/l’ yll’ zl!)=¢/(t, xl’ yf, Z’=Z”F’),

,y(tll, x”, y")=[”(t/, x,, yl)-

9

Alors, en supprimant le signe “,”’, notre probléme est & résoudre les équations
suivantes pour ¢ et y déduites de (2.3)-(2.8) sur @, ={(x, y, z): (x, y) e R?, 0<z<1},
t>0:

2(52 252
Lop=unt by + LEECLEOND Sop

(2.16)
-2z (% ¢zx+ % ¢zy) + % (2‘)’%"‘2'}’3— PPxx— yyyy)¢z =0 dans Qla

217  ¢.=0, z=0,

242 2
@18) g+ 3 (p3+op— L IHETIE (¥ 4y o

z=1,
l+5"v§+52v§ ¢ _o
e

(2°19) 'yt+‘yx¢x+))y¢y_ y

3) Lagrange [17].
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avec les données initiales:

(2.20) #(0, x, y, 2)=¢o(x, y, 2),

(221 (0, x, y)=v(x, y)>0.
Notons que nous chercherons y satisfaisant a

(2.22) y=y->0

si
Po(X, ¥)Z2y_>0, (2.21).

§3. Estimations a priori.

3.1. Dans ce paragraphe, nous obtenons les estimations a priori (aux bords)
qui nous permettent de résoudre le probléme de Cauchy (2.16)-(2.21). 1l s’agit, en
fait, de résoudre en premier lieu le probléme de Cauchy (2.18)-(2.21). 1l faut donc,
sinon exprimer explicitement, estimer du moins

2

z=1 62 z=1,

par {¢.l _,. &,/ _ ¥} pour que I'on puisse résoudre (2.18)-(2.19) en tant que
équations sur la surface: z=1.

Or on voit un peu plus loin que (2.18)-(2.19) sont équivalentes au systéme
quasi-linéaire pour

G-1) UM="@x(D), $,(1), ¢::(1), 66,(1), 6,,(1), y—1, ¥y, 07, 6Py 027y 6%7,,)

ou ¢ ()=¢.(t, x, y, 1) etc.
Il nous faut donc des estimations pour

Pex (1), 2 (1), §..(1), 6.y (1), Braa(D), buny(D) et Gpp(D)

par U(f) en outre que% (1), et ?2’ D).

Toutes les estimations seront obtenues en s’appuyant sur le lemme suivant qui
n’est qu'un résultat dans Agmon-Douglis-Nirenberg [1]. Le point crucial pour
nous est de calculer explicitement la maniére de dépendance par rapport a3 5e[0, 1]
de constante de majoration:

Lemme 3.1. La solution ¢=¢(x, y, z) € H¥(Q,) du probléme de Dirichlet

62(¢xx + ¢yy) + ¢zz =f danS Ql i)
¢ I z=+1= b

satisfait a I'inégalité suivante, ot

(3.2)
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Q,={(x, y, 2): (x, y) € R?, |z|<1}, fe HYQ,) et be H(R?):

(3.3) sall + 1yl + by I+ 5 bl + NI+ 35 .l
s 75 later+e ],
ou
lu@I2= {§ lu@dxdy, Nullz= | ju@idz
et

1 02 2
—( — 2 =7 -
A_( A) ,A axz + ayz 1)

¢, et ¢’ étant indépendantes de 6.
Preuve. La transformée de Fourier de (3.2) par rapport a (x, y) nous donne:
[ ..(2)—4n282|E12d(2) =1 (2),
$ |z=:(: 1= B

ou <i3(z)=(ﬁ' n[0(2), E=.¢(x,y)[b] et £=(&,, &,) sont des variables duales de
(x, ¥):

(3.4)

$(2)= Sm e 28X eG(X, 2)dX, X=(x, ).
D’ou

2..v_ ch(2mé|¢|z)
¢(Z)_—éh(2nT€IZ)B(6)+

: sh (2n8]¢|(z— 1)) sh 215[¢](s +1))
(3.5) | o ot s+

1 sh (278|€|(z +1)) sh 2nd|E|(s—1))
+, 2n512]) sh @o[2) f(s)ds.

et (3.3), vu le théoréme de Plancherel. Q.E.D.

Remarque. Dans (3.3), on peut remplacer le premier terme de second membre:

3
£ |A2b|| par C||A%b||. On voiten effet que

NEY

' ch (276|¢z)
S—x Sm |2r[€])? Y b(¢)|2d¢dsz,

' sh (2n8¢lz)
S—l SRZ |2=[&])? m B(f)|2d§dz
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sont majorés tous les deux par
(" 1, leneb@rdedz =242,
-1 RZ
D’ou
N el + Nyl + 1 6yl + 5 (bl + 1y 1)+ 25 1l bl S
£

3.2, L’€chelle d’espaces de Banach. Définissons maintenant une échelle
d’ espaces de Banach de fonctions analytiques.

(3.3)
<e (4% + H

Définition 3.2. L’espace de Banach B,: u=u(x, y)eB,, p>0
&= u: analytique sur RZ , et muni de norme:
(3.6) lull, = (1 +2r|£) 22211 A(E) || L2(rzy < + 00,
ou (&) transformée de Fourier de u.

Notation 3.3. L’échelle d’espaces de Banach: S= \U B,.
p>0

On a tout d’abord:
Lemme 3.4. u,veB,=uveB, et
(3.7 [uvll, < lull,-llvl,-

Preuve. Notons tout d’abord que
ue B, = e2"lkIf(&) e LI(R?).
En effet:

fermts101ae = [ phreryr 1+ 2nleD2 7181 |0 dE S Clul,,

On voit maintenant:

Juvl2= | (1+ 2712 es016 |a@)xo(&) 2d¢ =

[ o aanient st | a-moydn|'aes

<00 A 2nleD2 emsist o —nl ioian |

d’ou
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luoiza{] ([ +2nie—nzersoistia - seldn ) ag +

+ (o anmzesmsiciac —ny 1ogian ) dz} =

=I1+11
vu
A+1ED*=2(1+1E=nD>+2(1+n))>.
Puisque I'on a

erl&l < ep(l—nl+inl)

on voit:

I

IA

Sm <SR2 e2 21| (n) ldnSRz 2010 |3(n)|(1 + 2n|E — |)*etrelE=nl x

X |8 —n)i2dn )de S
<Clol, | dn{_ eomismi(t+2mg —neswoienlaE —mide

<Clol,lul3 |, e misclan
d’aprés le théoréme de Fubini. D’ou
1= C?oli3llull?.
De méme, on a
= C?oliZllul3.
Q.E.D.

Lemme 3.5. Quel que soit B un nombre réel positif, on a pour ue B,

(8 14%ul, S g Ll

pour p’ <p, C étant indépendante de (p, p', u).

Preuve. Compte tenu du fait que

H
Ber' 18l = (p— p')B|E|Pe~(pp1El x __€2° _ _
14 (p=p")lcl =p)?
_ eP|§| ,
=K o=y VPP

on a (3.8) par la définition de B,.
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Corollaire 3.6. Soient u, ve B, on a, alors, quel que soit p'<p:

C
”uxv||p’+||uvx||p/§ p_p, "u”p“v”p ,
ol*ly C
o], s gyl o =t

ot oy et o, sont entiers positifs et C une constante indépendante de (p, p’, u, v).
Lemme 3.7. Soientu,veB,, ona
1 1 1
[42 @), <CUA2ul lvll,+llul,l42vl,).

Preuve. Vu que [¢|<|E—n|+]|n], ona

1 2
la2@olz={_a+2mepreseicinen (| ac—mumdn) dis
<(, anleprereiar(§ gom1e =0 -moeldn) de+
+{ aamgpess ([ yamin? laE—nwmldn) des

1 1
SCH(|A2ulllvll,+ lull,llA 2 vll,)2.
D’ou le lemme, C étant une constante indépendante de (p, u, v). Q.E.D.

3.3. KEstimations a priori. Par le prolongement harmonique, notre probléme
(1.1)~(1.6) est équivalent au probléme sur @,={(x, y, z): (x, y)e R?, —I'<z<T},
t>0. Ils’agitdoncici d’avoir des estimations a priori pour solutions de

L5¢=0 dans ﬁl={(x’ Y, Z): (X, y)GRZ, |Z|<1}, t>0,
Ol,=+1=0(1), soit.

Notation 3.8. Pour y(t, x, y)e B,, Vt, et @(t, x, y, z) telle que ¢, et ¢,€B,
pour tout (¢, 2), |z| £1,

(3.9)

E =D =1y =11, + 167l + 16,01, 4+ 1020l o+ 10205l + 162,51,
E; () =1&:(Dll,+ ¢,(Dll, + 06D, + 164, (D, + 160,,(D ,
ol ¢ (D)=¢.¢, x, y, 1) etc.
Notation 3.9. Pour f(x, y, z)eB,, |z| =1,
1£@I2=11(1+2r|&)2e2m1¢ f(E, 2)[|32n2)

1
nruz= " 17@izdz.

Proposition 3.10. 1! existe une constante positive R, indépendante de 6 € [0, 1]
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telle que I'on ait, si E; ,(y—1)<R,, quel que soit p<p,, I’inégalité suivante pour
solutions de (3.9):

Iaallo bsyll, + 90l + | L5 +] o || 4] 4
(3.10) g b=

< A 1%,

quel que soit p<py, C(R,) étant une constante positive indépendante de d [0, 1].

Remarque 3.11. Le second membre de (3.10) peut é&tre remplacé par
C(Ro)| 4261, i.e.

ll Pl + N byl ,+ Ny ll,, + m ¢§x

L

é C(RO) ("¢xx(1)“p + “¢yy(1)"p) .

(3.10

Preuve de Proposition 3.10.
Vu(3.3),ona

sl + by ll,+ byl +]|\ e

e

14

<75 ||A2¢(1>u,,+m £

Vp < po, avec une constante C indépendante de 6, ot

=3 {p@ S5 @) +4) L @ +n@ L@ +n@ 22 @)},

p=1— o7 {1422 +Gr))),
(3.12)

q9=—=3 {2(5)’,;)2 +2(07,)* —7(6%7x) —¥(8?1,y)} »

L rl__((s‘yx) "2——(5'}’y)

Pour ’estimation de

570 on se sert des lemmes suivants:
p

Lemme 3.12. Quel que soit $>0, si on choisit Ry>0 suffisamment petite, il
existe une constante positive C(R,) indépendante de 6 € [0, 1] telle que I’on ait, si
E, (y—1)<R,, quel que soit p<p,,

(3.13) 1-BlpDI,, 1-=BlaDl, 1=Blr;Dl, Jj=1,2, 2C(R,),
quel que soit p<po, ot p(1)=pl,=1, q(1)=ql,=y et T (V) =7, _,.

Lemme 3.13. Quel que soit p<p,y, on a
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¢, H ¢,
(3.14) |45 s J5i% 1,
Renvoyant les preuves de lemmes plus loin, I’estimation de %2-
P
comme suit:
I H ¢u
I-£ G|, +1a0n, 75 G|, +
¢ZJ'

ot llr2C)1,

p

On a ainsi (3.10) de (3.11) et (3.15) par le lemme 3.12, si on choisit Ry >0 con-
venablement petite. Q.E.D.

Corollaire 3.14. Pour Ry,>0 choisie dans la proposition, on a

(3.16) m < C(R°) IIA2 ¢l
ou encore
(3.16y L1 scwolaemi,,

C(R,)>0 étant une constante dépendante de R, et indépendante de 5 € [0, 1].

Preuve de lemme 3.12. Notons d’abord:

R,
p- 1=Ry’

(.17) “ y Ro<1, Vp<po

Y
Preuve. On voit

L =(-p+ - L

d’ol

A—ly—1,) |2

22 <w-,.

On en obtient (3.17), vu E; ,(y—1)<R,, Vp<p,. On a ainsi de (3.17):

“ Iy =11,
= (l—ll)’—lllp)2 ’
d’ou
1 'l—v ” 1—y 2R,
1-—| = + < ]
H 2 s PRl P ? o= (I1-Ry)?
Enfin, on a
s ='6 <6 <1 Hl_)’ >< R,
ll ,y 0 )’x p =|| yx”p + ,y » = l_Ro bl
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A &y R 62y 6%y R

De méme: II—-— < 9 et ” xx || ‘ o< o
y o™ 1=Rg p Y p 1—Ry
D’ou (3.13).
Q.E.D.
Preuve de lemme 3.13. On a
"52 ()_S D=: (2)dz, 2] <1,

puisque ¢,(0)=0, d’ou lemme. Q.E.D.

On va maintenant démontrer une inégalité qui est indispensable pour estimations
aux bords:

Proposition 3.15. Si E, ,(y—1)<R,, quel que soit p <p,, il existe une constante
C(Ry)>0 indépendante de é € [0, 1] telle que I’on ait:

IEAZ Gl + I AZ Dl +IEAT G+
(3.18) + m\/s A%@%’E) L+ m\/ﬁ ﬁ(%) | vEat

(%)

<
W

]
< i‘RO) 14¢(D)],. Vp'<Vp<po.

Preuve. En se servant de I’expression (3.5), il est facile de voir, comme dans la
proposition 3.10, que:

(le premier membre de (3.18))<

1
sc(1420l, + |3 4% ()] ) ve<re.
Or, on voit que
Vet ()], =
— 1 1 d)
<5 {147 p bl +1a¥qn, | S|+
(3-19) +14% O, ‘i’g* +l|A2r2(1)||,, 43 ,,,}+
+{1pl Jﬂ%(%) |+l NZHES Lt

Vi (%)

vu I’expression de f dans (3.12).
D’aprés le lemme 3.12 et la proposition 3.10, on a de (3.19):

A (8)

+lr (@l +Ira (Dl i

p
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Vet ()], = (1] [ +\\| 1)
el Vo az ()| +1ami, | vaa* ()], +
il aa (L) +inoi, [ veat ()] }s
< IR LR 14F paayty 0.

En appliquant le lemme 3.5  I'inégalité ci-dessus et compte tenu de (3.13), on
obtient (3.18) pour R,>0 convenablement choisie comme dans la proposition 3.10.
Q.E.D.

Corollaire 3.16. Pour R,>0 choisie en haut, il existe une constante positive
C(R,) indépendante de 6 €0, 1] telle que I’on ait, si E, ,(y—1)<R,, quel que soit
p<p0a

oo |

Vp' <Vp<po.

C(Ry)
= ——p_;;, (oM, + o, (DI,

3.4. Estimations aux bords (Il. En s’appuyant sur les estimations dans le
numéro précédent 3.3., voici les estimations aux bords qui nous servent pour obtenir
le théoréme d’existence.

Proposition 3.17. Pour R,>0 précédemment choisie, il existe une constante
C(Ry)>0 indépéndante de 6 € [0, 1] telle que Uon ait, si E; (y—1)<R,, Vp<py:

(3.21) ‘

L] 201601, + 19,01, +CR (156Dl + 158, (D),

Vp'<Vp<po, oit ¢z(1)=¢z|z=l’ etc.

Preuve. Vu I’expression (3.5) et la notation de (3.12), on a

(32 dm=sth@lENEdW)+ 5[ KO 524) az,

ou g=f/62,(3.12). D’oli,ona

L) <1460)1,+liogll, <
< 149Dl + C(Ro) [6424(D),
d’aprés (3.16).

Proposition 3.18. Pour R,>0 précédemment choisie (les propositions 3.15-
3.17), il existe une constante C(R,) positive telle que 'on ait, si E, (y—1)<R,,
quel que soit p<p,, les estimations aux bords suivantes:
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(3.23)

¢, C(Ry)
S = SR ag,0,+19,01,),

b2y
(3.24) l So (1)

o,

C(Ro)
< p_;;, (1D, +10,(DIl,),

o
Vo' <Vp<pey, C(R,) étant indépedante de 6 € [0,1].
Preuve. (1) Vu (3.22), on voit

(325 Frd.()= g th @EDErd) + 5 | LEED sy,

On a ainsi:

(3.26) \

L | scaazsml, +ligll,)
p

avec une constante C indépendante de d€[0, 1]. D’ou (3.23) compte tenu du
corollaire 3.14, (3.16), et.du lemme 3.5, (3.8).
(2) Compte tenu de (3.22), on voit que

1

50D

5 zx

. 514 L (1 ch (8lE2)

RN th @leDEPdn+ 5 | SO o1 g(zyaz.

& %= (D)
D’ol, on a:
6 [g=w| . [go], s+,

avec une constante C indépendante de § € [0, 1]. D’ou (3.23) d’aprés le corollaire
3.16, (3.20). Q.E.D.

1
Pour I’estimation de —‘%—(Ad),(l))% A=(—4)2, on démontre d’abord la

Proposition 3.19. Pour R,>0 choisie dans la proposition 3.18, il existe une
constante positive C(R,) telle que I’on ait, si E; ,(y—1)<R,, quel que soit p<p,,
I’inégalité suivante:

(329) " ¢zx(1) “p’ " ¢zy(l)”p é C(RO)EZ,p(¢) )
quel que soit p<py.
Preuve. 1. En multipliant (3.27) par 6, on a

(330) ¢, du(D=th @D @SN+ S (T LOED 5214 gy

On va estimer la seconde partie du second membre en la désignant par
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' ch (9[¢]2)

1 Ch (6'6') 52|£|é(2)d2.

(3D Redg)= |

2. On voit d’abord:

R524g(2)=Ri8A(p ) () + R34 (0.5 ) )+

+R,524 (n ¢5" > (2) + R,6%4 (r2 ¢5=v ) (z)=
=0+@+®+Q®, soit.

Or, on a I'estimation suivante pour (2) qui est plus simple que pour le reste:

(3.32) @I, < C(ROE, ().

En effet, on a par I'intégration par partie

/\ . T
®=2th @12 (a0 G ) - 1 EOED 5(, 95

vug(—1)=—qg() et ¢, (—1)=—¢,(1). D’ol1, ona
+6(||a. %

q: _(ST
S C(Ro)E2,(9)+C'(Ro) 1091l = C'(Ro)E,, () ,

compte tenu de (3.10) et (3.21).
On voit ensuite que:

1@, = llg)ll, |5

et

):

(3.33) %(Z)=A2¢(Z)+g(2), 9(2)=/(2)/6* ((3.12)),

d’outon a

@55 @=(12,) @4+ ({25 ) ) S @)+

+< pry )(z) Gox (z)+< Pra >(z) ¢3" (2).

Lorsque 1’on apporte cette expression dans R624g(z), on obtiendra I’estimation pour

(3.34)

RlézA[ >¢z (z)} d’exactement la méme maniére que pour 2). Nous avons

donc a estimer

R4 {(25) @476+ (ri+ ) @) Lg= o)+

+ <r2+ %) (2) % (Z)} ,

(3.35)

3. Premiérement on obtient:
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NR“W«lfp

SCROE, (&) +|(125) D] - 1vE4* Gazp)l, -

Preuve. On a en effet:
1

R52A<< p gcma XA?(LAZ > <

m ! I-p o’ \/ I-p ¢ I

scl[4f. o(25)] v,

ou [4, B] dans la premiére partie du second membre est le commutateur entre deux
opérateurs pseudo-différentiels 4 et B.

En tenant compte de l’expression (3.5) avec les notations de (3.12), (5.18) et
(5.19), la premiére partie du second membre est majorée comme suit, puisqu’on a

l‘A 0 p <C -E, ,(y—1), quel que soit z, [z|<1:

[ (2w

)@ 4%6(@)

Y A2,

| SCIVE A3 G@O(Dl, + 113 847 Pall, <

< C'l4¢ (W)l +VNoNollsgll,,
ou on emploie I’expression suivante:
A2¢(2) = G(z)A2Pp(1)+ PéAg ~

- ch (4I€]2)
ch (dl¢])

(3.37) + Sz_l S|¢| sh (6/¢|(z s—h12;§|hf|()6lﬁl(s+l)) §(s)ds+

€12 (1) +

+ ("o QLD OEE=1) i

en écrivant || au lieu de 2n|é|4). D’ou I’estimation ci-dessus (3.36), vu (3.10)'.

De méme, on a:

fra((oe £25) %)

< CRO)E,, (9) ]

P

(3.38

(r+ 25w | 1vEAT 4.

[ R a((re 25)52)

< OROE; @)+ (

IIA

p

(3.39)

ot )0 IVEAe, 0,

4) De méme jusqu’a la fin de cet article pour simplifier ’écriture.
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vu également que, quel que soit z, |z|<1, I’on a:

_Pri | < — =
”(1+6A)<rj+ 1_p>p=CE1,,,(v ), j=1,2.

4. Ainsi, ce qui nous reste & montrer, c’est I’estimation de

IVEAZGA2B),+ IEAZ Gl + IVEAT b,
par C(Ro)Ez,p(¢)-

Voyons d’abord:

JEATGAP(2) = [T AT G(2)5A2(1)+ /S AT P2 Ag =

ch(0l¢lz) /517 5
W*/‘S'é' (G1¢12o(1) +

1

(3.40)
+ S: 52¢2 3 sh (5|é|(2;hl)()2;1|1€%5l€|(5+ 1)) 4(s)ds+
+ [ ohg et (5|£'(Z:h18§|l}|(fm“_1)) 4(5)ds.
Il est évident qu’on a
(3.41) lv/84 %G(Z)M’cb(l)lll,, sCloA2¢pM)], .

1
Ensuite, dans la seconde partie \/6A 2P52Ag, on a l’estimation suivante de la
méme maniére que pour (2) dans le numéro 2.:

(3.42) m JEATPs2A <<q+ T%) ¢ ) al <C(RO)E,,,(9).
Enfin on a

1
llle reste de \/6.4 2 P62Ag||,<

s ety (rZp)acen (e 25) G (s £27) 42|
sovof| ot o(:25)

st 2595

+CN0{

oLtk oo )14

(t£) | 1vsatesa,+

("1 + lp_rlp )

SCRe) E2,(@)+CNo {|(125)0) | IVE4% G291+

i

+

(et 2 0 | 1v5a% 6,01} <
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+ (r+ 2| 15t s,

("1 + lpjlp >

1 1
De méme pour || /642 ¢,ll, et |I\/6A4Z¢,ll,, et en fin de compte, on arrive
a I’estimation suivante:

{i=3cN, (125 0| Jiveateae, +
43 +{i-3eNo|(ri+ 20| 1vEa* g, +
+{1=30N|(ra+ 222 Y] f1vEAT 0,00,

<3C|6A4%¢(1),+3C(Ro)E,, () +3NoC'(Ro)E; () -
5. Ainsi, en rapportant I’estimation de 4. dans 3., on a I’estimation
(3.44) lIR,8%Agll, < C(RO)E,,,(¢),
et par la suite (3.29). Q.E.D.
D’aprés cette proposition, avec la proposition 3.18, (3.24), on a le

Corollaire 3.20. Sous les mémes hypothéses que dans la proposition 3.19,
ona

C(Ro) )
é p_;/ “A¢(1)”p EZ,p(¢)’

H (<1'>zx§1))2 )

ll (¢zy§l))2

o

3.35

Vp'<Vp<po.

3.5. Estimations aux bords (II). La derniére estimation aux bords nécessaire
pour le théoréme d’existence est résumée dans la

Proposition 3.21.  Si E, ,(y—1)<R,, R, étant la constante déja choisie dans
nes 3.-4., quel que soit p<p,, il existe une constante positive C(R,) indépendante
de 6€[0, 1] telle que ’on ait

(3.46) 16D+ | B2y (Dll o + [ Bayy (Dl f,‘f;;), E, ($),

Yp' <Vp<po, pour |t|<a(po—p).
Corollaire 3.22 Sous les mémes hypothéses que dans la proposition, on a

C(R

(3.47) 164g(D)], < °’ E, (9),

Vp' <Vp<po.
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Preuve. 1%¢ étape: D’aprés l'intégration par partie de (3.22) par rapport
az,ona:

” ¢zxx(1) ”p' + ” d)zxy(l)"p' + ” ¢zyy(1) "p' é

(3.48) 1
<14GAG)],+ 1549, + Cll YT A g1l
oll
0:0)= {40 L= @ +0.0 4 ) +
(3.49) #1122 L= @) 4,,.0) 22 @) +

+{p@ Gz @+ Z= @) +n 252 ()],

avec la notation de (3.12).
2¢ étape: Notons d’abord le fait suivant:

Lemme 3.23. Sous les hypothéses de la proposition, on a
(3.50) [Ss= ] = L8 g,

Vp' <Vp<pe, C(Ry) étant une constante indépendante de 6 €[0, 1].

Preuve. Vu (3.5) et (3.12),0ona

Bee ()=A2(1) +9(1)=
(3.51)

= 424(1)+ p(1) Bz (1)+9() L5 (1) 47, () Le= () + (1) S22 ).

D’ou, on a

a=1pwl,) [ G5 0] <

<14%6 ()l + CEr,p (0= {| %

Rt

i
p
et (3.50) par la suite, compte tenu de la proposition 3.18, (3.23)—(3.24).
Corollaire 3.24. Avec une constante positive C(R,) indépendante de 6 €[0,1]:
(3.52) | gl = % 46D, »
Vp' <Vp<p,.
Preuve. 1l est facile d’avoir (3.52), vu (3.50) avec (3.23)-(3.24), puisqu’ on a
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35 gW=p1) L5 O +a) L () +r,() L= (1) +r,(1) L2 (1),

Q.E.D.
Ceci dit, on va maintenant démontrer le
Lemme 3.25. Sous les hypothéses de la proposition 3.21, on a
16451, < SR 5, )+ {101, 455 )]+
(3.54) + 17l @zxx(Dl o+ Ur (Dl o+ 12D ,) [ fzxy (Dl +
12Dl @D} -
Preuve. On voit d’abord que:
[ P OO RO IR RIOTR KR Ol
(3.55) L CRo) ) ]
0] F4
< L8 b, @)+ 1Pl [4 2= )
vu le lemme 3.23, (3.50).
Ensuite,
1 ¢ C(Ro)
< Pz < Y\fHo)
(3.56) (a s a0 <R, ),

d’aprés la proposition 3.18, (3.21).
Et enfin, on a

4Gy (D@ (D) 1> [14(r2(D, (D) [l =

<{14@r )l |, +14Gr )l

G2x
=)

ol b+

(3.57) +{lr D 14D Dllpr + 172 (Dl Ay (DIl o1} =

< %(_R_g), E; (@) + {1l ol $na(Dl o+

+ ([l Wl + 172Dl p) D zey(Dll 4 72D e |25, (D} -
De ces trois estimations, on conclut (3.54) vu (3.53).

L .
3¢ étape: Il nous donc reste a estimer || /6 42 g,]l,- avec (3.49). On voit tout
d’abord que

I 3AZ g, < g(_—Rp) 1 Ag(D)],+

(3.58) . 5
+ m\/é—A7<p "55;2 +r ¢3" +ry =5 )

s

o’
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d’aprés le corollaire 3.16, (3.20), vu également les notations de (3.12). On va donc,
dans ce qui suit, estimer la seconde partie du second membre dans (3.58).
Or, par I'intégration par partie, on a de (3.5):

1 » _ sh (0/¢l2) 2 sh (6¢lz) . A
y¢zzz(z)—5lfl3m¢(l)+5lélW9(1)+gz(z)—

(3.59) N eI YRy

_ (! ch (6|¢](z+1)) ch (8]¢](s—1)) 4
SZ‘M S ONE) g.(s)ds,

Pis (z), 222 (5) ~

ch (6¢]z)

h (51¢]2)
asoy  ~oP G 6y +aie ORI o) -
(g S GlElz=1) ch GlEG+D) o0
I, 2 sh (2912 g(5)ds
(Mg ShGRIGHD) ch GlEIG-1)
J. o S 0O
ou encore
359 Lu= @=GE60()+G@4g(1) +g. - Podg.,

(3.60) A % (2)=G(2)043¢(1) + G,(2)5Ag(1)— P,6Ag, .

De (3.59)', on a

p) L= @)= (12

()02 @+ (£25)0) 252 () +

#(12

>(z)(G(z)6A3¢(1)+G(z)éAg(l)—P(SAg,)+

(3.61)

)@ (4 0@ G5 @ +0.0) 5 @) +

+11,:2) 222 @) 412, 22 @) ).

Ceci vu, on a maintenant le

Lemme 3.26. Sous les hypothéses de la proposition 3.21, il existe une con-
stante positive C(R,) telle que I’on ait:

nio gl o)l

IIA

G

o’
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< f,(f;, E,,(6)+

¢6  +c{ipl, (|

Sgeo] »

L )] Y Ir @11l +

+Uri Dl + 2Dl Doy (Dlr + rz(l)llp'll¢zyy(1)llpl} +

1(o25)o], +|(£25)0

C étant une constante positive indépendante de 6 € [0, 1].

+c§l<

1
p,)m S5 gl

Preuve. Vu (3.59), (3.60) et (3.61), on a a estimer:

1 2
SAZ pri
J54 [ng<r,+ 2

>(Z) {G1(2)043¢(1) + G1(2)049(1) — P,16A4g.(2)} +

363 +(12 > )@ (G441 +G(2)54g(1) ~ PoAg.(2)} +

+ < 1fp>(z){(pz+q)(z) L @ +a.0 H @+

ROE: HORORLNOI

au sens || - [[ .
Notons tout d’abord, pour tout z, |z|<1:

(ri + lp_rjp >(Z)

qui tend vers zéro lorsque R, tend vers zéro. On voit en effet que

(3.64)

o+ “Aé (r,. + £ ) (2)

, SCE,,, (y—1),j=1,2,

P _ p?
> =p+ =3 p dans (3.12),

d’otiona

I2)

Et puisque I’on avait

1P, +14Gp)(2) s NIr(2)ll,+ 1 4@r ) (D, SCEy (v — 1), j=1, 2,

pour tout z, |z|£1, compte tenu de la preuve du lemme 3.12, on obtient (3.64).
On a par exemple pour j=1, 2:

Ip(2)]
=TI, 1=

(Y oconran],
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<[t e frpyeisriomo],

+

Ry ONCILNOLRTO]

scla(a(n+ 125

+M,

JO)|1VE4%6@)- 200, +

(r-+ P IAGA$)I, <

A

Ro) () ag(1)1,+ 642()I,)< C‘Rf” E, (9).

<€
p—

Ensuite, on a:

[ {25 ) @6 i@ma00} | <

<[ o 25 aciom,

i+ L ) (2)\/5 A7 Gy(2)54g(1) ’"p <

,Mollg(D |, +

<ol )0),

< C(Ro)
== ; E; (@) + 1P,

(r,-+ 1p_rjp>(1)”p,Mo||5Ag(l)|]p,g

A—d’—(l)

|+
1Pl ol Apzx(Dll e + 172Dl [ Ay (D 5

d’aprés le corollaire 3.24, (3.52) et le lemme 3.25, (3.54).
Enfin, on a:

<

HI\/é_Az i+ £ )(z)P 54g (z)}

< m [A 75 (r+ l{—fp> (z):'\/é PiAg(2)| +

+

(r + 2 )(z)éAPl . JFA%g @
<c ”A(a (r+ %)(1))“‘,, 1P /5 A2, I, +

(e 2

+N,

'

LYW | WeaP. 5z gl

shao(orf)0)

hn e (Ol NV AP AR
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Il ne faut pas oublier ici que A4 est la racine carrée de — A4, A4 étant 1’opérateur
laplacien dans R2.
De méme pour le reste et on obtient (3.62).

1
On a donc I’estimation suivante pour ||| \/3 A%g.|l,, en conséquence de deux
inégalités (3.58) et (3.62):

Lemme 3.27 Sous les hypothéses de la proposition 3.21, pour une constante
positive R, suffisamment petite, il existe une constante positive C(R,) indépendante
de 6 €[0, 1] telle que I’on ait

INCZAT R
< S8 g, @+ {ipmi, (| L= 0| +[ L] )+
(365) Dl oDl +

Ol + 1720)l) [yl +
1Ol by D}

quels que soient p'<p, p<p,, C étant une constante positive indépendante de é.

4e étape: Les inégalités (3.48), (3.54) et (3.65) montrent (3.46) avec le lemme
suivant:

Lemme 3.28. Avec une constante positive C(R,) indépendante de 6 €[0, 1],
ona

[0

=
o

o

(3.66) <

CARo) 2 () +C (Ro) (12D 12ssD 1 +

+ (Dl + 172D p) D2y (Dl e + 72Dl ol D2 (DIl 3 -

Preuve. Puisque I’on a

Peax (1), D222 (1) ~5A(A2(1)+9(1)),

nous obtenons (3.66) d’apreés le lemme 3.25, (3.54) (fin de la démonstration de la
proposition 3.21).

Remarque 3.29. En démontrant la proposition 3.21, (3.46), on a démontré
en méme temps, d’aprés (3.65)—(3.66), que

C(Ro) g, (4),

— 1
3.67 §A%g,l, <
(3.67) Iv/6AZg.ll,< o—p
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avec C(R,) une constante positive dépendante de R, et indépendante de é € [0, 1].

§4. Théoréme d’existence.

4.1. Systéme quasi-linéaire. Pour résoudre le probléme de Cauchy (2.18)-
(2.21) sur z=1 sous la condition (2.22), on récrit (2.18)~(2.19) comme un systéme pour

W) ="(u(), u(), W) —1)=

(4.1)
=($u(t, X, y, 1), ot x, y, D), y(t, x, y)— 1) :
42) D Gway)
i.e.
u,=_uux_vvx_'}’x+ 1+(5'yx)‘y22+(5‘y}’)2 ¢z§l) ¢zs(1) +
@ (1) L+ (37,0 + (37,)?
yx ‘yY
+ 2 () L (Ol O,
U= Uy, —ov, =y, + l+(5vx);2+(5vy)2 d>,(§l) ¢‘(’3(1)+
@ 1+ )2+(5 )2 \( ¢(1)
1 + yx ')’y
+ 5o ( (L)
¢5  @-D=—ug-Dms-D,+ LEORECR? 64D

Remarque 4.1. Compte tenu du lemme 3.12 (estimation (3.17) etc.), il nous
est utile de voir par exemple:

1+(t5vx)2+(<5vy)2 . (l)

4o =250 (y )25+ {00 - D)2+ 60 -1, 250 -

(5

—1)+ (-1, 2o

etc.

Montrons que le systéme (4.2), c’est-a-dire (4.3)-(4.5), est quasi-linéaire par
rapport a

(47) |W(t)|p=E1,p('y_ 1)+E2,p(¢’)

En appliquant 5% ou 5%, on déduit de (4.3)-(4.4) les équations suivantes
pour
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0=0u,=0¢,.(1),
(4.8) T=00,=0¢,,(1),
T=0v,=0¢,,(1):
0,4+ 0u,+ub, +1v,+vr,+w,—
2 3 K} S -

Y Y
(4.9) _ Ldwity? ¢ ()2 dwity?  $.(1) 4 gy
'}’2 5 '}’2 5 zZxx
_<31,_(_1)_>2_@_{ wl+yym (l+w2+x2)w} -0
5 ox y? P’ o

T+ TU+UT + T, + 0T, + W, —

_z{wm+Xn _ (l+w23+x2)x} ¢,§l) d’zfs(l) _

?? Y
2
@10) - IEEEL g 1) S5l L 0D o )-
_2{w1+xm _ (1+w2+x2)W} ¢.(1) ¢:(1) _
y? 3 0 0
¢, (DN2 0 (wl+ym  (1+w?+yH)w) _
-(55) S 15 1 =0

T+ Ttu,+ut,+nv,+ o, + x,—

_g{wmtyn _ (A+wr+2)x ) ¢.(1) ¢2(1) _
2 73 0 0

4.11)
1 2.4 .2 ) 24 .2
_ +W2+X ¢zy(1) ¢zy(1) _ 1+W2+X ¢.(1) ¢”y(1)_
] 0 ] 0
_<d>z(l) )Z_Q_{wm+xn _ d+wr+ ) } -0
0 dy 72 73 ’
ou
w=6yx=5(y—1)x’ X=5'Vy=6('y—1)y’
I= 6Wx = 62Yxx = 62(‘)’ - l)xx ’
(4.12)

M =08y, =0%y,,=0w,=06%(y—1),,,
n=20y,=02%y,,=0X(y—1),,.
De méme, on a de (4.5), les équations suivantes pour w, x, I, m et n:
Wt wu,+uw,+ (v, + o) —

_9.(1) o l+w2+x2>_ 1+w2+y? ¢..(D) _
0 Ox Y Y 0 ’

(4.13)

129
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K+ Wiy, +uwy,+ ), + {0, —
(4.14)
_ ¢.(1) i<l+w2++x2>_ 1+w24x2 ¢:,(1) -0
o 0y Y Y 0 ’

L+2lu +wl +ul +2mv +x0,+vm, —
24 42
(4.15) _z{2<wl+xm) _ (4w ;rx)w} D) _

Y Y
_ ¢ (D) 9 f2wltgm)  (I+wi+yH)w ] _ 1+w?+y? _
e e L 4 =0,

m,+mu,+wl, +lu, +um,+nv.+xt,+ mv,+om,—

_ {2(wl+xm) (4w Hw } dhéy(l) _

14 Y
4.16)  _ {2(wm+xn) _ (1+w2;rxz)x} ¢,3(1) _
14 Y
14w y? _ . (1) 0 [2wltym) _ (A+w +xHw] _
LEWEL 4,0 - L) - {2l SEEw g,

et enfin

4.17) nA4Tw,+wr,+um,+mu,+on,+nv,+ym,+ Y, —

o {2wm+xn) _ A+w+ x| 2y 1y _
2 {2 O S 1)

24 .2 24 42
_ ¢25(l) 76))_{2(wmy+xn) _(1+Wy;‘X )X}_ 1+Wy+X $2,,(1)=0.

D’ou, on voit que le systéme (4.2) est quasi-linéaire par rapport a (4.7), vu les
propositions 3.17, (3.21), 3.18, (3.23)-(3.24) et 3.21, (3.46).
En résumé:

Proposition 4.1. Dans (4.2), G est une application continiie de {w; |w|,<R}
dans {w; |w|, <R}, Vp'<Vp <p,.

4.2. Théoreme d’existence. La proposition suivante avec la proposition 4.1
nous permettent d’obtenir le théoréme d’existence d’apres le théoréme abstrait non-
linéaire de Cauchy-Kowalevski [13, Appendice]:

Proposition 4.2. Quel que soit p’'<p et quelles que soient W(t)="(u(t), v(t),
) —1), W (O)="(i(1), 5(¢), 7(1)—1) appartenant a B, x B, x B, telles que

E  (y—1), E(F—1)<R,
E2,p(¢)s E2,p((5) < QO ’

ou u()=¢.t, x, y, 1), ()=, x, y, 1), etc., il existe une constante positive C=
=C(Ry, Qo) indépendante de (W, W, t, p et p') telle que I’on ait:
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@.18) G D) =GO @), < o9 1y - W),

La proposition est une conséquence immédiate de la proposition 4.1 d’aprés
estimations aux bords dans le paragraphe 3.
Maintenant on peut énoncer le théoréme d’existence® comme suit:

Théoréme 4.3. Supposons que yo—1€ B,, et ¢, analytique dans Q, telle que
G0, (D=0doxl,_,s Po, (D= qS(,,ij1 € B,, satisfassent &

Eip(ro-D<Be, E,,(00< L

pour Ry>0 et Q>0 convenablement choisies. Alors, il existe une constante positive
a indépendante de 6 € [0, 1] telle que le probléme de Cauchy sur z=1

4.19) o+ %‘(¢§+¢§)+v—% 1+(5‘yx);’2+(5yy)2 %)2 o,
(4.20) Vet Vebat v,y — l+(57’x);+(5vy)2 . o,

¢(O’ X, Y, 1)=¢0(X, Vs 1)’
(0, x, y)=70(x, y)22y_>0

admette une et une seule solution {¢, y} telle que y—1, ¢,(1) et ¢,(1)eB, pour
[t <a(po—p), quel que soit p<p,, satisfaisant a

4.22) E, ,(y—1)<2R,, E, (¢)<2Q,.

Preuve. Prenons un nombre Ry,>0 le plus grand possible tel que ’on ait
toutes les estimations a priori dans le paragraphe 3 si E; ,(y—1)<2R,, Vp<p,, et
un nombre positif Q, (qui peut &tre égal a R).

Soit

4.21)

(4.23) M,IW ()] = ,%—gEl.p(v— 1)+E; (9),

alors

MIWO)] = Lo - E1 (10— 1)+ E2,,($0) <

Q0R0+QO_

Ro 2 0
On va chercher une solution qui satisfait &

M [W([)]1<2Qo, Vp<po.

Notons d’abord que si

5) Voir aussi [20], [23], [25] et [27].
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Mp[W(t)] < 2Q0a Vp < Po>

alors

L0 B p1-1)<20s, e Eyr=D<2Ro,

quel que soit p<p,. D’ol les estimations a priori aux bords z=1 résumées dans
les propositions 3.17, 3.18 et 3.21 pour W(t) € B, x B, x B, satisfaisant & M ,[W(#)]<
204, Yp<po. Donc le théoréme abstrait non-linéaire de Cauchy-Kowalevski dé-
montre ’existence de solution cherchée. Soit, en effet, R=2E, ou

M, [W(0)]=E;<Qo,
nous avons une solution unique {¢, y} telle que pour W()="(¢,(1), (1), y(t)—1)
M, [W({H)]<R=2E,<2Q,

pour |t| <a(po—p), quel que soit p<p,. D’ol

0 B (r— D+ Ea 9)<2Q0.
ie.

Ei,(y—1D<2Rg, E; (¢)<2Q,
quel que soit p<py, |t|<a(py—p).

4.3. Solution pour (2.3)-(2.8) dans le paragraphe 2. En supprimant ‘‘,’’, on
voit

[ o, x, y, 2)=9(t, x, y, zI'(¢, x, y))
')’(t, X, Y)=r(t, X, y)’

d’oll on a maintenant de valeurs aux bords sur la surface libre z=T(¢, x, y) de
potentiel non-dimensionnel @:

Q(t’ X, Y, r(ta X, y))=¢(t’ X, Y, 1)

par le théoréme 4.3. On a ainsi la résolution du probléme elliptique aux limites

(2.3)-(2.8).

§5. Solution {@, 7} est indéfiniment différentiable par rapport a 3¢[0,1] sur
z=1.

~5.1. Dans ce paragraphe, on démontre que la solution {¢, y}={¢(t, x, y, 1),
y(t, x, y)} obtenue dans le paragraphe 4 est indéfiniment différentiable par rapport
au paramétre non-dimensionnel § € [0, 1]. Le point crucial est: si

El,p(‘y - 1) < 2R09 EZ,p(¢) < 2Q0, Vp <Po>
alors
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2($0). o(t50). (%)
p($rm), (3.0 22 ),
Dk ( ¢zx6(1)2 ) . D* ( ¢”6(1)2 ) ’

D*¢..(1), D*¢,. (1), D*¢.,(1)
sont toutes majorées au sens || ||,., par

C(R,

.1

v {ID* (A1), + I DX(6A2H(1)|,,} +
(5.2) -
<l C(R,,
+ 899 py -+ 5 2RO (- 1+ B ),
quels que soient p’ et p tels que p'<p, p<py, k=1, 2, 3,..., oll D¥= aa;,, ;

E{, 0= D= 1D’ =1, + 1Dyl ,+7 1 DO, +

(5.3) +1D/(@ )M, + 1Dy, + I D732yl »
E2, ,(y—D=E, ,(y—-1)

et
E{ ($)=1D/¢,(Dll,+ ID/ ¢ ()]l ,+ I DI (6, DIl +

(54 +11D/ (3, ()l , + 1 D5, (W),
E3./(#)=E,,,(9),

et C(Ry), C(Qy) et C(Ry, Q,) sont des constantes indépendantes de é € [0, 1], ce qui
est crucial pour notre théorie.

Appliquons D* aux équations (4.3), (4.4) et (4.5) pour {u=¢,, v=3¢,, (y—1)},
=20t x, y)=¢(t, x, y, 1). On obtient alors, d’aprés les estimations a priori en
haut sur z=1, un systéme d’équations linéaires pour WE(t)="*(u®) =Dku, v*) =
D*v, y) =Dk(y—1)), k=1, au sens |W(1)|, (voir (4.7)) avec le second membre *(4,_,,
Hy—1> Vk—1) qui sont des polynémes de {u(), v, y(N}, 0L j<k—1, et leurs dérivées
par rapport a (x, y):

(5.5 o+ Fy(2, u®, 0@, y®, Py po®d, py®) =y,
YR+ F3(z, u®, v®, y®) pyu® pp® py®)=y,_, .

Le systéme (5.5) est linéaire par rapport & W®)(¢), k=1, au sens |[W®)(1)|,,
voir (4.7), c’est-a-dire qu’il y a une constante C(R,, Q,) ne dépendant que de R, et
Q, telle que 1’on ait
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9 9
{||F3(z)||,,,+ ”53;1?3 ) +”(SWF T
el ol b o
2 2 2
+”5 Zor| + | Sy Bl + | o b+

(5.6)% s
IR+ 1B+ 8 2 F

9
+ |<sa_y1v1

2
+”5—
P

< CR0.90) gy (y—1)+E% (o)),

p—p
Vp' < p, compte tenu des équations (4.3)-(4.5), (4.9)-(4.11) et (4.13)-(4.17).

Ainsi les estimations aux bords en haut et le théoréme abstrait non-linéaire de
Cauchy-Kowalevski nous permettent de résoudre le probleme de Cauchy pour
(5.5), k=1, avec les données de Cauchy zéros. Puisque les constantes C(R,) etc sont
indépendantes de 6 € [0, 1] dans les estimations en haut, on en conclut que W(t)=
Y(u(t), v(t), y(f)—1) est indéfiniment différentiable par rapport a 6 ausens |W(1)|,,
Vp<po.

On va donc passer maintenant & la démonstration des estimations pour (5.1)
par (5.2).

5.2. [Estimations a priori (I),.
5.2.1. Commengons par le lemme suivant:

Lemme 5.1. Pour k=1,2,3,...,0ona

y—1 ID*G =D, 1DI0=D1,
o (255, = (S TE R +xd T ly=11,

1 étant le coefficient du binéme.

(),

Preuve. Vu

1=y _q- 1=y
(5.8) L ==n + - =T,

(25%)

<(1+ |24 )1pre-ni,+ 5, clipie

on a

IIA

A=ly=11,)

P

S y—1
ot (155)
’ Y

.
D’ou (5.6), vu

< 1
o~ I=lly=1l,"’

—1
5.9 1+Hv
9) Y

d’aprés
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610 -1 [ si-1,.

D’aprés ce lemme, on peut montrer le

Lemme 5.2. Pour yeB, telle que E, ,(y—1)<R,, quel que soit p<p,, on a
les inégalités suivantes avec les coefficients indépendantes de 6 € [0, 1]:

(- (4)

, SCRYID*y -1, +

(5.11)
{ un polynéme de {||Di(y—1)||,,}, ]
+ s
0= j<k—1, a coefficients C(R,)
o+ (222)] s c®aUD*@rl,+ 104G~ DI+
(5.12) ) .
J{ un polynéme de {|DI(8y,)I,, IlD’(v—l)II,,},}
0<j, ISk—1, a coefficients C(R,) ’
|o<( ‘? )| < C(Ro) (ID*@y,)l, + DXy — D)) +
(5.13)

+|: un pOIynéme de {”D',(éy_v)”p’ “Dl(y_ 1)"p} ,:l
0<j, ISk—1, a coefficients C(R,) '
Preuve. 1) Vu_
1 y—1 < y—1 )2
1-5=24L - —(L—),
?? ] Y
on obtient (5.11) d’apres le lemme 5.2.

ii) On voit

oy y—1
= =(6 _5:: )
v (67x) — (d7x) .

o -1
3’ =(87,) — (3y,) ”T.

d’oli (5.10)-(5.11) en appliquant le lemme 5.2.

5.2.2. Avant de démontrer I’inégalité fondamentale dans ce paragraphe qui
correspond a la proposition 3.10, (3.10), on a, d’aprés les lemmes 5.1-5.2, le lemme
suivant pour p, g et r;, j=1, 2, dans (3.12):

Lemme 5.3. Soit R, la constante positive choisie dans le paragraphe 3, il
existe une constante positive C(R,) qui ne dépende que de R telle que I’on ait, si
E, ,(y—1)<R,, quel que soit p<p,:
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ID*p(D)ll,, + 1D q(D)],+ | D*ry (D], + | DEr(D)] , =
un polynéme de {E{ ,(y—1)},
0= j<k—1, a coefficients C(R,) } '

(5.14),
= C(Ro)EL, ,(y— D+ [

On a, en particulier, pour k=1:
ID'p(V)],+ 1D gD, + D'y (D, + D ro(Dll, < C(RYES, ,(y — D)=
=C(Ro)(ID*(y =D, + D (7, + -+ D (8?1, ,) -

Ceci dit, on a la

(5.14),

Proposition 5.4. Soit E; ,(y—1)<R,, Ry étant la constante positive choisie
dans le paragraphe 3 pour estimations a priori et soit aussi E; ,($)<Qq, Qo une
constante positive, quel que soit p<p,. Alors, il existent des constantes positives
C(Ry) et Ci(Ry, Qo) indépendantes de 6 €[0,1], p et p' telles que I’on ait
I’inégalité suivante:

1 D%kl o + 1 D* oy lll o+ I D¥ Dyl o +
k & k Qz_x_ “ k[ P2y m k < b, )
(5.15),‘ + MD <62 > p’ + mD < 0 ) p’ +\ b < ] ) p’ +H) P 02 p

< ERo) (1 A7 DAY, + 1 AT (ASW) ], EE, (7= 1)} +

. CRo0)
Jo(p—p)tt

Vp'<Vp<py,.

Remarque 5.5. Dans ’inégalité ci-dessus, la premiére partie du second membre
peut étre remplacée par

(5.16) C(Ro) (| AD¥(A() ||, + | A(AG(D) Il - EF - (¥ — 1))
et la seconde partie par Ci(Rqy, Qo)(p—p')"*7!, voir aussi la remarque 3.11.
Comme le corollaire 3.14, on a le
Corollaire 5.6. Sous les hypothéses de la proposition 5.4, on a
le second membre de (5.15),,
lID*glll, < .
ou encore (5.16).

Preuve de la proposition 5.4. En se servant de ’expression (3.5) et la notation
de (3.12), on va calculer D¥*(¢,,/6%) etc. Tout d’abord, on a

D22 ()= G()420(1) +9(2) + PoAg(2),
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(5.18) G=ChOllz)

ch @I
C ﬁ/l\g= Sil sh (/¢ (z s_hlg Sh{|()5|§|(s+ 1)) 5114 (s)ds +
e + ! @G GIEAG=1) 51619546
. sh (251¢])
et
96) = L8 =p() L5 ) +4() G @+ L= () 4720 L2 9.
On a donc:
D4 (L5 (2))= (G- DHAG() + Go+ PoAGo s+ o+ POAG, 0} +
(5.20) + l;gi C,"(ghk_j+P5Agl,k_j)+ jgl CiDlG(Z) . /1 . Dk—J(A¢(1))+
+ kPAG,_+ 3 CID'P- AGgs- s+ (k= Dgi--1),
ou

1 .
g,=D'g= J;O C{Gj.z—j, Jdo=9,
(621) { gj-;=Dip-Di-i (%)+qu1)1-:' (%)+

+ Dir -0 (g )4 DiryDo(L2 ).

Pour la partie principale dans la parenthése { } du second membre, on a I’esti-
mation suivante d’exactement la méme fagon que pour les estimations dans le
paragraphe 3, 3.3.:

(5.22) | G(2)AD*(A$(1)) +go,((2) + PSAGo x+ Gx,0 + POAG ol » <
< CCRo) () 4% DHAG( |+ 1A (AG) B, oy — 1) + —CelRo: Qo) _
Ve Jo(p—p)z

compte tenu de (5.14),, Vp' <p. .
Pour les estimations des termes qui restent, on utilise les lemmes suivants:

Lemme 5.7. Quelle que soit ueB,, il existent des constantes positives M
et Mj indépendantes de d € [0, 1] telles que I’on ait

sul,,

1 DiG
52 { ) IIGEuIl,S T

2) I(DIG)ull, <Ml A%ul,.
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Preuve. On voit par la définition:
Ip/GEuliz= " dz{ _1a+1gye pi6E) - Rz,

Or ch(zo)/ch(o), |z| <1, est une fonction analytique réelle de o, et prolongeable

holomorphiquement pour = =0+ it, 7| < 7 , & =00 n’étant pas point singulier pour
elle. On a donc
(5.24) sup  [DIG(5|¢l, 2)| S M |¢)s

al&l,|zl<1

d’apreés le théoréme de Cauchy, d’ou (5.23), 2).

On a également
(525) sup (" 1DiG(Igl, Dz  M3IE,
o1&l

d’ol1 (5.23), 1).

Remarque 5.8. Pour j=1, par exemple, on a

Sil |DG(z)|2dz < % ! sh (26/¢]) 2| [£12

o/¢l ch? (3[&)) ~
- L‘ sh (201 —25[¢] | I¢]
2 ch? (<)) 5

‘Sh (201€]) —24(¢|
a|.§| 2 ch? (6[¢])

]EM%.

Par le méme raisonnement, on peut démontrer le lemme suivant:

Lemme 5.9. Quelle que soit ve B, on a,

(5.26) (D P)wll, < Njl Aol
(5.27) III(D"P(Z))\/gA%III <JN;N; | 450],,
(5.28) (D7 P(2))6 A0, = Nl ATv], ,

les constantes Ni et N; sont indépendantes de 6 € [0, 1] et de p.

Preuve. Les inégalités en haut correspondent aux inégalités suivantes:

T — T~ .
(5.29) sup  |D7P(z)v], sup  [D7P(z)v]= N;1& 101,
|z]<1,-15s3z |z|<1,z§§s§1
—
sup S |D/P(z, s)v(s)|ds
5 lz]<1 < Nj i-1
(5.30) < N1 je-1100)

1 —
Is1|1p g |DIP(z, s)v(s)|ds
z|<1Jz
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et
! j 2 Cf j—14]2
(5.31) _ ID/P(lGdz < 55 [ A7 0I5,
ou C;=N2. Q.E.D.

D’apreés ces deux lemmes, on a:

"I Z C(g]k ]+P6Agjk j)lnp—

<5 CUU+NOllg -l S
k=1 C(Ry) {U. -;(d’;z p +”l Dk—j( (gg )

S F G No) rohT +
oo

P
1
p

k—j ( Dzy
p'+mD J< 0

Il 3, CiDIG()- 4- DEIHABI <

k N M K-
=Y G ——————IID iAW), »
=L Js(p—p)tE

k L.
lIkPAgy— 1+ j‘él CiD’P- A(0gy-j+(k—=Ngi-j- Dl =
Sk(A+N)IAgi- 1l + Z CUN A gl + =D AT+ gy l,} -

Pour ce dérnier, on a par exemple

k=1 .
Il Agx -1 ”lp’ < ,Z:o Ci-1 ”lAgj,k- 1 -,-|II,,' <

T ) h—ieg @ . ¢, |
<'S cl(1apip, | o Lef| 147, ;
Jj=0 o p’ o o’
14D W)l | D57 e | 414D, | D Lo || e
p

AD"‘J"‘( %

ADk-i=1 ( ¢5zy )

, +IDIg(D) ]l

p

L+
p

b

D+t (S5)

(4

+(107p1,

+1DIry (D,

. +1DIr,(Wl,»
De méme pour

k Lé_z__ k ¢zx h( ¢2)'>

1L (Gl (5

I”Dkd)xx”lp" |"Dk¢xy|”p’ et |“Dk¢yy|”p’ ’

o’

o
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et ainsi on a la proposition par récurrence. Q.E.D.

Compte tenu de cette proposition, on a la

Proposition 5.10. Sous les mémes hypothéses que dans la proposition 5.4,
on a l’inégalité suivante avec les constantes C(R,) et C(Ry, Qo) qui ne dépendent
pasde 60, 1]:

vt ()

(5.32) +m \/5*,1%1)*(_"%&) b

o’ * N‘\/EA%D"<%> o *
hato ()

+

-
— 1 N — L
+1I\/0AZD* Nl o+ I3 AZD*P, Il + I/EAZ DA o <

C(RO) {IDHAG()],+ | A(D),EX, (r— )} + C—‘R‘))&)—

Vp'<p.

En effet, dans la démonstration, le point le plus délicat est I’estimation suivante:
1
lloAZgoull, <
< {14 p1, VoD (S5)
( P.x )
o
1
\/5 A 2 Dk( d:szzz >
1
S A2 Dk ¢zx
\/6 4*D < 0 ) p'} ’

on s’est servi du lemme 3.7. Pour majorer la premiére partie du second membre,
on applique la proposition 5.4, (5.15),.

L -
,HlAZgD)l, |\/5 D

P

)l
\/5_Dk<¢623’> p’} +

JEatDe (4

1
,HIAZr (D],
P

1
(5.33) +1A2r ()],

, Hllall,
p

+

+{1p1,

1
SA? k¢zy
\/6AD<6

+lr(D

+lnl,

p

5.2.3. Sous les mémes hypothéses que dans la proposition 5.4, on a le

Lemme 5.11
|2l + [ (5, + ot 1260, 5
S CRES, (8)+ Ex y @B, — D} + CiiRo-Go)
Vp' <p.

Preuve. Comme dans la preuve de la proposition 5.4, prenons les représen-
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tations symboliques suivantes:”)

(Pe2 —G(2)5424(1)+ 5g(2) + P5* Ag(2),

(5.35) J qfs’ =G(2)A¢(1)+ P-g(2),

zXx

] = G(2)5A2¢(1)+ P5A-5g(z).

zy

Alors, compte tenu du lemme suivant, on a le lemme de la méme maniére que
dans la démonstration de la proposition 5.4:

Lemme 5.12. Si E; ,(y—1)<R,, quel que soit p<pq, R, étant choisie comme
dans le paragraphe 3, on a

sso |4

] 08+ 11, S CR) 1401+ 1542(1)1,).

5.3. [Estimations aux bords z= +1 (I),. On va obtenir dans ce numéro, des
estimations aux bords z=+1 pour les fonctions énumérées dans (5.1), sauf les
trois dérniéres.

Proposition 5.13. Soit E; ,(y—1)<Ry, R, étant la constante choisie dans
le paragraphe 3, et soit E, (¢)<Qo, Qo>0, quel que soit p<p,. Alors, notre
solution {¢, v} de (2.16)~(2.21) satisfait aux inégalités suivantes, oit C(R,), C(Ry, Q)
et C,(Ry, Qo) sont des constantes positives indépendantes de 6 € [0, 1], quel que soit
p'<p, k=1:

(5.37)

¢z k k Ck(RO’ QO)
D (S )| SCRD (B (8)+ sy (DB o (r— 1)} + S 0)
I (3 0)], [ (& 0),- [ (%)
< ERRo) 11Dk Ap))Il, + 1 A1), E¥ (73— 1)} + CulRo. Qo)

p=r (p—p)rt>
‘ p’ ’ l

¢zx(l)2 k ¢ZY(1)2
D ($40%) D+ ($=527)
< R0 Q) (54 (@) +E,(9)-EL,(r— D} + -CelRo Qo)

=
»

,,' "1
P 4

D (sl

l’ \
p P’

Preuve. 1. On voit d’abord:

(540 5.0 =th @ED(ASW)+ 5 | BOEE 56(s) az,

7) On comprendra par le mot “symbolique” que G(z) et P ne sont pas toujours les mémes dans
ces représentations, bien qu’ils aient les “mémes” propriétés.
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d’aprés (3.5) avec la notation de (3.12), ou encore écrivons-le comme suit:
(540) = ¢.()=GoAd(1) + % Podg.
Alors on a

D¢ (B2.(1)) = GoDHAP(D)+PoDH5g) + -

ol ‘4 +++>* est une convention pour dire qu’il n’y a que des termes d’ordre inférieur
3 k—1 de dérivées par rapport a § (par ““I’abus” de notation, on ne distinguera pas
e et 4 eee],).

Il est évident qu’on a
(5.41)  [Go- DAY, = ID* A, -
Ensuite:

I PoD*(3g) |, = ClID*(d9) Il » =

;.
5

+ D4,

p

.t

P

zc{Ippl, %

(5.42) + 2 1Dl A} +
(5, oo [o(%)

+ 3 I I DAl | + oo

+c{1pl,

e,
p

o+
p

SC(ROE, ,(P)EY, »(y— D)+
+C(R B (@)+ Ea y($)EL ¢~ D} + SR Q)
vu les lemmes 5.11-5.12 et le lemme 5.3. D’ou (5.37).

2. De méme

D¢ (5 (1))=G, - DHA$(1)+ Py Dig + -+,

ol
5 T T~ .
649 G =G+ Pog =L 1261 + L] SOy
On a donc

D*($5)| | SID*A26(0)ly+ 1Pogoully+IPogiol -+
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avec les estimations suivantes:

k
ID* A2, < A4S vy o

p—p
etz |3, + I ()
k ¢zx ¢z
+(F=)l, +le (52)

SC(Ro) {ID*A(V) || + [| A2¢(D)| - EX, oo (y — 1)} + G,

'+‘
p

.t
p

=
g

d

&
p

d’aprées la remarque 5.5, (5.16), i.e.
(5:49)  |Pogol, S SR (0¥ S, + 149 D1, EY,- (- D) +
+ Ck(RO9 QO)
o—p)1
et
1Pogroly <CEL =) {| G5+ %] +[ L] +] 4l } <
52 |, Ylell, 5 |, 5 |,
(5.45)
R
< SR g, B, - 1),

vu (3.10)'. D’ou I’estimation pour

Dk <% (1)>“p’ par le second membre de (5.38).

On voit ensuite:

(5.46) D"<A "; (1)); GoD*A2¢(1)+ L Poé4-Dig + ..,

et par la suite, on a

DH(4 5 )| | SIDAAGWN, + CUYTAR golly+ 115A gyl ooe.

Or, nous avons, comme la proposition 3.15, I’estimation suivante, compte tenu
de (5.15),, (5.32) et également du lemme 3.7:

(547)  IVEAZgoull, < f—‘_’%’ {ID* A, + | A1), S, (y— 1)} +

Cu(Ro. Qo)
=it

Vu (3.18), on a de la méme maniére:

— 1
(548) V34T gully s SR a1, B, 0-1), Vo'<p.
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Ainsi nous obtenons I’estimation pour deux dérniéres de (5.38).

3. On obtiendra I’estimation (5.39) comme un corollaire des propositions suivantes:

Proposition 5.14. Sous les mémes hypothéses que dans la proposition 5.13,
on a des inégalités suivantes avec des constantes positives C(Ry) et C(Ry, Qo)
indépendantes de 6 € [0, 1]:

” Dk¢zx(1)"p': ” Dk¢zy(1) "p’ é
(5.49)

< CRO (B, (§)+ B, BB = D)+ SR Qo)
Vp' <Vp<py, k=1.

Proposition 5.15. Si E, ,(y—1)<R, et E; (¢)<Qo, quel que soit p<p,, on a

(=0, - | ()

C(Ry) _ Ci(Ro, Qo)
< o—p {ID*Ap (D), + 1 AV, EX ,(y— 1} + (p—p)t

<
o

(5.50)

Vp' <Vp<py, k=1.

Puisque 1I'on obtient (5.50) d’une maniére presque pareille que pour (5.49),
on explicitera seulement la démonstration de (5.49).

Preuve de la proposition 5.14. D’aprés ’expression (5.46), on a
D¥(A¢,(1))=GoD*(6A*¢(1)) + Pod*A - Dxg + +-+,
et on voit qu’il s’agit en fait d’estimation de

R, =Py02A(gox+ gk,0)~

(5.51)
~ (L S 18 G0+ duo(iz,

ol

i vy s () (3 )
(5.52)

+(r+ lpinp).pk(cbg,,)Jr (rat lp_rzp>,Dk( ¢§y),

et

Gr,0=D* (%)-A2¢+D" <q+ T%) ‘é’zz +
(5.53)

1-p 0

+Dk<r1+ pry >.% +Dk<r2+ _1Pr2p>, ¢zy ,
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puisque I’on a

-_PD 2 prq
554 9= L5 476+ (q+ 2L) %

"1+ Pri >¢zx +(r + P"z )d’n' ,

vu (3.33)(3.34).
On va démontrer tout d’abord le lemme suivant:

Lemme 5.16. Pour R, une constante positive suffisamment petite, si E; ,(y—1)
<Rg et E; (¢)<Qy, Qo étant une constante positive, quel que soit p < p,, il existent

des constantes positives C(Ry) et C(Ry, Q) indépendantes de &€ [0, 1] telles que
Ion ait:

Pyd2A {<q+ —1*’_’qp >-Dk-‘§—; + Dk <q+ ——lliqp ) ‘gz} L=
(5.55) R
< C(Ro) (B (@) + Es,p(@)EL Gy~ D} + -S4 Qo)

Preuve. Par 'intégration par partie par rapport a z, on a

/-\ /\
[ S o0 (12 2 (oo 2) B
//—\ //\
=2th 0105 {(a+ 124 )0)-D* (% 1)+ D* (g+ 2L )1)- G )} -

/\ —
. (7B () o

/_\
D’ou (5.55), en appliquant la proposition 3.17, 3.21) et (5.37) a la premiére partie
du second membre, et ensuite la proposition 3.10 et la proposition 5.4-la remarque
5.5 a la seconde. Q.E.D.

¢zz (z)}dz

Compte tenu de cette estimation (5.55), on va maintenant montrer 1’estimation
suivante:

1Po6>Agoll =

< C(Ro) {EX () + 1542¢(1)|| Xy — 1)} + %_p%)— +

(5.56) +R, K-lf—p) (1)“})’ IEAT 6Dk A2, +

Lt
p

pry
+N0 (r1+ l_P

1
SA2 k ¢zx
vearsp 2

+R, <r2+ lp_rzp

Preuve. On a d’abord

o’
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A (25-p9), 5

=

Ro||sy542 ( D"A2¢>
of|[4%. 0 I_L}/—

p

+W( >\/6A2 D A%

<c” )(1)” I\/SAZ DAl +

+N,

1
(125w 1vsazepazal, .,
D p
C étant une constante positive indépendante de 6 € [0, 1].
Or, on voit d’autre part que:

_ ch (3[¢]2) 115
A(2) =Gy ()AP(1)+ P19 (2) ~ s> 1218 (1) +

(5.5 b7 o sh Ol D)sh GIEEH) iy 40

sh (3]¢1(z+ 1)) sh (BElGs—1))
+{ 0 oy 9w ds,

et on en conclut que
/542 D* Al <
<14FG,D AVl + I/TAT P,3D gl + -+ <
SMo|D*A¢()||,++/NoNolIoD*g ||+ -+- <
<M, |D*A¢(D)]l,++/NoNo {E% (= Dll8gll, +

+CR) (8D 29 (D+ 1A49(D) By~ 1)+ <6 R0 G |

d’apres le corollaire 5.6, (5.17), avec (5.16) dans le second membre. D’ol

/54T DA, <
(5.58)

< C(Ro) (B8, @)+ 104%9(D) B, (y— D} + HRe: G

vu (3.10)' et vu également que
0D A2p(1)=D*(6A%¢(1)) —k - D*1A2¢(1).

De méme calcul pour le reste, et on en conclut I’estimation (5.56).
Enfin, on a aussi I’inégalité suivante:
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A

— 1 — 1
I /SAZSD A2 ||, + H] J5A? 5D+ s
p

+M \/5_/1% -5D"—%’l

o’

(5.59)

S (R (B, (9)+ Ez J( B (y — D)} + R o).

Vp'<Vp<po, si E; (y—1)<R, et E, ($)<Qy, quel que soit p<p, pour R,
suffisamment petite, C(Ry) et C(Ry, Qo) étant constantes positives indépendantes
de 6€[0, 1].

En rapportant (5.59) dans (5.56), on obtient ’estimation

(5.60)  |Po02Agol, < C(ROES, ,(9) + Es yEX , (p—1)} + C(,ff—p‘;”

Vo' <V¥p<po, k1.

Preuve de (5.59): 1°) On montre d’abord I’inégalité suivante:
— 1
lly/6 428Dk A28|| <

SCRo) (B, (@)+ B2, (DB = 1) + SR G o

560 +] ﬁ)(l)ﬂp, I5A% . 6Dk A2, +

e £25)
o )

Preuve. En se référant & (5.57), on a par I'intégration par partie:

1
SA2. k¢zy
; NERERILES:

p’

JEAT D A2(2) = /5 AT G,(2)- 5D+ A2(1) +

+5AG,(2)-6 {D“ (q+ —l{—qp)(l)- 322 (1)+(q+ T’iq;)(l)'l)" 9 (1)}

gl (o ) )+ (00 185 24

+P1¢5A-\/5_A%-5 {D" <~lf_p).A2¢+ (-l_f_p) D¥A2¢ +

k L_ &. < pry ) k ¢zx
+D <r1+ 1—p> sttt i=p D s

k pry \, ¢z < L) k&}
+D ()‘2+ l—p) S +{r.+ l—p D 5 + e,

ou

Fao = 7 OUIE=1) b GIEGED) 5 gy
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h (31&1(z+ 1) ch (3II(s— 1))
+.2 ~oh 201 g(s)ds.

D’ou (5.61), vu (5.16), de la méme maniére que pour obtenir (5.56).
1
‘\/5/1 2 -5D"A% et on voit que le premier
o
membre de (5.59) est majoré par trois fois second membre de (5.61).
3°) En choisissant R, positive suffisamment petite, on arrive a (5.59), par

2°) De méme calcul pour

récurrence, si E; ,(y—1)<R, et E, ,(¢)<Qo, quel que soit p<p,. " Q.E.D.
De méme que pour (5.56) et (5.59), on a
R
(56 IPoSAgeoly S CRY)-Es,p(@)- Bty — D+ SR Q)

Ces deux inégalités (5.61)—(5.62) achévent ’estimation de R, (5.51), et par la
suite on termine la démonstration de la proposition 5.14.

5.4. Estimations aux bords z= +1 (II),. Dans ce numéro, on donnera une
eStimation de "Dk¢zxx(1)"p’ + lle¢zxy(1)[|p' + ”Dk¢zyy(1)”p’ par

CR) (B8, (0)+ B (@)1, (0~ ) + -2 R0 L)

quel que soit p’ <p, et quel que soit p<pgy, k=1.
Avant de s’engager a la démonstration, on prépare deux lemmes suivants:

Lemme 5.17. Pour Ry, une constante positive suffisamment petite et pour Q,
positive, si E; (y—1)<R, et E; ($)<Qo, quel que soit p<p,, il existent des con-
stantes positives C(R,) et C(R,, Q,) telles que I’on ait

DG AG()] < % {E5, (6)+ Es ()ES ,(y— D} +

66y e+ i (]

1Dl 1D oD e + (171 (D + 172D )1 D (Dl +

1O By (Dl }

+|
p’ |

quel que soit p'<p, et quel que soit p<p,, k=1, avec les notations de (3.12):
g =gl.=;.

Preuve. La démonstration se déroule comme celle pour le lemme 3.25, en
tenant compte de (3.66), (5.16), et de la proposition 5.13. 1l serait utile, en parti-
culier, de voir

(I=1pMl,)

D %(1)” | S| AD*AG(D)],+

+

{101, | S5 ] +1D*)l,
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2 o

(5649 + X D', | 45 (1)”,,,}+
+ {lai [ 2]+ & 1noi, |orade ] fe
+o.
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Lemme 5.18. Sous les mémes hypothéses que dans le lemme précédent, on a

oty

Dk ¢3¢y (l)

<
-

. b
p

< C(RO,)
T p-p

(5'65) +{||rl(l)llp’lle¢zxx(l)I|p'+
+(lr D+ 12Dl )1 D (Dl +
+r (Dl 1 D oy (Dl 13 -

Preuve. Puisque I’on a

(p—p)k*t

| D425 (] | SIDHOA(M) 1+ DA,

vu ¢, (1)=06%(A2¢(1)+g(1)), on obtient (5.65) d’apres le lemme 5.17.

On est maintenant prét a énoncer 1’objectif principal de ce numéro:

(S (6)+Ey (9)EE (y— 1)} + SR, Qo)

Q.E.D.

Proposition 5.19. Supposons que E; ,(y—1)<R, pour R, choisie dans le para-
graphe 3 et que E, ,(¢)<Q, pour Q, choisie également dans n°s5.2.-5.3..Vp < p,.
Alors, il existent C(Ry) et C(Ry, Qo), constantes positives indépendantes de e

[0, 1] et de (p, p'), telles que I’on ait, quel que soit p’' <p, I’inégalité suivante:

||Dk¢zxx(1)”p’ + ” Dk¢zxy(1) ”p’ + " Dk¢zyy(1) “p’ +

(G66)  + ” D* (% (l))

k ¢22
Lt ”D (—5’ (1)> » <
< SR9) (E4,(9) + E2,p(9) EY - D + -3 E0 Qo)
Preuve. 1. Voyons d’abord que:
(567) Dk¢zxx(1)’ Dkd)zxy(l)’ Dk¢zyy(1) ~
~D¥Gy6A3¢(1)+ Go64g(1)+ PéAg(2)),
ou
G oy (' sh(dl¢]z)
(5.68) Gou =th (8|¢))t, Pv= S_l b GIE) 9(z) dz.

2. On a donc
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(5 69) “ Dk¢zxx(1) "p' + ” Dk¢zxy(1)” p’ + ” Dk¢zyy(1) "p' §
' <[ ADX6A2¢(1)) [l,-+ | DX(6Ag(1)) |-+ | POA - D¥g. ||, + -+

Compte tenu de deux lemmes précédents, il ne nous reste qu’a estimer
1
ll\/6 A2 D¥g.|l,», vu
1
(5.70) IP6A - D¥*g, |, < Noll\/6 A% D*g, |l .
3. Soit
9.=gi+gi’,

g§=(17,+q) ‘%zzz +q2% +r1,z ¢5x +r2,z ¢(;y ’

(5.71)

ggl=p ¢6zzzz +r, ¢Szx +r2 ¢:SZ}’ A
On a alors I'inégalité suivante, vu (5.33):

1 1
/6 4% D¥g, |l /6 A% Dglt|| . +
(5.72) rSIN ’
C(R Ci(R,,
+ SR (1D a9 (1)1, +149 (D1, B 10— 1)} + GEo Qo)
C(R,) et C(Ry, Qo) étant constantes indépendantes de 6 € [0, 1].

Ce qui nous reste a estimer est donc seulement [|,/5 - A%D"g? (Il
4. L’estimation de |]|\/5_A%D"g§’|[|p,.
Suivant les notations du paragraphe 3, (3.59)—(3.63), on voit que
9:'(2)= A(2)g1(2) +
(5.73) + A(2) {G(2)0A43¢(1)+ G(2)6Ag(1) — PSAg (2)} +
+(B1(2) + Bx(2)) {G1(2)04°d(1) + G4(2)54g(1) — P,54g.(2)} ,

ou

A(z)=<lfp>(z) et B,.(z)=(r,+ lP_ffp)(z),j=1,2.

Notons ici, vu (5.14),, qu’on a
(5.74) 142> 1AGAE) I,y I1B{(2)],5 14(6B(2), < CE, (y—1),

quel que soit p<p,, j=1, 2, pour tout z, |z|<1.
On va démontrer les inégalités suivantes, quel que soit p’ <p, et quel que soit
P<po:
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1
(@) Vo A4ZDHA(2)G(2)6 A3, <

i‘R;) (EX (y—DISA2()], +Eq (p— DI DHOA2H(L))],} +

(5.75)
+ Ci (Ro, Qo)
(p p)krr

i) [Iy/547 DHAR)G(2)6Ag(D)] <

C(RO) (B (8)+Es, () EX ,(y— 1)} + %@# +

+ C'(Ro) {lIri(Dll 1D @D oo + (I 1 (D + 72 (DIl ) DX (Dl +
+ ” r2(1)”p’||Dk¢zyy(1)”p'} .

(5.76) =

(i) I/5A % DHA)PoAG)Il, <
(.77 <S89 B, (G 1= D+ CUAD ], + | AGAD),) 154 Zpig, |l .

On a, de méme, les inégalités corréspondantes au reste de (5.73) avec B/(z),
j=1,2.

Preuve. (i) Compte tenu du lemme 3.7, on voit que:
N } D ARG A1) =
= JEAZ(DMAQZ) - G(2)A - 54%p(1) + A(z) - G(2)- A - DKGEA (L)) ++++) ~
~{ATDRA(Z) - JEAT G(2)- AT (6424(1)) + DFAZ) - JSA T G(z) - AGB A2 (1)} +

AT A@)- JEAZG(2)- AT DHEA(1) + AZ)-/SA T G(2) - ADHSAS(L)} + -+,

on a donc
I/5A2 DHA) - G(2)5 A3 (1), <
< IDUAWM, 0 BA9Ws e g1y, g, 1247 DL
L 14 nDk(aA%(l))u |DXGEA2H (1)1,
+ 14D 2, IDOLEDNe 1A ay 1-EAG D
MR
D’ou (i).

(i) On voit d’abord:
JFATDHA() - G(2)8Ag(1)) ~
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~[4 %, D*(5A(2))]14/6 AG(2)g(1) + D* A(z)\/5 A 7 G(z)6Ag(1)+

+[4*, 4@ YEACE) Do)+ AR)TATGE@) DG AG() ++-+,

en notant en particulier 6D¥4 = D¥(6A)—k- D*"1A4.
Or, on a des majorations suivantes:

lca®, D¥(6A4)14/8 AG(2)g()l , < CID*AGBA) (D] »Mollg(Dl
I D*A(2) - \/S-A%G(Z) 0Ag(Dl,, =C- Ef, ,-(y—1)- Mo 6Ag(D)]l -,

Il [A%, 04]./6 AG(2)- D*g()| » < C[ A(BA) (1) M, D*g(1)]
et

lA(z)/o4 26D A p2C-Ey,(y—1DM,| D*(64g(1), -

On en conclut (ii), vu le corollaire 3.24, (3.52), le lemme 3.25, (3.54), le lemme
5.17, (5.63) et (5.64) en particulier pour I’estimation de | D*g(1)|

.78) 1059Vl < SR 1Dk AG 1), + 1 Ad (1), EL, (- 1)) + SelBo- Qo)
p—p (p—p")
(iii) On voit comme dans (ii):
1
/042 D*(A(z)PéAg,) ~
1 — 1 1 _
~[A7Z, DXSA)IP\/6 Ag,+ D*(BA)P\/6 A% - Ag,+[A : , 0A]P\/5 AD*g, +
1
+ A(z)P\/6A7%-6AD* g, + ++ =D +@+ @+ @+ -+, soit.
Ceci dit, des estimations suivantes montrent (iii):
1
DIl < CIDXAGA)) (DI, Noll/EAZ gl
1
@I, < ID*A(2)PSA - \J6AZ g, + +o+|] <
— 1
SCNoE, , (y=DIIVoAZ g |l o+ -,
1
I®Il,» £CIAGA) (D, Nolll /642 D¥g. ]I,

@Il = 1AM+ Noll \/5—A%D"gzlllp' .

— 1
On a, d’autre part, I’estimation suivante pour /642 D*(4gl) de la méme
manicre que pour (i), vu (5.15),, (5.22) et (5.32):

1
SAZD Ag)|l, <
(5.79) Il (AgDIl,

< SED (1D A4, +1 A6, B 0~ D) + -Bo Q)
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Vp' <Vp<py.
En conséquence de (5.75), (5.76), (5.77) et des inégalités correspondantes au

-1
reste dans (5.73) avec Bj, j=1, 2, on a l’estimation suivante pour [|,/642D¥g!!|| o'
vu également (5.79):

/A DrgI), <
< %Rp) E5 () +Es () EY ,(y— 1)} + —fp‘_RTQ—) +
(5800 +C(Re) {lIry (D)0 D*ppua(D)l o+
+ (oDl 172D, 104y (Dl + 72D [ DA, (D]} +

+C(I(A+0) A+ [I(1+64) (B, +Bz)(1)llp')lllx/5_/1%D"gzlllp'-

Rapportant cette inégalit¢ dans (5.72), on obtient I’estimation pour
1
ll\/6 A2 D*g.lll, d’ou (5.66), en tenant compte des lemmes 5.17-5.18, vu (5.69), si

on prend R, positive suffisamment petite pour que 1’on puisse avoir les inégalités
(3.13) du lemme 3.12 (fin de la démonstration de la proposition 5.19).

5.5. Solution {@, 7} du probleme (2.16)-(2.21) est indéfiniment différentiable
parrapporta de[0,1]surz=+1. D’aprésles estimations aux bords z= +1: (5.37),
(5.38), (5.39) et (5.66) qui sont, solulignons-le bien, uniformes par rapport a § € [0, 1],
nous avons le théoréme suivant en appliquant le théoréme abstrait non-linéaire de
Cauchy-Kowalevski [13, Appendice]:

Théoréme 5.20. Soit {¢(t, x, y, z; ), ¥(t, x, y; )} la solution du probléme
(2.16)-(2.21) sous la condition (2.22) dans le paragraphe 2. Alors
{u=9¢,(t x, y,1; 8), v=0,(t, x, y, 1; ), y} est indéfiniment différentiable par
rapport @ 6€[0, 1] au sens | ||, quel que soit p<p,, pour |t|<a(py— po).

Coorllaire 5.21. Le potentiel ¢(t, x, y, 1; 9) est lui-méme indéfiniment différ-
entiable par rapport a 6€[0, 1] dans S= \U B,

p>0

Preuve. D’aprés I’équation (2.18), on voit
ot x, y, 15 0)=

— (0, x, y, 1; 6)+ S;¢,(t, %, y, 1; O)dt=

=6 0+ [ = L 030 % 3, 1594030 %, 3, 13 ) =500, x, y; )+

s e TSI

pour [t|<a(po—p), Vp < po.
Puisque la donnée initiale ¢(x, y) est indépendante de 6 € [0, 1], ¢(t, x, y, 1; 6)
est indéfiniment différentiable par rapport 4 d€[0, 1] au sens| ||,, Vp<po, vu
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que ¢,(1), ¢,(1), 7, 6y, 6, et i‘é—l)— sous le signe de I'intégration sur [0, t], |t|<

a(po — p), le sont comme on I’a démontré dans les numéros 5.2.-5.4., le théoréme 5.20.
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