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Sur le Cortex d’un groupe de Lie nilpotent

By

Imed KEDIM et Megdiche HATEM

Abstract
Let G be a connected and simply connected, nilpotent Lie group. In
this paper, we show that the cortex of GG is a semi-algebraic set by means
of a geometric characterization. It is also shown that the cortex is the
image under a linear projection of a countable union of a semi-algebraic
sets lying in the tensor product T'(g) ® g*.

1. Introduction

Soient G un groupe localement compact et G son dual unitaire, c’est
I’ensemble des classes d’équivalence des représentations unitaires et irréduc-
tiblesde G, muni de la topologie de Jacobson. Généralement, G nest pas un
espace de Hausdorff. Le Cortex de G est I'ensemble des classes dans G, non
séparées de la représentation unité de GG, au sens de Hausdorff. Dans le cadre
des groupes nilpotents, connexes et simplement connexes, la méthode des or-
bites est un artifice trés important pour étudier la topologie de G. Dans [7],
Brown avait établi que la bijection de Kirillov est un homéomorphisme entre G
et 'espace des orbites coadjointes g*/Ad*, muni de la topologie quotient. Avec
cette identification, trouver le cortex est équivalent a déterminer le cortex de g*,
qui est son image réciproque par la surjection canonique de g* sur g*/Ad*, et
que I'on note Cor(g*). Une premiere conséquence de la réalisation de G comme
espace quotient, est le résultat suivant, que I’on énonce comme une définition,
et que l'on trouve dans [6] :

Définition 1.1. Soit y € g*. Alors y € Cor(g*) ¢'ils existent deux
suites (Z,)nen et (Yn)nen dans G et g* respectivement, telles que :

limy, =0 et lim Ad; (y,) = y.
Il est donc facile de voir que,

Cor(g*) C{y€g*, ply) =p(0), Vpe Clg“}.
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Lorsque G est produit semi-direct de R par R™, Boidol, Ludwig et Miiller
[6], ont prouvé qu’il y a égalité. Ce résultat n’est pas une généralité, Bekka
et Kaniuth [3] ont donné un contre exemple. Ils ont aussi montré que sous
I’hypothese G de pas 2, on a :

Cor(g*) = {ad;(y), v € g, y € g* }.

Dans [2], Baklouti a affaiblit cette hypothése. Il a montré que 'égalité
précédente, s’étend aux groupes dont les orbites génériques de 'action coad-
jointe, sont des variétés linéaires; ce qui est le cas des groupes de pas 2. En
étudiant les cortex des groupes de pas 3, il a donné un exemple ou ’égalité est
en défaut.

Ce travail est composé de trois sections. La Section 1 est la présente intro-
dution, dans laquelle, nous exposons nos résultat. La section 2 est consacrée a
la preuve d’une formule géométrique du cortex qui généralise celle du pas deux,
a tout groupe nilpotent, connexe et simplement connexe. Plus précisément, si
G est de pas p+ 1, p > 0, nous considérons les espaces

V,=el_o® ®g" et Vi—at_ ¢® g
Nous construisons deux applications semi-algébriques
R A
et nous donnons la preuve du théoreme suivant,

Théoreme 1.2.  Soit U un supplémentaire de Kerad™ NVt dans V,
et pu la projection de V,, sur U & g* parallélement a Kerad™ N V;‘. Alors,

Cor(g*) = ad* (pU oexp(g x g*) N Vp+).
En particulier, le cortex de g* est semi-algebrique.

Dans la Section 3, en fixant deux bases quelconques {Xi,...,X,} et
{Y1,...,Y.} de g et g* respectivement, nous montrons le résultat principal
suivant, que 'on interprete comme le passage de la caractérisation discrete
(voir définition 1.1), & une caractérisation polynomiale.

Théoréme 1.3.  Soit f une forme linéaire sur g. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes,
1) f € Cor(g*).
2) Ils existent Py,... P. € R[t] et Q1,...,Q, € R[t,t71] tels que,
1) P;(0) =0, pourt=1,...,r.
w) Pour z(t) =Y, Qi(t)X; et y(t) = > i_, P;(t)Y; on a,

f= tlg% AdZ oy y(t).
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Comme application directe, nous donnerons dans le corollaire 3.7 une
décomposition du cortex de g*, comme réunion dénombrable d’ensembles semi-
algébriques. Ce résultat est analogue & celui obtenu dans [4] pour le pas p = 2.

2. Preuve du théoréme 1.2.

Soit g une algebre de Lie réelle, nilpotente, de dimension r > 0 et de pas
p+ 1, p > 0. Notons g* I'espace vectoriel dual de g et ad* la représentation
coadjointe de I'algebre de Lie g, sur son dual g*. Soit G le groupe de Lie connexe
et simplement connexe associé a g et e : g — G lapplication exponentielle,
qui est un difféomorphisme. Sous ces hypotheses, 'action coadjointe Ad* du
groupe G sur g* se décompose en trois applications,

% Log,Id « ex ad* *
Gxg 2D g g LV, g

Ad:(y) = ad*oexp(Logz, y), ot Log est l'inverse de I’exponentielle, 'application
exp que l'on appelle aussi exponentielle est définie par,

| —

k
2 @y,

o

p
exp(x,y) = )
k=0

et ad* est Iapplication linéaire définie par,

o ad*rio---oad*xk(y) si k >0
pour tout z1,...z €Eget y € g*.

Considérons g* comme sous espace de V), via l'injection naturelle, et soit
m la projection de Vj, sur g* paralellement & Vp+. Comme conséquence directe
de ces considérations et la définition du cortex, nous avons les deux résultats
immédiats,

Lemme 2.1.  Les propriétés suivantes sont satisfaites,
1) moexp(z,y) =y, V(z,y) € g x g
2) (ad*)? = ad*.
3) L’application exp est linéaire par rapport & la seconde variable, en particulier
exp(g x g*) est un céne, s’il contient v € V,, il contient la droite Rv.

Lemme 2.2.  Soit f un élément de g*. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes,
1) f € Cor(g).
2) Il existe une suite (wy,) dans exp(gxg*) telle que lim ad*w,, = f et lim 7(wy,)
= 0.

Pour démontrer le théoreéme 1.2, on a besoin du lemme suivant, que nous
démontrons plus loin.
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Lemme 2.3.  Soit f un élément de g*. Alors, f € Cor(g*) si et seule-

ment s’ils existent deux entiers 1 < k <1 < dimV,, une famille libre vy, ..., v
dans V,, et | suites réelles d termes non nuls (€n.1),...,(en,1) tels que :
(2) v1,... -1 € Ker(ad* NV,1).

(1) Les suites (enn);---,(€n,) convergent vers zéro.
(m1) ad*(vy) = f et vy, € V.
(w) La suite (wy, = €p,101 + -+ 4+ €n1 - nav1) C exp(g X g*).

Preuve du théoréme 1.2. Soit A = py o exp(g X g*) N V;‘ et f une forme
linéaire sur g telle que f € ad*(A). Soient z € A tel que ad*(z) = f, et (z)
une suite dans py o exp(g X g*) qui converge vers z. Considérons une suite
(wy,) dans exp(g x g*) telle que py(wy,) = z,, pour tout n. Notons que par
définition de la projection py, on a bien ad* o py = ad* et m o py = 7, donc

lim ad*(w,) = lim ad* opy(wy,) = lim ad*(z,) = ad*(z) = f.

n—oo n—oo n—oo
lim 7(wy,) = lim 7opy(w,) = lim 7(z,) =7(z) =0.
n—oo n—oo n—oo
On conclut donc, avec le lemme 2.2.

Réciproquement, supposons que f € Cor(g*) et montrons que f € ad*(A).
D’apres le lemme 2.3, ils existent vy ...,v, € Vp, et [ suites réelles (e,,,1), ...,
(en,1) vérifiant (1) — (w). Soit oy, = ﬁ, d’apres le lemme 2.1, la suite
(apwy,) est contenue dans exp(g x g*). Rappelons que Kerpy = V;r N Kerad*,
donc de (2) et (u), on tire que

pu(anpwy) =pu(k + -+ engt1 - Enyvr) et limpy (apw,) = pu(vk).

Par conséquent, py (vy) appartient a ensemble pyy o exp(g x g*). Comme vy, €
Vb, on déduit que py(vi) € V,t, de plus ad* o py(vy) = ad*(vy) = f .

Pour voir que Cor(g*) est semi algébrique, il suffit de remarquer que les
applications ad* et exp sont semi-algébriques, qui est une conséquence du faite

qu’elles sont polynomiales. O

Lemme 2.4.  Soit E un R espace vectoriel de dimension fini et (wy,) une
suite dans E qui contient une infinité de termes non nuls. Alors, ils existent
une sous suite (Wy(n)), un entiers non nul I, une famille libre {vy, ..., v} dans
E et suites réelles (en1),. .., (en,) telles que:

1) Wy(n) = En1V1 + En1En2vVe + -+ Ep1 - En vl

2) Les suites (ep2), ..., (€n1) convergent vers zéro.

3) Sil > 1, alors aucun terme des suites (ep2), - -, (€n,) nest nul.

Preuve. Quite & choisir une sous suite, nous supposons que w, # 0 pour
tout n. La suite de terme général u, = H:Z—ZH est bornée, elle contient donc
une sous suite qui converge vers un élément non nul, v;. Complétons v; en
une base {vi,...,vs,}, ou s = dimE . Ils existent des suites réelles, (d,,1)
qui converge vers 1 et (6n2),...,(dpn,s), qui convergent vers zéro telles que,
Up = 6n,11}1 + 6n,21]2 +- 6n,svs-
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Si la suite de terme général z, = u, — d,,,1v1 contient une sous suite nulle
(Zp(n))s alors Wy )y = [[Wyemyllvi. Sinon, la suite (z,) contient une infinité
de termes non nuls, et elle est contenue dans le sous espace F' engendrée par
Vs, ...,Vs. En utilisant une récurrence sur la dimension de E, nous pouvons

R , . .
ded'u1re I’existence d une sous suite de (2,(,)) que nous no‘Fons aussi (2,(n)), un
entier [ > 1, une famille libre vj, ..., v; dans F et des suites (d;,5),---, (0}, ),
qui convergent vers zéro, dont les termes sont non nuls et telles que z,,) =
/ / / / / ! /
Op 2Vat ~+5n72 e 5n)lvl, donc wy(n) = €n,101+En 1602V + * ++En 1+ En IV,
avec

(1) €n,1 = ”wsa(n)”(scp(n)Jv

_ 5!
oo etena = Oy is

et eno =3 i =3,...,1. O

Preuve du Lemme 2.3. Soit f € Cor(g*). Si f = 0, nous considérons
(X,Y) € Z(g) xg* telque X # 0 et Y #0. Pour X, =nX et Y, = X+ ona

p
exp(Xn,Yn) = Z !

r=0

s
np+1—’“r!X Y

Par suite, nous prenons [l =p+ 1, k=1, v, = X 7 @Y pour 1 < r <,
En1 = an! et ey, = p*nﬂ, pour 2 <r <p+1.

Supposons que f # 0. D’apres le Lemme 2.2, il existe une suite (w,,) dans
exp(g x g*) telle que limad*(w,) = f et lim7(w,) = 0. Puisque f # 0, on
peut supposer que les termes de la suite (w,,) sont tous non nuls. En utilisant
le Lemme 2.4, on déduit qu’ils existent, un entier [ < dim V},, une famille libre
v1,...,v; dans de V), et [ suites réelles (g,,1), ..., (€n,1), vérifiant 1) — 3) et tels
que

Wp = En,101 + En,1En, 202 + -+ €n,1 """ En,lVL.

Comme (ad*w,,) est convergente, donc ou bien (g,1) converge vers une con-
stante a et f = aad*(v1), dans ce cas, on prend k = 1; ou bien (e, 1) diverge
et dans ce cas ad*(v1) = 0, donc pour k£ minimal tel que ad*(vy) # 0 (k existe
car sinon f =0), on a

limad*w, = (limey, 1 - ey 5)ad" (v) = f.

Ce qui induit que limey, 1 -+ €y 5 est une constante non nulle o, et les suites
(€n1)s--vs (Ena---Eng—1) divergent. Tout en gardant les mémes notations,
€n,1 . .
en remplagant €, par 2+ et v; par av;, pour 1 < 4 < [, on obtient w, =
EniV1 + -+ En1 - Enyv et imad* (wy,) = ad*(vg).
Soit ¢ minimal tel que 7(v;) # 0. Puisque
0= lim 7(w,) = (lUm e,1- ene)m(ve),
n—oo n—oo

nous déduisons que lime,, 1 - - -€,,+ = 0, par conséquent ¢t > k, d’ott vy,...,v; €
Vibetk <l
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Comme w,, € exp(gx g*), il existe (X, yn)g X g* tel que w,, = exp(Tp, Yn)-
D’apres (1), les termes de la suite (¢,,,1) sont tous non nuls, la suite (¢7, ;) =
(—L—) est bien définie et la suite de terme général,

Né€n,1
el Jwy, = exp(zn, e ):lv + —¢ v+---+l€ S Ep U
n,1Wn ny€n,1Yn n 1 " n,2V2 " n,2 n, V-
est dans exp(g x g*). Par conséquent les suites (1), (enz2),..., (ens) et les
vecteurs vy, ..., v vérifient (1) — (w).
Inversement, pour f = ad*(vy) verifiant (¢) — (¢v), on déduit directement
que w), = mwn € exp(g X ¢g%), f = limad*(w),) et lim7(w),) = 0. O

3. Caractérisation polynomiale de Cor(g*)

Le but de cette section est de prouver le théoreme 1.3 et d’en déduire le
corollaire 3.7. L’assertion (2) implique (1) du théoréme est immediate, elle se
déduit directement de la définitionl.1. Pour démontrer le sens inverse, nous
commencons par quelques résultats préliminaires.

Considérons deux bases {X1,... X, } et {Y7,...,Y,} de g et g* respective-
ment. Lorsque les (k + 1)-uplets (i1, ...,ix+1) décrivent 'ensemble

Arp o= { (01,0 ipg1) [ 1 <dg,oigrn Sret 0<k<p},

les tenseurs X, . i..,) = X, ® - ®X;, ®Y;,,, forment une base de V.
Soit R = R[z,, T € a,,] 'anneau des coordonnées de 'espace affine V,,. Pour
T = (i1,...,9k+1) € Gpp, on associe les deux ensembles B, = {i1,...,ix} et
Cr = {ig+1}. Soit J,, I'idéal homogene dans R engendré par les bindmes

(2) le PRI "ETS —_— ‘r‘r{ .. -xT‘;
tels que s >0 et 7,...,76,7{,...,T) € Gy, aveC
© S -] © S + 8
3 B, = B, et Cr = Cr.
(3) =1 9 =1 Td =1 j=1 T3

Lemme 3.1. On q,

Q) =0,VQ € J,p. } '

exp(g x g%) = {U €V m(v) # 0, siv # 0

Preuve. Soit v = exp(z,y), ol = 21:1 ; Xi ety = E;l 3,Y;, donc
v = Z (679 "'aikﬁik+lX(i1,...7ik+1)-
(15 slk4+1)Elrp

Pour 7 = (i1,...,ik41), SOit ar = oy, - oy, By, . Donc, pour 7q,...,7s € 6, p,
on a

S _— . . . . .
Ii_qoq, = HjeuleBTi O H]eulec,i Bj-
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SiTy, ..., TsyTq,. .., T, vérifient (3), la derniere égalité implique directement que
S S
Hi:laﬂ' — Hi:laT{ = 0,

ce qui induit que Q(v) = 0 pour tout @ € J,,. Comme v = exp(z,y), alors
m(v) =y et v = exp(x, 7(v)). Donc 7(v) = 0 implique v = 0.

Inversement, soit v € V), tel que Q(v) = 0, pour tout Q € J,,. Siv =0,
alors clairement v € exp(g x g*). Supposons donc que v # 0 et m(v) # 0. Pour

T
v = Z a;X;, ona ﬂ(v):Za(j)X(j), ot X(j) =Yj.

TE€drp j=1

Par conséquent, il existe un entier j tel que a(;) # 0. Soient 7; = (4,5) et
o = ;X(Tji), 1<i<r. Pour 7= (i1,...,9k+1) € arp, d’apres (3), le polynéme

.Z‘-,—m(j) - m(,-m-) s x(ik,j)m(ik.H) S an. Par Conséquent,

k
QrQ(G) = Oiy,5) " Qig,5) Xiga)-
Cela montre que, a; = v, -+~ @, gy, , ) et donc

v = Z iy QO )X (i i) = €XD (Z o; X, Za(i)X(i)> .
i=1 i=1

(i1, ik 41)EGr p

|

Soit u = dimV,. Pour tout 1 < k < [ < p, on considere I'ensemble
semi-algébrique

ELd*’Ul == CNLd*Uk_l =0
ZkJ = (vl,...,vl)EVpl vl,...,vkeV;
v1,...,v; famille libre.

Pour v € Zj;, on associe I'ensemble

2101 + -+ 21 20 € explg X g*) }

L l
Yk7l,v-_{(zla"'7zl)eR 21"'Zl7£0

Proposition 3.2. 1) Y;;, est un ensemble semi-algébrique.
2) Soit f une forme linéaire sur g. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes,
1) f e Cor(g").
w) Ils existent deuz entiers naturels non nuls k <1< u et v € Zy tels
que, f = ad*v, et 0 appartient a l'adhérence Yy 1., pour la topologie euclidi-
enmne.

Preuve. La premiere propriété se déduit directement du faite que
lensemble exp(g x g*) est semi-algébrique. Quant & (2), c’est une reformu-
lation du Lemme 2.3. a
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Lemme 3.3 ([5, p. 167](de sélection des courbes)).  Soient Y C R! un
ensemble semi-algébrique et x € Y. Alors il existe une fonction analytique g
de Uintervalle | — 1,1[ dans R!, telle que g(0) = z et g(]0,1[) C Y.

Fixons f € Cor(g*). La Proposition (3.2) implique lexistence de deux
entiers naturels non nuls £ < | < pu, v € Zp; et Y3, un ensemble semi-
algébrique, tels que 0 € m et f = ad*vg. Du dernier Lemme, nous déduisons
I’existence d’une fonction analytique g de I'intervalle | — 1, 1[ dans R!, telle que
9(]0,1[) C Yi10 et g(0) = 0. Donc, pour g = (g1,...,¢) la fonction produit
g1+ gk est analytique sur | — 1, 1] et elle s’annule en zéro. D’apreés le principe
des zéros isolés, il existe £ > 0 tel que g1 (t) - - - gk (t) # 0 pour tout ¢t €] — ¢, ¢|
excepté en zéro. Quite a composé g avec l'application ¢ — et, nous pouvons
supposer que g1 (t) - - - g (t) # 0 sur 'ouvert |—1, 1[\{0}. Considérons la fonction
w de ] —1,1[\{0} dans V,, définie par

1
(4) w(t) = —————(g1()v1 + -+ g1 (t) - q(t)wr),
gl(t)"'gk(t)( )

Dans ce qui suit, nous allons construire a pratir de w, deux fonctions
vérifiant la partie (2) du théoreme 1.3.

Lemme 3.4. 1) La fonction w est méromorphe au voisinage de zéro et
on a, w(]0,1]) C exp(a x g°) \ {0},

2) L’application t — m(w(t)) est prolongeable en une fonction analytique
sur] —1,1[ et on a lims—o7(w(t)) = 0.

3) limi—pad*w(t) = ad*vg.

Preuve. D’apreés (4) les coordonnées de w sont des fractions de fonctions
analytiques, donc w est méromorphe. Par définition de Y, ; ., pour tout ¢ €]0, 1|

on a, gi(t)---gi(t) #0 et
(5) git)vr+ -+ g1(t) - gi(t)u € exp(g x g7)

Comme exp(gxg*) est un cone, de (4) et (5) on tire que w(t) € exp(gxg*). Pour
voir que w(t) # 0, il suffit de remarquer que w(t) est combinaison linéaire d’une
famille libre a coefficients non nuls, ce qui montre (1). Puisque vy, ..., vy € V;,
on a

!

m(w(t) = < Z 9k+1(t)"'g¢(t)v¢> ;
i=k+1

qui est la composée d’une fonction analytique sur | — 1, 1] et une projection (qui

est polynomiale), donc c’est une fonction analytique de 'intervalle | — 1, 1] dans

g*, qui s’annule en zéro ; ce qui prouve (2). Du fait que vy, ...,vp_1 € ker ad*,

on obtient

!
ad*w(t) = ad* (vk + Z r+1(t) - - ~g¢(t)vi> .
i=k+1

Comme les fonctions g; s’annules en zéro, on déduit que lim;_gad*w(t) =
dd*vk. O
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Proposition 3.5.  Ils existent ¢ > 0, © une fonction méromorphe en
z€ro a valeurs dans g, et y une fonction analytique qui s’annule en zéro a valeurs
dans g* tels que, w(t) = exp(x(t),y(t)) pour tout t dans l'ouvert | —e,e[\{0}.

Preuve. Dans la base formée par les X,, 7 € a,, la fonction w s’écrit,

(6) wt)= Y y ()X, et w(w(t)):Zy@)(t)X@.

TEArp

Du lemme 3.4, on a w(]0,1[) C exp(g x g*) \ {0}, donc d’apres le lemme 3.1
m(w(t)) est non nul pour ¢ €]0,1[. Par conséquent, ils existent € > 0 et un
entier non nul j < r tels que y;)(t) # 0 pour tout ¢ €] — ¢, €], excepté en zéro.

Pour i = 1,...,r, soit z; :] —&,[\{0} — R, définie par z;(t) = %)((tt))

J

Dans le lemme 3.4, on a montré que la fonction ¢t — w(w(t)) est analytique et
qu’elle s’annule en zéro, ainsi de (6) on déduit que la fonction y;) I'est aussi,
et donc x; est méromorphe au voisinage de zéro.

Le lemme 3.1, implique encore que Q(w(t)) = 0, pour tout @ € J,,. En
particulier pour (i1,...,%+1) € arp, de (2) et (3), on constate que le polynéme

k
Ty, )T() ~ Tlinng)  Lind) Lingn) € Ipors
donc
k
Y(iseons ik+1)(t>y(j)(t) - y(ilvj)(t) o -y(ikvj)(t)y(ik+l)(t) =0.

Sur Pouvert | —e,e[\{0}, on a

Y(iv,..., ik+1)(t) = i (t) T Ty, (t>y(ik+1)(t>'

En utilisant cette derniére expression dans (6), on obtient

w(t) = exXp (Z .Z‘i(t)Xi, Zy(l) (t)X(,L)> .
g

Pour ¢ assez petit, les fonctions = (x1,...,2,) et y = (y1,...,y,) données
par la propostion 3.5, sont developpables en series. Soit m > 0 tel que z;(t) =

ij—m aijtj et yz(t) = 2]21 bijtj. Soient

™) wHt)= Y agt, al(t) = w(t) — k),
®) sHO =Y bt B0 = it) — 4 (),
j=1

pour s =1 ou 2,

(9) z®(t) = fo(t)Xi et y*(t) = ny(t)X(i)~
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Donc,
a(t) = ' (t) +2>(t) et y(t) =y (t) +y°(1).

Lemme 3.6.  Nous avons, exp(x(t),y(t)) = exp(x'(t),y'(t)) + A(t),
avec lim;_,g A(t) = 0.

Preuve. Notons que

exp(z(t), y2(t)) = Z iy () -y, (t)y?kﬂ (t)X(“"“’i’““)
(i1, ik41)€Earp
exp(z(t), y' (t)) = Z H?Z ( zl (t) + =7, ( ))yilk+1<t)X(i1"“’i’“+1)

(i1, sik41)€arp

= Z xfll (t) o ‘TEk (t)yzk_H (t)X(ilg-~wik+1)
(i1, ik41)€EQr p
517”-751@6{1,2}
e1t+--+er>k

+ Z x}l (t> o xllk (t)yl'lk+1 (t)X(ilv--vikJrl)'
(i1yeeey ik+1)Edr p

Donc pour

A(t) = exp(a(t), (1)) + > 2t () af O yh (X (i)
(150esik1)EQp p
€1,..,6x €{1,2}
e1+-ter>k
on a, exp(z(t),y(t)) = exp(xl(t),y(t)) + A(t). Pour conclure, il suffit de voir
que pour tout (i1,...,%+1) € arp €t €1 + -+ + € > k les coefficients

iy (8) - wa, (095, () et i (8) - aik (Wi, (),

s’annules en zéro. Pour t # 0 et €, =2, on a

@iy (8) @i, (097, ,, () = (02, ()15 1(t (1)),
a5 (t) i (O, (1) = ("¢ Dad (¢ ))(yzk+1(t)) (tm 7! (1))

D’apres les expressions (7) et (8) chaque parentheése dans ces deux produits
admet une limite finie en zéro, en parliculier lim; g yilkﬂ(t) = 0 et

limy t*mkyfw (t) = 0. O

Preuve du théoréme 1.3. Notons que lassertion (2) implique (1) du
théoreme découle de la définition 1.1 des qu’on prend =z, = () et Yn =
y(%) Montrons alors I'implication inverse. Soit f € Cor(g*), d’apres le
Lemme 3.4, il existe une fonction analytique w telle que lim;_,g ad*w(t) = f.
De la Proposition 3.5, on tire l'existence d’une fonction analytique y et une
fonction méromorphe x au voisinage de zéro telles que w(t) = exp(z(t), y(t)).
Comme précédement, on a

exp(z(t),y(t)) = exp(z' (), y' (t)) + A(t)
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Donc du Lemme 3.6, on déduit que
f = lim dd*exp(a(1), y(1)) = lim ad*exp(a’ (1), y' (1)) = AdZ1 5 (),
O

Finalement, soient m et s deux entiers positifs tels que 0 < s < mp et
considérons ’ensemble des multi-indices

1§i1a"'7i/€+1 Smp
Inps =9 (i1, yigg1) | 1+ +igpr = (m+ 1k —s
O0<k<p

Corollaire 3.7.  Pour qu’une forme linéaire f sur g soit dans Cor(g*) il
faut et il suffit qu’ils existent un entier naturelm, 1, ..., Tmp € G €L Y1, .-, Ymp
€ g* tels que

1
Z T TiYing =0, 0O<s<mpet
(i15ersiht1)EDmops

1
Z Hxil Tt xikyik+1 = f7

(il,...,ik+1)61m,yp10

. _ * * .
ol 1'2-1 e mikyik+1 o admil e admik (ylk+1)'

Preuve. Soit f € Cor(g*) et considérons les deux fonctions polynomiales
x(t) et y(t) données par le Théoreme 1.3. Donc,

mp mp
x(t) = thfmflvj et y(t) = thuj,
j=1 j=1

OU Vi, ...,Ump € @€t Ui, ..., Unp € g°. Par conséquent,

mp(p+1)

p
1
exp(ac(t), y(t)) = Z t* Z Z E’Uil Q@ Viy, ® uik+1'

s=—mp+1 k=0 1<iy,.. i1 <mp
i1+ tigyq —(mt1)k=s

Donc la limite en zéro de ad*exp(z!(t),y!(t)) existe si et seulement si

p

1
- .
ad E g H/Ui1®...®vik®uik+l =0, sis<O0
k=0 1<iy,..., ig41Smp '
i1 tigpr —(mF1)k=s

et

f=ad" Z Z %Uh@"'@q}ik@uikﬂ

k=0  1<iy,...igy1<mp
i1+ tiggy —(m+1)k=0
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