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SUR LA STRUCTURE DES ESPACES DE L.S.
CATIGORIE DEUX

PAR

YVES FELIX ET JEAN-CLAUDE THOMAS2

0. Introduction

0.1. Tous les espaces S consid6r6s dans cet article sont suppos6s 1-con-
nexes, ayant le type d’homotopie d’un cw complexe et de cohomologie
rationnelle H*(S; Q) de dimension finie en chaque degr6. Chaque groupe
ab61ien %(S) (R) Q est alors de rang fini et le crochet de Whitehead, d6fini sur
r,(S), munit r(S)(R) Q d’une structure d’alg6bre de Lie gradu6e appel6e
l’algdbre de Lie d ’homotopie rationnelle de S.
Le but de cet article est l’6tude de cette structure d’alg6bre de Lie lorsque S

est de cat6gorie rationnelle 2. Rappelons que la cat$gorie de Lusternik-
Schnirelmann d’un espace topologique S, not6e cat S, est le plus petit entier m
tel que S puisse 8tre recouvert par m + 1 ouverts contractiles dans S. La
cat6gorie rationnelle d’un espace 1-connexe, not6e cat0(S ), est par d6finition
la cat6gorie du rationnalis6 SQ de S, et nous avons la relation

cat0S < cat S [31].

Le premier calcul de r,(f]S)(R) Q est dfi/ Hilton en 1955 [15]. Hilton y
d6montrait que, si S est un bouquet de sph6res 1-connexes, alors r,(fS) (R) Q
est une alg+bre de Lie gradu6e libre. Tout espace de cat6gorie rationnelle un
ayant le type d’homotopie rationnelle d’un bouquet de sph6res, le r6sultat de
Hilton se g6n6ralise/ ces espaces.

Pour les espaces de cat6gorie deux, ceci n’est plus vrai. La situation est
beaucoup plus complexe. Par exemple, l’homotopie rationnelle de l’espace
(S 2 v S2) S 2 a un centre non nul. Ces espaces de cat6gorie deux con-
stituent en fait rationnellement le premier type non 6yident de structure
cellulaire. Ils ont 6t6 beaucoup 6tudi6s, notamment par J.M. Lemaire dans sa
th6se [18]. Ils sont tr6s fiches" C’est parmi ces espaces que D. Anick trouva un
contre-exemple h la conjecture de Serre [1].
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0.2. Un 1-cbne est par d6finition une suspension. Par r6currence un espace S
sera dit un n-cbne s’il ale type d’homotopie rationnelle de la cofibre d’une
application continue d’un bouquet de sph6res dans un n- 1 c6ne. Une
conjecture de Lemaire et Sigrist [21] s’6nonce alors comme suit:

Conjecture Si S est un espace 1-connexe de cat6gorie rationnelle n, alors S
est un n-cbne.

Dans un premier temps nous montrons (Th6orefne 1) qu’un espace de LS
cat6gorie 2 est un 2-c6ne, r6solvant ainsi la conjecture de Lemaire-Sigrist dans
le premier cas non trivial. Plus pr6cis6ment, S ale type d’homotopie ration-
nelle de la cofibre d’une application continue f entre deux bouquets de sph6res

m

i=1 j=l

telle que l’application induite par g en homologie sph6rique H,(g) soit
bijective.

0.3. En ajoutant / S des cellules, de faon h rendre g surjective en
homotopie, nous obtenons un cw complexe relatif (, S) pour lequel nous
d6montrons le th6or6me suivant"

THORME 2. La fibre homotopique de l’inclusion naturelle k: S a le
type d ’homotopie rationnelle d’un bouquet de spheres. La suite exacte longue
d ’homotopie de la fibration associe gt k dfinit une extension triviale d’algObres
de Lie

0 - L(U) - (fS) (R) Q - Ls 0

olt L(U) dsigne l’algbre de Lie libre engendre par un espace vectoriel U.

0.4. La structure de r(2S) (R) Q est donn6e par cette extension. Elle fournit
en outre le th6orme suivant:

THIORME 3-4. Si cat0(S ) 2 et dim ,r(fS) (R) Q , alors:
(a) Si S 4: S, alors r(S) (R) Q est une algObre de Lie semi-simple infinie et

est un produit semi-direct L(U) , Ls avec dim U > 4.
(b) Si S alors ,r(fS) (R) Q Ls et tout iddal rdsoluble de Ls est une

algbre de Lie libre un seu! gdndrateur.
Si en outre dim S n, alors:
(c) Pour tout entier p, il existe ]pn, (p + 1)n[ tel que ,ri(S) (R) Q 4: O.

0.5. I1 est bien connu [28], [9], [8] que les techniques de l’homotopie
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rationnelle s’appliquent h l’6tude des anneaux locaux. Nous obtenons ainsi, en
particulier:

THfORME 5. Soit (A, m) un anneau local noetherien de caractristique zOro
tel que m O. Notons La l’algObre de Lie des lments primitifs de l’alg.bre
de Hopf EXtA(k, k) et L la sous-algbre de Lie engendre par les lments de
degr 1. Supposons que A n’est pas une intersection complOte.

(i) Si L4 q L1, alors LA est semi-simple et contient une sous-algObre de
Lie libre dt deux gnrateurs.

(ii) Si LA L), alors:
(a) Tout ideal rsoluble de LA a une dimension infrieure ou gale dt deux.
(b) Si L. n’est pas semi-simple, alors LA contient une sous-algbre de Lie

libre de codimension finie.

0.6. En utilisant le dictionnaire de [8, Th6orme 1.4] le Th6or6me 3 se
transpose non seulement aux anneaux locaux mais 6galement aux alg+bres de
Lie gradu6es de type fini sur un corps de caract6ristique z6ro k. Nous laissons
le soin au lecteur d’6tablir la correspondance.

0.7. R6cemment, par des technique diff6rentes, C. LSfwall [23] et R. Bogvad
[4] ont obtenu des r6sultats compl6mentaires fort int6ressants sur le centre des
alg6bres de Lie gradu6es de dimension globale 2.

0.8. Le texte s’organise de la manire suivante"
(0)
(1)
(2)
(3)
(4)
()
(6)

Introduction.
Homotopie rationnelle.
Espaces de cat6gorie 2 et 2-c6nes.
Homotopie d’un 2-c6ne.
Structure de l’alg6bre de Lie r(S) (R) Q.
Applications h la cohomologie des anneaux locaux.
Questions et probl6mes.

1. Homotopie rationnelle et L.S. cat6gorie

L’homotopie rationnelle et la th6orie des mod61es minimaux sont les prin-
cipaux outils de ce papier. Nous utiliserons les techniques standard de [3], [12],
[27], [29]. Pour la commodit6 du lecteur, nous rappelons maintenant brive-
ment quelques d6finitions, notions et r6sultats.

1.1. Une algdbre diffrentielle gradue commutative (a.d.g.c.) (A, dA) est une
algbre gradu6e A, commutative au sens gradu6,

x y (-1)lxllyly x avec Ixl degr6 de x,

munie d’une d6rivation d: Ap Ap/I v6rifiant (d)2 0.
Un morphisme d’a.d.g.c, q): (A, d) (B, ds) induisant un isomorphisme

en cohomologie est appel6 un quasi-isomorphisme.
Si X p >_ 2

Xp est un Q-espace vectoriel gradu6, AX d6signe l’alg6bre
commutative gradu6e libre sur X.
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AX l’alg+bre ext6rieure (Simpair) (R) alg6bre sym6trique (xpir). De faon
6vidente AX Q A/X off A/X d6signe l’id6al d’augmentation de A X.
Une alg6bre diff6rentielle gradu6e commutative de la forme (A X, d) est dite

minima& si d( X) c A /X A+X.
Le modOle minimal d’une a.d.g.c. (A, d,) est une paire form6e d’une a.d.g.c.

minimale (AX, d) et d’un quasi-isomorphisme q: (A X, d) ---> (A, dA). Chaque
a.d.g.c. (A, dA) v6rifiant Hi(A, dA)= 0 a un module minimal unique h
isomorphisme pros [29].
Le modOle minimal d’un espace S est, par d6finition, le module minimal de

l’alg6bre des P.L. formes rationnelles sur S. Inversement, chaque alg6bre
minimale (AX, d) est le module minimal d’un espace topologique, not6
(AX,d)), qui est sa r6alisation g6om6trique [29].
AX est muni de deux graduations, l’une provenant de celle de X, l’autre de

la d6composition AX (3,0 APX ofa AeX est l’espace vectoriel engendr6
par les mots de longueur p dans une base fix6e de X. Comme Im d c A/X-
A+X, d peut s’6crire comme somme de drivations d (i >_ 2) v6rifiant
di(X) AiX. En particulier d 0 et (AX, d2) est une a.d.g.c, minimale.

1.2. Le crochet de Whitehead sur ,r,(S) induit, par l’isomorphisme
canonique de degr&l

a,. -;

une structure d’alg6bre de Lie sur ,r,(fS) (R) Q isomorphe/ l’alg6bre de Lie
des 616ments primitifs de H,(fS; Q).

s- Hom(X; Q) est aussi muni d’une structure d’alg+bre de Lie gradu6e par
la formule

x) (d,_x;

TI-IkORkM. (Andrews-Arkowitz, Sullivan). Les algbres de Lie gradu&s

r.(fS ) (R) Q et s -1Hom( X; Q)
sont isomorphes.

1.3. L’entier m 4tant fix6, l’id4al A> ms est d-stable. Soit q: (AX, d) --,

(AX/A ms d) la projection canonique et (AY, D) un mod4le minimal de
l’a.d.g.c, quotient (AX/A> ms d). NOUS obtenons ainsi le diagramme com-
mutatif suivant

(AX, d) - (AY, D)

" AX/A> mX, d)

off r/est un quasi-isomorphisme.
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Df3FINITION [6]. cat(AX, d) est le plus petit entier m tel que a ait un
inverse homotopique h gauche.

THOId/ME [6]. Si (AX, d) est le moddle minimal d’un espace S, alors
cat(AX, d) cat0(S ).

1.4. D6signons par if* le foncteur de Koszul d6fini comme suit [27,
appendice B], [17]: Si L )i>_ 2 Li d6signe une alg6bre de Lie gradu6e,

cg*(L) (As-Hom(L, Q), d2)

o la diff6rentielle d_ est purement quadratique et d6finie par

<dzx; a A fl> __+_ <x; [a, fl]>.

Un cw complexe est dit coformel [26] si cg*(r(fS)(R) Q) est un mod61e
minimal de S. Le type d’homotopie d’un espace coformel ne d6pend que de sa
structure d’alg6bre de Lie d’homotopie rationnelle. En particulier, tous les
produits de Whitehead d’ordre sup6rieur sont nuls.

1.5. Dans [8] nous montrons que la dimension globale d’une alg+bre de Lie
L (gl-dim L) est 6gale h la cat6gorie de cg*(L), c’est-t-dire t la cat6gorie
rationnelle de l’espace conformel associ6 L.

2. Espaces de cat6gorie 2 et 2-c6nes

2.1. THORME 1. Si S est un espace 1-connexe de catgorie 2 et de Q-type
fini alors S ale type d ’homotopie rationnelle du cone d’une Q-type application f
entre deux bouquets de spheres de type fini vrifiant en outre HS(g) bijectif.
[H,(X; Q) dsigne l’homologie sphrique de X, c’est-gt-dire l’image de l’homo-
morphisme de Hurewicz

h
r,(X) (R) Q -* H,(X; Q),

et Hg( g) dsigne le morphisme induit entre les homologies sphriques ].

Remarques. (a) Ceci d6montre la conjecture de Lemaire-Sigrist [21]
lorsque Cato(S) < 2. I1 en r6sulte aussi que (f(S) 3) (cat0S 3). Ainsi,
par exemple, l’espace S (S 2 v CP2)k.J,2 e7 avec a [i2, hi oh i2 d6signe le
g6n6rateur de r(S) et h l’616ment de Hopf de rs(CP2), est de cat6gorie 3
[211.

(b) Soit f: S1 S_ une application continue entre deux cw complexes
1-connexes de Q-type fini. Supposons que r,(f)(R) Q soit injective, alors
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d’aprs [6, 5.1], si S2 est rationnellement un 2-c6ne, il en est de mme de S1.

En particulier, tout retract d’un 2-c6ne est un 2-c6ne.

2.2. La d6monstration du Th6or6me 1 se base sur le lemme suivant dont la
d6monstration est report6e au paragraphe 2.4.

LEMME 2. Supposons cat(AX, d) 2 et W un sous-espace maximal
d’indcomposables de AX vrifiant dW c A2W, alors il existe une dcomposi-
tion de AX sous la forme AX AW (R) AV avec

(a) dV c (AW (R) A+V) A>-3W,
(b) [kerd c ((AW (R) A+V) A>-3W)] c d(AX).

2.3. Dmonstration du thorme 1 Soit S un espace de cat6gorie rationnelle
2 et de module minimal (AX, d). Avec les notations du lemme consid6rons la
compos6 des projections canoniques

(AX, d) q-+ (AX/A>-3X, d-) t_+ (AW/A>_3W, d-).

Le lemme montre que l’application l a bien un sens et que le compos6 lq est
injectif en cohomologie. Ecrivons

H(AW/A>- 3W, d3 Im(lq) T.

T est repr6sent6 dans (AX, d) par un sous-espace R contenu dans A2W, de
sorte que nous obtenons un quasi-isomorphisme

(AX, d) L (AW/A>-3W + R, d-).

Munissons W de la graduation "inf6rieure" un, l’a.d.g.c.

(AW/A>- 3W () R, d-)

devient bigradu6e. Son mod61e minimal (AX, d) est donc muni, quitte /a

remplacer X par un autre espace d’ind6composables, d’une bigraduation
faisant de k un morphisme bigradu&
Notons 1 s-lH2 (AX, d) et choisissons une section o de la projection

canonique (A2X1) A Ker d H2(AX, d). D6finissons alors la loi de multipli-
cation et la diff6rentielle dans l’a.d.g.c.

( AW/A>- 3W + R + ff, c)
par les r6gles, . f 0, fl. 2 0, a(f) o(h). Clairement

H>_2(AW/A>-3W + R 9 if1, d) O.
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Consid6rons maintenant la suite exacte d’a.d.g.c.

0 (AW/A>- 3W R, d-) J-) (AW/A>- 3W R if1, d) (/, 0) 0.

I1 r6sulte de [12, Th6or6me 15.18] que cette suite exacte peut 6tre r6alis6e par
une cofibration

Z L so,

O ES (resp. Y.S2) d6signe la suspension de S (resp. $2). S a donc le type
d’homotopie rationnelle du c6ne d’une application entre suspensions. I

2.4. Dmonstration du lemme. Consid6rons le diagramme commutatif
suivant, oh pest un quasi-isomorphisme:

(AX, d) ’q (AX/A 2X, d)

"’’(AX (R) AT, D).

Comme (A X, d) est de cat6gorie 2, admet une r6traction

r’(AX(R)AT, D)-)(AX, d)

v6rifiant r[ x id [6]. Pour obtenir le r6sultat souhait6, nous allons construire
par r6currence un espace vectoriel d’ind6composables W (v)l <i < j v6rifiant:

(1) dv (A + V<i AW) A>3W [V<i (Vl,... oi_1)];
(2) Ker d ((A+V2 (R) AW) A>- 3W) c d(AX);
(3) I1 existe une suite de g6n6rateurs t de T avec

Dr, AW (R) AT<i, r(ti) v et P(ti) O.

Supposons avoir constmit (v,..., vj) v6rifiant (1), (2) et (3). Quitte h
effectuer un changement de base, nous pouvons supposer que W (v)_<_<
c X. Soit alors o un 616ment de degr6 minimal dans un suppl6mentaire de
W (v) dans X.

do (A+V_j (R) AW) A>-:W.

do a +/3 avec a dans A W et fl dans (A + V_< j
(R) AW) A>- W. da dfl

0. Par (2), fl est un d-cobord, a est donc aussi un d-cobord. Posons a d
()’ W) et vj+ o "t.
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L’hypoth6se d’induction montre que la restriction de la r6traction r h
AW (R) AT_< jest un isomorphisme

r" (AW (R) AT_<j, D) (AW (R) AV_<j, d),

r-l(do+l) est un cocycle de (AW (R) AT<j, D). Comme p(r-ldvj+l)= 0, il
existe un dans (AX (R) AT, D) avec DtI)-= r-l(dvj+l), pO est un cocycle, p
6tant surjective au niveau cochanes et au niveau cohomologies, pest surjec-
tive sur les cocyles. I1 existe donc un cocycle a avec p(a) p(O). Posons dans
ce cas d, a. dO’ r- dvj+ 1, P(O’) 0. ’ appartient donc ?a A+T (R)

A X. ’ est ind6composable, car autrement rO’ serait d6composable et ceci
contredit l’hypoth6se de maximalit6 sur W.
Avec un changement de g6n6rateurs, on peut supposer ’ T. On pose

alors tj+ O’ et vj+ r(tj+ 1)- Comme dvj+ dv+l, les hypotheses 1 et 3
sont v6rifi6es jusqu’en j + 1.
A ce niveau, la restriction de r h AW (R) AT_< j+ est un isomorphisme

r" (AW (R) AT_<j 1, D) (AW (R) AV_<j+I, d).

Si maintenant a ker d c3 ((A + V_<j+1 (R) AW) A>-3W), alors pr-la O,
r-(a) D(u) et a dr(u) ce qui prouve (2). m

3. Homotopie d’un 2-cdne

3.1. Soit Sle c6ne d’une application f entre suspensions

L L s.

Supposons que H,(g) soit bijectif. D6finissons Ls comme l’alg6bre de Lie
r,(flYS2) (R) Q/Imr,(ff)(R) Q. Ls est non seulement un invariant de la
cofibration, mais surtout un invariant de S (Prop. 3.4.). D’apr+s [19, prop.
2.10], on a clairement:

PROPOSITION. Ls Im r.(flg) (R) Q.

3.2. L’int6rSt de Ls r6side dans le th6or6me suivant:

TI-IORM 2. Si S est de catgorie rationnelle 2, alors S ale type d ’homo-
topie rationnelle de l’espace total d’une fibration F E Boit r,(B) (R) Q
Ls et oi F a le type d’homotopie rationnelle d’un bouquet de sphOres. La

suite exacted ’homotopie de la fibration induit en outre une extension d’algbres
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de Lie

Ddmonstration

0 - L(U) r,(flS) (R) Q Ls O.

Soit f: ES Y.S2 une application continue de cofibre

Nous pouvons supposer (2) que H,[(g) est bijectif. Notons alors (AZ, d) un
module minimal h diff6rentielle quadratique de $2 et R un suppl6mentaire
des cocycles dans A2Z. I R 9 A>3Z est un id6al acyclique. Comme
r.(f) (R) Q est injectif, f admet un mod61e surjectif du type

( AZ/I, d-) (*("S1) 0).

I1 r6sulte alors de [12, Th6or6me 15.18] que kerf-est un mod61e de S.
Munissons (AZ/I, d) d’une nouvelle graduation, not6e inf6rieurement, en
munissant Z de la graduation 1. Munissons 6galement H*(ES1;Q) de la
grad_uation 1. f-devient ainsi un morphisme bigradu6 d’a.d.g.c, bigradu6es.
ker f est donc aussi bigradu& Notons

(AX, d) - (kerf-, d)

un mod61e minimal muni d’une bigraduation X xq pour laquelle u est
homog6ne, q0 induit h son tour un morphisme bigradu6 q rendant com-
mutatif h homotopie pr6s le diagramme

0 (kerf, d) L (AZ/I, d) *(ES; Q) - O.

(Ax, d) (AZ, d)

Consid6rons maintenant la fibration rationnelle [12], [30]

(AX, d) - (AX, d) + (AX>_E, d-)

(A X_> 2, d) est quasi-isomorphe (AX (R) AX, D) off X est muni de la
graduation inf&ieure 0 et off D v6rifie DYl X_l A_E(x -1)-Cette derni6re
a.d.g.c, est elle-mSme quasi-isomorphe/ (kerr (R) AX1, D’):

(AX @ AI, D)u_id(kerf@A, D’).
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Comme ker f-est concentr6 en graduations 0, 1 et 2, il en est de mme de
kerf- (R) A et done_ H>_3(A X>_ 2, d-) H>_3(ker f- (R) A 1, D’) 0. I1 en
r6sulte que (AX>_ 2, d) a le type d’hom_otopie rationnelle d’un bouquet de
spheres d’homologie r6duite H2(A X>_ 9_, d) -= X2 U.

I1 en r6sulte que

Ls Im r(fg) (R) Q Im s-Hom()l, Q) s-Hom(X, Q). II

3.3. PROPOSITION. Soit S un espace de cat$gorie rationnelle 2, les conditions
suivantes sont $quivalentes.

(1) S est coformel.
(2) Toute cofibration

S L S2
L s

avec H,S(g) bijectif v$rifie Ls r,(fS) (R) Q.
(3) II existe une cofibration

k k s

avec H(g) bijectif et rr,(g) (R) Q surjectif.
(4) rr,(S) (R) Q est engendrde comme algbre de Lie par un espace vectorie!

V tel que le morphisme de Hurewicz restreint

hlv" r,(S) (R) Q --> H,(S; Q)

soit injectif.

Dmonstration. (1) (2) Avec les notations de la d6monstration du
Th6or6me 2, X> 2 doit tre nul, car autrement d ne peut pas tre quadratique.
X X et donc Ls =- r,(fS) (R) Q.

(2) (3) Evident.
(3) (4) R6sulte du diagramme

(4) (1) s-1Hom(X; Q) doit 8tre engendr6 comme algbre de Lie par

s-lHom(X C ker d, Q) s-XHom(X ker d, Q).
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Comme d(X2) c A3X1, X2 0. I1 en r6sulte que d(X3) c A4X1 et donc que
X3 0, et ainsi de suite. Finalement, X X1 et S est coformel (1.4). m

3.4. PROPOSITION. La classe d’isomorphisme de Ls est canonique.
Dmonstration. Toute cofibration

S "f & k S

avec Hg(g) bijectif fournit un module de Quillen (L(V), d) v6rifiant

V Vo V, d(Vo) O, d(V1) c L(Vo) Vo s-IH,(S; Q).

Comme Ls est isomorphe t H0(L(V), d), montrons que cette derni6re
alg6bre de Lie est canonique.

Soient donc (L(V), d) et (L(V’), d’) deux mod61es minimaux de Quillen de
S du type pr6c6dent et q: (L(V), d)---, (L(V’), d’) un isomorphisme: tp
+ooY’-i=-oo % avec %(L(V)) k c L(V’)k_i. L’hypoth6se H(g) bijectif montre

alors que la restriction de tp0 aux ind6composables est un isomorphisme.
Construisons donc q(L(V), d) - (L(V’), d’) en posant +(V/) tp0(V/) et

en 6tendant q en un morphisme d’alg6bres de Lie. Un petit calcul montre que
q est compatible avec les diff6rentielles Comme q restreint aux ind6composa-
bles est un isomorphisme, q est un isomorphisme et Ho(L(V),d )
Ho(L(V’), d’).

3.5. Dans la fibration F E-+ B du paragraphe 3.2., la repr6sentation
d’holonomie d6finit une op6ration de H.(B; Q) sur H.(F; Q). Ceci fournit
l’action de Ls sur U du Th6or6me 2.
De simples calculs montrent alors: La dimension globale de Ls est 3 si et

seulement si U est un U(Ls)-module libre.
Plus g6n6ralement, la dimension globale de Ls est 6gale t deux plus la

dimension projective de U comme Ls-module

gl dim(Ls) 2 + proj dim(U).

Tor3v(s)(Q, Q) --- U (R)
U(Ls) Q"

4. Structure de I’algbre de Lie de r,(S) (R) Q

Dans cette section, nous d6montrons les Th6or6mes 3 et 4 de l’introduction.

4.1. THkOP.&ME 3. Soit S un cw-complexe 1-connexe de Q-type fini tel que
cat0S 2 et dimr(S) (R) Q m.
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(a) Si S n’est pas coformel, alors r(2S) (R) Q est isomorphe au produit
semi-direct L(U) t/, Ls, dim U > 4 et r(2S) (R) Q ne contient pas d’idaux
rdsolubles non nuls.

(b) Si S est coformel, alors tout iddal rdsoluble de Ls est soit une algdbre
libre engendrde par un dldment de degrd impair, soit le centre Z(S) (a) de Ls
et dans ce cas lal est pair.

4.2. THORIME 4. Si, en outre, dim S < n, alors pour tout entier p, il existe
]pn, (p + 1)n[ tel que r(fS) (R) Q 4 O.

4.3. Remarques. (1) Le Th6or6me 3 exprime que vr(fS) (R) Q est "semi-
simple" si S est non coformel.

(2) Du Th6or6me 3 et de [7] il r6sulte que r(flS)(R) Q contient une
sous-alg6bre de Lie fibre sur deux g6n6rateurs saul peut-Stre si r(flS) (R) Q
Ls est "semi-simple".

(3) Dans tous les cas, r(fS) (R) Q contient une sous-alg6bre "semi-simple"
de codimension finie.

4.4. Exemples. (1) Les espaces de cat6gorie 2, S (S 5 v S 5) et S2

(S 5 v S5) sont coformels. L’inclusion de S 3 S (S v S5) et l’applica-
tion de Hopf S --> S 2 d6finissent des 616ments non triviaux dans le centre de
chacune des alg6bres de Lie d’homotopie.

(2) Soit S le cw complexe d6fini par

S S2a V S V Sc2Ue4Ue4

avec [i a, i] lib, ib] et WE[ib, ib] [ic, ic] 01 a (resp. ib, ic) d6signe
l’injection de Sa2 (resp. S, S2) dans S.

CatoS 2, dim r(fS) (R) Q 2 et [ia, a] est darts le centre de w(fS) (R) Q.
Par suite, S est coformel et r>g(flS ) (R) Q est une sous-alg6bre libre de
vr(fS) (R) Q [7]

(3) Consid6rons l’espace formel S d’alg6bre de cohomologie

H A(x, y, z, t)/(xy, x 2 y2 zx ty, zt) Ixl lyl 2 Izl Itl 3

alors

S--Q(Sa2v Sb2vS3 VSa3) U e4 U e5 U
[a,a]-[b-b] [a,c] [b,d]

CatoS e(S) n(S) 2 [6] et [a, b] est un 616ment du centre de

r(fS)(R)Q=L(o b c d)/([a’a]-[b’b])[a,c],[b,a]

Par suite S est coformel.
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La d6monstration du Th6or6me 3(a) respose sur la Proposition 4.5 suivante.
Rappelons que d’aprs 3.2, nous avons une fibration (*) F ---> S B avec

r,(B) (R) Q Ls, F un wedge de spheres, rr,(f(F)) (R) Q -= L(U), ainsi que
la suite exacte d’alg6bres de Lie scind6e

O-L(U) r(flS) (R)QLsO.
Pour tout espace Met toute application f, notons E l’espace total de la

fibration image r6ciproque de (*) par f:

F F

E S

f
M: B.

4.5. PROPOSITION. Sous les hypothOses du ThorOme 3 et si

Ls r(fS) (R) Q,

pour tout t r(fS) (R) Q se projetant en 0 Ls, il existe f: M ---> B tel
que

E ( V sd) v P et ar,(fP)(R)Q.
i>1

Plus prcisment:
(a) Si lal 2k, alors M P S2+1.
(b) Si lal 2k- 1 et [a, a] O, alors M P S2.
(c) Si lal 2k 1 et [a, a] O, alors M K(Q, 2k) et P

d$signe l’espace formel d algbre de cohomologie Ax/x 3, Ixl 2k.

4.6. Preuve. Soit (A X, d) le module minimal bigradu6 de S introduit dans
la preuve de 3.2 et x X tel que (x, a) 1. Quitte t quotienter par des
g6n6rateurs de degr6 plus petit que celui de x, on peut supposer que dx O.
Comme cat(AX, d) 2 e(AX, d) [6], il existe n >_ 3 et y tel que dy x ".
En fait, on a les trois possibiliti6s suivantes"

(a) al est pair, alors y 0.
(b) al est impair et [a, a] 0, alors y X et n 2.
(c) al est impair et [a, a] 0, alors y X2 et n 3.
Consid6rons alors la projection p: (AX1, d) (H, 0) off

H= {(Ax) :)
dans le cas a ou c

dans le cas b,
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et le diagramme de somme amalgam6e

(AX>_2, $)

(AX, d)--

(AXI, d)

(AX>_:, a)

(H, 0) (R)Ax(AX, d) -=-) (n (R) AX>_ 2,

(n,0).

On construit alors un KS mod61e de/5 [12]"

(AX, d) (H (R) AX>_9_, d)

(AX (R) A, d’) (A’,

oh Y est concentr6 en graduation z6ro, d’ofl la suite de quasi-isomorphismes

(H (R) AX_>:, a) - (AX (R) A, a’) (- (kerf(R)A, d")

off kerf-et/ sont d6finis comme dans la preuve de 3.2.
Puisque H>_3(kerf(R)A, d")= 0, le seul produit 6ventuellement non nul

dans H(H (R) A X>_ 2, a) est repr6sent6 par x 2.
Comme, (H (R) AX>_2, a) est un mod61e de E [12] la d6monstration est

termin6e, m

4.7. Preuve du Thorme 3(a). (1) Estimation de dimU. L’hypoth6se Ls
,r.(fS) (R) Q entralne 6videmment que dim U > 1.

Supposons que Lsne soit pas concentr6 en degr6s impairs, alors d’apr6s
4.5(a), il existe une fibration

F E S2k+1 tellequeE= Vsd’vs2k+t

i>_1

Consid6rons la suite exacte longue d’homotopie de cette fibration

0 L(U) - L(U* (a)) L(a) -* 0.

En consid6rant la suite spectrale [18] convergente

Tor,r(")(Q, Tor,V(V)(Q, Q)) Tor,r(z")(Q, Q)

on voit facilement par un "argument de coin" que

Torxr(")(Q, Torxr(U)(Q, Q)) 0
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d’ofi U-- Tor(V)(Q, Q) est un T(a)-module libre, ce qui entrMne que dim
U-- OOo

Supposons maintenant que Ls soit concentr6 en degr6s impairs, Ls est
ab61ienne et cg*(Ls) AY est une alg6bre sym6trique (Y ypair) et d’apr6s
(3.2), (AY/A3y, 0) est un mod61e de S.
La projection canonique (AY, 0) ---, (AY/A>-3Y, 0) correspondant h la pro-

jection S --, B, il en r6sulte que

est un mod&le de f. Ainsi,

dim U dim H* ( F, Q) dim H(AY/A3y (R) A, d ).

Consid6rons alors la suite exacte courte

0 --, (A>- SY (R) A, d’) (AY (R) A, d’) --, (AY/A ’Y (R) A, d) -, 0

et la graduation d6finie par la longueur des mots en Y. Comme (AY (R) AY, d’)
est acyclique,

dim H(AY/A 3y (R) A, d) dim H(A>- 3y (R) A, d’).

Or H(Aa3Y (R) A, d’) d’(A2y (R) A). Ce dernier espace s’identifiant lui-
mSme h un suppl6mentaire de d’(Y (R) A) dans A2y (R) A. I1 en r6sulte que

dimU< o sidimY< o

et que si dim Y 1, dim U 0, donc dim Y > 2 et alors dim U > 4
(2) Semi-simplicit de ,r(2S) (R) Q. Soit a I, a : 0 et supposons que 1

soit un id6al r6soluble, alors la projecton ff de a dans Ls est diff6rente de z6ro.
D’aprs (4.5), il existe/3 L(U) tel que L(a, fl) soit une sous-algbre libre de
r(fS) (R) Q ce qui contredit le fait que Iest r6soluble.

4.8. Preuve du Thorme 3(b). Si S est coformel, d’aprs (3.3),

Ls ,r(fS) (R) Q.

Consid6rons un ideal r6soluble I de Ls, alors Ipair * I_ est une sous-
algbre de Lie de dimension globale < 2 [6, Th6or6me 5.1] qui est r6soluble.
N6cessairement [8, Th6orme 2], dimI est finie. En appliquant alors [6,
Prop. 10.6] t c*(Ipr) nous obtenons que dim 1pair < 2. Puisque dim Ls o,
choisissons a O, a (Ls),r tel que [a[ > sup{ i[ I : 0).

Alors Ipr (a) est une sous-algbre de Ls. Par suite gl-dim(/pair ([ (0)) __<
2, ce qui n’est possible que si gl-dim(Ii,) < 1.
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Or si dim(lp) 0, I 0 et si

gl-dim(Ip) dim(Ipair) 1,

alors il n’y a que deux possibilit6s"
(a) Iinp (fl) et ([ t, fl ]) Ipair.
(b) Iip 0 et (fl) Ipair et dans ce cas Ipair Iest le centre de Ls. m

4.9. Preuve du Thdorme 4. Supposons l’existence d’un p > 0 tel que,
pour chaque i, pn < < (p + 1)n, ri(flS ) (R) Q 0.

D6signons alors par ck un crochet de longueur k 1 de la forme

Ck [ak, Jerk-l, [... [a2, all-.-]

avec lal n 1, a Ls.
D6signons par ci les crochets interm6diaires

Ci [oti, [oti_l,... [a2, Otl] ].

Comme Icl 1 et Icl Ic_x _< n 1, ck doit 6tre nul pour k > pn. Ls est
donc de dimension finie. Or r.(S) (R) Q est de dimension infinie. I1 en r6sulte
que S n’est pas coformel.

Si (A X, d) d6signe le mod61e minimal de S, supposons que pour tout i,

pn + l < < (p + 1)n, Xi= O.

Soit alors k maximal tel que k < pn + 1 et sk=/= O. Toute application
lin6aire f: X Q se prolonge en une d6rivation 0/de AX de degr6 -k avec
[/7, d] 0. par d6finition, 0! est un 616ment non nul du groupe de Gottlieb

G,(S) Z(S) [71 ce qui contredit 4.1(a). m

5. Applications h la cohomologie des anneaux locaux (A, m) vrifiant
m3--_0

5.1. Soit (A, m) un anneau local (commutatif, noetherien) de corps r6siduel
K A/m. La qe d6viation de A, eq(A), est 6gale au nombre de variables de
degr6 q sur A [2]. La premi6re d6viation el(A) est 6gale h la dimension
d’immersion de Aet la s6rie de Poincar6 de A est d6finie par la formule

( (1 + t2q-1) e2q-x

Pa(t) E dimk,TOrf(K, K)t= I-’[ (1 t2q) e2q
j=0 q----1

Si A est une intersection compl6te, alors eq(A) 0 pour q > 2 [11] et nous
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avons la conjecture d’Avramov-Gulliksen [2]" "Si A n’est pas une intersection
compl6te, alors eq(A) > 0 Xlq".

5.2. Supposons d6sormais m3= 0 et K de caract6ristique z6ro. Soit
Ext)(K, K) la sous-alg6bre de Hopf de ExtA(K, K) engendr6e par les 616ments
de degr6 1 [24]. D6signons aussi par La (resp. L l’alg6bre de Lie des
616ments primitifs de EXtA(K,K) (resp. Ext)(K, K)).
Comme indiqu6 en [24], PA PgrA), LA Lgr(A), de sorte que nous pouvons

supposer A gradu6 (A K A2 . A4, A2 m/m2, A4 m ).
A admet d’autre part un mod61e bigradu6 (AZ, d) au sens d’Halperin-

Stashef [14]. Nous obtenons de faon classique la fibration de l’espace des
lacets

(AZ, d) -, (AZ (R) AZ-, -, [29]

avec (Z-) qP ZP+q-1,1 D- z A2(Z Z--)et ep dim Zp_ 1.

Dans [14], on d6montre en plus que

(AZ-) Tor(K, K) Hom(Ext(K,K)).

Du th6or6me de Poincar6-Birkhoff-Witt, il r6sulte alors que les alg6bres de Lie
gradu6es ,r(f(AZ, d)) Hom(Z,K) et L sont isomorphes.

5.3. De l’hypoth6se m 0, il r6sulte que cat(AZ, d) < 2 [6, 9.3]. Si S est
une r6alisation g6om6trique de l’a.d.g.c. (AZ, d), alors l’alg6bre de Lie Ls est
isomorphe h L(A1); la suite exacte (3.2) redonne la suite exacte de L/ffwall [24]

0 L(U) --, La L1) --, O.

Les r6sultats du 4 se traduisent alors dans ce contexte. En particulier, nous
obtenons

THORIME 5. Si (A, m) est un anneau local de corps rOsiduel k de
caractristique zro vrifiant m 0 et dim LA c, alors"

(1) Si L. 4 L), L est semi-simple et contient une sous-algObre de Lie libre
au moins deux g$nrateurs.
(2) Si La L(A1), alors
(a) route sous-algbre r$soluble de La est de dimension < 4,
(b) tout ideal r$soluble est de dimension < 2,
(c) si LA n’est pas semi-simple, alors LA contient une sous-algbre de Lie

libre de codimension finie.

COROLLAIRE.
finie.

La contient une algObre de Lie semi-simple de 6odimension
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6. Questions et probl6mes

6.1. Comme nous l’avons remarqu6 en 3.4, si cat0S 2, l’alg6bre de Lie Ls
d6termine compl6tement le type d’homotopie rationnelle de S. Inversement,
toute alg6bre de Lie de pr6sentation finie peut 8tre r6alis6e comme le Ls d’un
cw-espace S, 1-connexe de Q-type fini.

Q1. Quelles conditions doit supporter Ls pour que H*(S, Q) satisfasse gt la
dualitd de Poincard?
(Remarquons que si Ls est le quotient d’une alg6bre de Lie libre par une

suite inerte d’au moins deux relations, alors cela n’est jamais possible).
6.2. Pour les espaces de cat6gorie rationnelle 2 v6rifiant une hypoth6se

technique suppl6mentaire (non coformel ou centre non nul), le Th6or6me 4.1.
r6sout la conjecture suivante:

Conjecture (Avramov-F61ix). Si cat0(S ) < oo, r,(fS) (R) Q , alors
r,(fS) (R) Q contient une sous-alg6bre de Lie fibre h au moins deux
g6n6rateurs.

La taille de cette alg6bre de Lie fibre est une autre question. Celle-ci ne peut
pas toujours 8tre de codimension finie comme cela peut 8tre vu dans l’exemple
suivant:

s (s v s x (s v

Q2. Si cat o s 2 et dim r,(flS) (R) Q oo, r,(fS) (R) Q contient-elle une
sous-algObre de Lie libre L telle que la sdrie de Poincard de UL,
Ei >_ o dim Tor/W(k, k) et la s&ie de Poincard de aS,

dim Hi(S; Q)t
i>1

aient le mgme rayon de convergence?
6.3. D’apr6s [7], si cat o S 2 on a la relation dim G(S) dim Z(S) <

catoS. Par contre, on peut lire en [6] que dim G(S) < CatoS, sans restriction
sur cat oS.

Q3. Est-ce que dim Z(S) < CatoS si Cato(S ) > 3?
6.4. Soit S un espace de cat6gorie 2. De la Proposition 4.5, nous d6duisons

que, si S est non coformel et dim S n, il y a deux possibilit4s pour Ls: soit
Ls contient un 616ment a de degr6 pair < 2(n 1) soit Ls Lmp et dans ce
cas dim H*(F, Q) est finie.
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Dans le premier cas, il existe fl L(U), dim U o tel que L(a, fl) soit une
sous-alg6bre de r(flS) (R) Q. Le probl6me est alors de d6terminer en fonction
de n le plus petit degr6 possible pour ft.

Q4. Existe-t-il une fonction f(n) telle que si d[(AX < f(n) est quadratique,
alors d est quadratique?
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