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SUR LA STRUCTURE DES ESPACES DE L.S.
CATEGORIE DEUX

PAR
YVES FELIX! ET JEAN-CLAUDE THOMAS?

0. Introduction

0.1. Tous les espaces S considérés dans cet article sont supposés 1-con-
nexes, ayant le type d’homotopie d’'un cw complexe et de cohomologie
rationnelle H*(S; Q) de dimension finie en chaque degré. Chaque groupe
abélien 7;(S) ® Q est alors de rang fini et le crochet de Whitehead, défini sur
74(S), munit 7(2S) ® Q d’une structure d’algébre de Lie graduée appelée
I’ algebre de Lie d’homotopie rationnelle de S.

Le but de cet article est ’étude de cette structure d’algébre de Lie lorsque S
est de catégorie rationnelle 2. Rappelons que la catégorie de Lusternik-
Schnirelmann d’un espace topologique S, notée cat S, est le plus petit entier m
tel que S puisse étre recouvert par m + 1 ouverts contractiles dans S. La
catégorie rationnelle d’'un espace 1-connexe, notée cat,(S), est par définition
la catégorie du rationnalisé Sq de S, et nous avons la relation

cat,S < cat S [31].

Le premier calcul de 7, (22S) ® Q est di a Hilton en 1955 [15]. Hilton y
démontrait que, si S est un bouquet de sphéres 1-connexes, alors 7,(2S) ® Q
est une algébre de Lie graduée libre. Tout espace de catégorie rationnelle un
ayant le type d’homotopie rationnelle d’'un bouquet de sphéres, le résultat de
Hilton se généralise a ces espaces.

Pour les espaces de catégorie deux, ceci n’est plus vrai. La situation est
beaucoup plus complexe. Par exemple, ’homotopie rationnelle de I’espace
(S? Vv S?) X S§? a un centre non nul. Ces espaces de catégorie deux con-
stituent en fait rationnellement le premier type non évident de structure
cellulaire. Ils ont été beaucoup étudiés, notamment par J.M. Lemaire dans sa
thése [18]. Ils sont trés riches: C’est parmi ces espaces que D. Anick trouva un
contre-exemple a la conjecture de Serre [1).
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0.2. Un l-cOne est par définition une suspension. Par récurrence un espace S
sera dit un n-cdne s’il a le type d’homotopie rationnelle de la cofibre d’une
application continue d’un bouquet de sphéres dans un » — 1 cbne. Une
conjecture de Lemaire et Sigrist [21] s’énonce alors comme suit:

Conjecture Si S est un espace l-connexe de catégorie rationnelle n, alors S
est un n-cone.

Dans un premier temps nous montrons (Théorethe 1) qu’un espace de LS
catégorie 2 est un 2-cdne , résolvant ainsi la conjecture de Lemaire-Sigrist dans
le premier cas non trivial. Plus précisément, S a le type d’homotopie ration-
nelle de la cofibre d’une application continue f entre deux bouquets de sphéres

n m
VEZEVETES:

i=1 j=1

telle que Papplication induite par g en homologie sphérique Hi(g) soit
bijective.

0.3. En ajoutant a4 S des cellules, de fagon a rendre g surjective en
homotopie, nous obtenons un cw complexe relatif (S, S) pour lequel nous
démontrons le théoréme suivant:

THEOREME 2. La fibre homotopique de I’inclusion naturelle k: S — Sale
type d’homotopie rationnelle d’un bouquet de sphéres. La suite exacte longue
d’homotopie de la fibration associée a k définit une extension triviale d’algébres
de Lie

0->LU)->7(2S)®Q—>Lg—>0

ou L(U) désigne I’ algébre de Lie libre engendrée par un espace vectoriel U.

0.4. La structure de 7(2S) ® Q est donnée par cette extension. Elle fournit
en outre le théoréme suivant:

THEOREME 3-4. Si caty(S) =2 et dim7(22S) ® Q = oo, alors:

(@) SiS =+ S, alors 7(2S) ® Q est une algébre de Lie semi-simple infinie et
est un produit semi-direct L{U) X Lg avec dimU > 4.

(b) Si S =S alors m(2S) ® Q = Ly et tout idéal résoluble de Lg est une
algébre de Lie libre a un seul générateur.

Si en outre dim S = n, alors:

(c) Pour tout entier p, il existe i €]pn,(p + 1)n[ tel que m,(2S) ® Q # 0.

0.5. 11 est bien connu [28], [9], [8] que les techniques de I’homotopie
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rationnelle s’appliquent a I’étude des anneaux locaux. Nous obtenons ainsi, en
particulier:

THEOREME 5.  Soit (A, m) un anneau local noetherien de caractéristique zéro
tel que m3® = 0. Notons L, I’algébre de Lie des éléments primitifs de 1’ algébre
de Hopf Ext ,(k,k) et L la sous-algébre de Lie engendrée par les éléments de
degré 1. Supposons que A n’est pas une intersection compléte.

(i) SiL,+ LY, alors L, est semi-simple et contient une sous-algébre de
Lie libre a deux générateurs.

@) SiL, =LY, alors:

(@) Tout idéal résoluble de L, a une dimension inférieure ou égale a deux.

(b) Si L, n’est pas semi-simple, alors L, contient une sous-algébre de Lie
libre de codimension finie.

0.6. En utilisant le dictionnaire de [8, Théoréme 1.4] le Théoréme 3 se
transpose non seulement aux anneaux locaux mais également aux algébres de
Lie graduées de type fini sur un corps de caractéristique zéro k. Nous laissons
le soin au lecteur d’établir la correspondance.

0.7. Récemment, par des technique différentes, C. Lofwall [23] et R. Bagvad
[4] ont obtenu des résultats complémentaires fort intéressants sur le centre des
algébres de Lie graduées de dimension globale 2.

0.8. Le texte s’organise de la maniére suivante:

(0) Introduction.

(1) Homotopie rationnelle.

(2) Espaces de catégorie 2 et 2-cOnes.

(3) Homotopie d’un 2-cone.

(4) Structure de l'algébre de Lie #(2S) ® Q.

(5) Applications a la cohomologie des anneaux locaux.

(6) Questions et problémes.

1. Homotopie rationnelle et L.S. catégorie

L’homotopie rationnelle et la théorie des modeéles minimaux sont les prin-
cipaux outils de ce papier. Nous utiliserons les techniques standard de [3], [12],
271, [29]. Pour la commodité du lecteur, nous rappelons maintenant briéve-
ment quelques définitions, notions et résultats.

1.1. Une algeébre différentielle graduée commutative (a.d.g.c.) (4, d ;) est une
algébre graduée A, commutative au sens gradué,

x-y= (__1)IXHyI
munie d’une dérivation d, : A? — AP*1 vérifiant (d,)? = 0.

Un morphisme d’a.d.g.c. ¢: (4, d,) = (B, dp) induisant un isomorphisme
en cohomologie est appelé un quasi-isomorphisme.

Si X= &,,, X” est un Q-espace vectoriel gradué, A X désigne I'algébre
commutative graduée libre sur X.

y - x - avec |x| = degré de x,
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A X = lalgeébre extérieure (X'™Par) @ algébre symétrique (X P*r). De fagon
évidente AX = Q & A" X ou A™* X désigne I'idéal d’augmentation de A X.

Une algebre différentielle graduée commutative de la forme (A X, d) est dite
minimale si d(X) C A*X-A*X.

Le modéle minimal d’une a.d.g.c. (A4, d ) est une paire formée d’une a.d.g.c.
minimale (A X, d) et d’un quasi-isomorphisme ¢: (A X, d) — (4, d,). Chaque
ad.g.c. (4,d,) vérifiant H'(A,d,) =0 a un modéle minimal unique 2
isomorphisme prés [29].

Le modeéle minimal d’un espace S est, par définition, le modéle minimal de
Palgébre des P.L. formes rationnelles sur S. Inversement, chaque algébre
minimale (A X, d) est le modéle minimal d’un espace topologique, noté
{(AX,d)), qui est sa réalisation géométrique [29].

A X est muni de deux graduations, 'une provenant de celle de X, I'autre de
la décomposition AX = @, , APX ob APX est Iespace vectoriel engendré
par les mots de longueur p dans une base fixée de X. Comme Imd Cc A*X -
A*X, d peut s'écrire comme somme de dérivations d; (i > 2) vérifiant
d;(X) € A'X. En particulier d7 = 0 et (A X, d,) est une a.d.g.c. minimale.

1.2. Le crochet de Whitehead sur m,(S) induit, par Pisomorphisme
canonique de degré-1

8y: m(S) > m(QS),

une structure d’algébre de Lie sur 7, (2S) ® Q isomorphe a l'algébre de Lie
des éléments primitifs de H,(2S; Q).
s~ ! Hom( X; Q) est aussi muni d’une structure d’algébre de Lie graduée par
la formule
({57, s78]; x) = (dyx; a A B).
THEOREME. (Andrews-Arkowitz, Sullivan). Les algébres de Lie graduées
T(2S) ® Q et s! Hom(X; Q)

sont isomorphes.

1.3. L’entier m étant fixé, 'idéal A”™X est d-stable. Soit ¢: (AX, d) —
(AX/A>"X, d) la projection canonique et (AY, D) un modéle minimal de
la.d.g.c. quotient (AX/A” "X, d). Nous obtenons ainsi le diagramme com-
mutatif suivant

(AX, d) : ~ (AY, D)

|

(AX/A>"X, d)

ou 7 est un quasi-isomorphisme.
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DEFINITION [6]. cat(A X, d) est le plus petit entier m tel que « ait un
inverse homotopique a gauche.

THEOREME [6]. Si (A X, d) est le modéle minimal d’un espace S, alors
cat(A X, d) = caty(S).

1.4. Désignons par €* le foncteur de Koszul défini comme suit [27,
appendice B], [17]: Si L = &, , L; désigne une algebre de Lie gradude,

¢*(L) = (As™'Hom(L,Q), d,)
ou la différentielle d, est purement quadratique et définie par
(dyx; a A By = £(x;[a, B]).

Un cw complexe est dit coformel [26] si €*(w(2S) ® Q) est un modéle
minimal de S. Le type d’homotopie d’un espace coformel ne dépend que de sa
structure d’algébre de Lie d’homotopie rationnelle. En particulier, tous les
produits de Whitehead d’ordre supérieur sont nuls.

1.5. Dans [8] nous montrons que la dimension globale d’une algébre de Lie
L (gl-dim L) est égale a la catégorie de €*(L), c’est-a-dire a la catégorie
rationnelle de ’espace conformel associé & L.

2. Espaces de catégorie 2 et 2-cones

2.1. THEOREME 1. Si S est un espace 1-connexe de catégorie 2 et de Q-type
fini alors S a le type d’homotopie rationnelle du cone d’une Q-type application f
entre deux bouquets de sphéres de type fini vérifiant en outre H*(g) bijectif.
[HS(X; Q) désigne I’homologie sphérique de X, c’est-a-dire 1’image de I’ homo-
morphisme de Hurewicz

m(X) ® Q > Hy(X;Q),

et Hi(g) désigne le morphisme induit entre les homologies sphériques].

Remarques. (a) Ceci démontre la conjecture de Lemaire-Sigrist [21]
lorsque caty(S) < 2. Il en résulte aussi que ( f(S)y=3)= (catOS = 3). Ainsi,
par exemple, I'espace S = (S*> V CP?)U, e’ avec a = [12, h] ou i, désigne le
générateur de 7,(S?) et h I'élément de Hopf de 75(CP?), est de catégorie 3
[21].

(b) Soit f: S; — S, une application continue entre deux cw complexes
1-connexes de Q-type fini. Supposons que m,(f) ® Q soit injective, alors
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d’aprés [6, 5.1}, si S, est rationnellement un 2-cOne, il en est de méme de S;.
En particulier, tout retract d’'un 2-cone est un 2-cone.

2.2. La démonstration du Théoréme 1 se base sur le lemme suivant dont la
démonstration est reportée au paragraphe 2.4.

LeMME 2. Supposons cat(AX,d)=2 et W un sous-espace maximal
d’indécomposables de A X vérifiant AW C AW, alors il existe une décomposi-
tion de A X sous la forme AX = AW ® AV avec

(@) dVc(AW® A'V) e A=W,

(b) [kerd N (AW ® ATV) & A>3W)] c d(AX).

2.3. Démonstration du théoréme 1 Soit S un espace de catégorie rationnelle

2 et de modéle minimal (A X, d). Avec les notations du lemme considérons la
composé des projections canoniques

(AX, d) > (AX/A=3X, d) > (AW/A=*W, d).

Le lemme montre que I’application / a bien un sens et que le composé /g est
injectif en cohomologie. Ecrivons

H(AW/A>*W,d) = Im(lq) & T.

T est représenté dans (A X, d) par un sous-espace R contenu dans A’W, de
sorte que nous obtenons un quasi-isomorphisme

(AX,d) S (AW/A=*W o R, d).

Munissons W de la graduation “inférieure” un, I'a.d.g.c.
(AW/A>*W e R, d)

devient bigraduée. Son modéle minimal (A X, d) est donc muni, quitte a
remplacer X par un autre espace d’indécomposables, d’une bigraduation
faisant de k un morphisme bigradué.

Notons H, = s 'H, (A X, d) et choisissons une section ¢ de la projection
canonique (A%X;) A Kerd — H,(A X, d). Définissons alors la loi de multipli-
cation et la différentielle dans I'a.d.g.c.

(AW/A**We Ro H, d)
par les régles, ® - h =0, h, - h, = 0, d(h) = o(h). Clairement

H,,(AW/A>*We Re H,d) =0.
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Considérons maintenant la suite exacte d’a.d.g.c.
0 — (AW/A>*W @ R, d) > (AW/A>*W @ R & H,, d) - (H,,0) - 0.

I1 résulte de [12, Théoréme 15.18] que cette suite exacte peut étre réalisée par
une cofibration

f
38, 538, 5 8,,

ou XS, (resp. 2S,) désigne la suspension de S; (resp. S,). S a donc le type
d’homotopie rationnelle du cone d’une application entre suspensions. B

2.4. Démonstration du lemme. Considérons le diagramme commutatif
suivant, ou p est un quasi-isomorphisme:

(AX, d) 4 (AX/A>2X, d)
P

(AX ® AT, D).

Comme (A X, d) est de catégorie 2, i admet une rétraction
r:(AX® AT,D) -» (AX,d)

vérifiant r|y = id [6]. Pour obtenir le résultat souhaité, nous allons construire
par récurrence un espace vectoriel d'indécomposables W & (v,); ., ¢ ; vérifiant:
Q) dv,e (ATV_,®@ AW)® A=W [V ;= (vy,...,0_1));
(2) Kerdn (A*V,;® AW) & A>*W) C d(AX);
(3) 1l existe une suite de générateurs ¢; de T avec

Dt;e AW® AT_,,r(t,) =v,et p(t;) =0.

Supposons avoir construit (v,,...,v;) vérifiant (1), (2) et (3). Quitte a
effectuer un changement de base, nous pouvons supposer que W @ (v;); .,

C X. Soit alors o un élément de degré minimal dans un supplémentaire de
W @ (v;) dans X.

do € (A*V_;® AW) ® A>?W.
do = a + B avec a dans A’Wet Bdans (A*V_; ® AW) & A>’W. da = df

= 0. Par (2), B est un d-cobord, a est donc aussi un d-cobord. Posons a = dy
(yreW)etv, ,=0-1.
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L’hypothése d’induction montre que la restriction de la rétraction r a
AW ® AT_; est un isomorphisme

ri(AW®AT_,,D) » (AW® AV_,,d),

<)

r~!(dv},,) est un cocycle de (AW ® AT, ;, D). Comme p(r~'dv},;) =0, il
existe un ® dans (AX ® AT, D) avec D® = r‘l(dvj’.ﬂ). p® est un cocycle. p
étant surjective au niveau cochalnes et au niveau cohomologies, p est surjec-
tive sur les cocyles. Il existe donc un cocycle a avec p(a) = p(®). Posons dans
cecas @’ = & — a. dP’ = r‘ldvj’.H; p(®") = 0. ® appartient donc a A*T ®
A X. @’ est indécomposable, car autrement r®’ serait décomposable et ceci
contredit ’hypothése de maximalité sur W.

Avec un changement de générateurs, on peut supposer ®’ € T. On pose
alors 2, = @’ et v;,; = r(;,,). Comme dv; , = dv],, les hypotheses 1 et 3
sont vérifiées jusqu’en j + 1.

A ce niveau, la restriction de r & AW ® AT_ ., est un isomorphisme

ri(AW® AT_ ., D) » (AW AV_,,,,d).

Si maintenant a € kerd N (A*V_,,; ® AW) & A=3W), alors pr'a =0,
r~1(«) = D(u) et a = dr(u) ce qui prouve (2). B

3. Homotopie d’un 2-céne

3.1. Soit S le cone d’une application f entre suspensions
f
35, 5 38,5 8.

Supposons que H*,(g) soit bijectif. Définissons Ly comme l'algébre de Lie
T(22S,) ® Q/Im 7 (82f) ® Q. Lg est non seulement un invariant de la
cofibration, mais surtout un invariant de S (Prop. 3.4.). D’aprés [19, prop.
2.10], on a clairement:

PROPOSITION. Lg = Im7,(2g) ® Q.

3.2. L’intérét de Lg réside dans le théoréme suivant.

THEOREME 2. Si S est de catégorie rationnelle 2, alors S a le type d’homo-
topie rationnelle de 1’ espace total d’une fibration F - E — B ot 7, (Q2B) ® Q

= Lg et ou F a le type d’homotopie rationnelle d’un bouquet de sphéres. La
suite exacte d’homotopie de la fibration induit en outre une extension d’algébres
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de Lie
0->L(U) > mn(2S)® Q- Lg— 0.
Démonstration. Soit f: 2S; — 3S, une application continue de cofibre

38, 5 .

Nous pouvons supposer (§2) que H,’(g) est bijectif. Notons alors (AZ, d) un
modéle minimal & différentielle quadratique de £S5, et R un supplémentaire
des cocycles dans A2Z. I= R & A>3Z est un idéal acyclique. Comme
me(f) ® Q est injectif, f admet un modéle surjectif du type

(AZ/1,4d) A (A*(=S,),0).

Il résulte alors de [12, Théoréme 15.18] que ker f est un modéle de S.
Munissons (AZ/I, d) d’une nouvelle graduation, notée inférieurement, en
munissant Z de la graduation 1. Munissons également H*(ZS;;Q) de la
graduation 1. f devient ainsi un morphisme bigradué d’a.d.g.c. bigraduées.
ker f est donc aussi bigradué. Notons

(AX,d) > (kerf, d)

un modéle minimal muni d’une bigraduation X = @ X} pour laquelle u est
homogéne. ¢ induit & son tour un morphisme bigradué ¢ rendant com-
mutatif & homotopie prés le diagramme

_ - f -
0 > (ker f, d) > (AZ/I, d) > H*ES; Q) > 0.
u ‘l I t
¥

(AX,d) - (AZ,d)
Considérons maintenant la fibration rationnelle [12], [30]

(AXI’ d) - (AX’ d) - (AX22’ d_)
(AX,,, d) est quasi-isomorphe 3 (AX ® AX,, D) ou )?l_est muni de la
graduation inférieure 0 et out D vérifie DX; — x; € A*(X & X;). Cette derniére

a.d.g.c. est elle-méme quasi-isomorphe 4 (ker f ® A X, D’):

(AX® AX,, D)“24(ker f®AX,, D’).
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Comme ker f est concentré en graduations 0, 1 et 2, il en est de méme de
kerf®AX, et donc_ H,;(AX., d)=H_skerf ®AX,;,D’)=0. Il en
résulte que (AX.,,d) a le type d’homotopie rationnelle d’'un bouquet de
sphéres d’homologie réduite H,(AX, ,,d) = X, = U.

11 en résulte que

Lg=Im7(Qg) ® Q = Ims 'Hom(y;,Q) = s 'Hom(X;,Q).m

3.3. PROPOSITION.  Soit S un espace de catégorie rationnelle 2, les conditions
suivantes sont équivalentes.

(1) S est coformel.

(2) Toute cofibration

f
35, 538,58

avec H,*(g) bijectif vérifie Ly = m(82S) ® Q.
(3) 1l existe une cofibration

f
38, 538, 5 §

avec H,’(g) bijectif et m,(g) ® Q surjectif.
4) m(2S) ® Q est engendrée comme algébre de Lie par un espace vectoriel
V tel que le morphisme de Hurewicz restreint

hly: W*(S) ®Q- H*(S;Q)
soit injectif .

Démonstration. (1) = (2) Avec les notations de la démonstration du
Théoréme 2, X , doit étre nul, car autrement d ne peut pas étre quadratique.
X = X, et donc Ly = 7,(225) ® Q.

(2) = (3) Evident.

(3) = (4) Résulte du diagramme

Hy(2S;Q —2ED  hs;Q)
Th Th
T(2S,) ® Q— =822 .5y e Q

(4) = (1) s 'Hom(X; Q) doit étre engendré comme algébre de Lie par

s 'Hom( X N kerd, Q) = s 'Hom( X, N kerd, Q).
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Comme d(X,) € A3X;, X, = 0. Il en résulte que d(X;) C A*X, et donc que
X, = 0, et ainsi de suite. Finalement, X = X et S est coformel (1.4). B

3.4. PROPOSITION. La classe d’isomorphisme de Lg est canonique.
Démonstration. Toute cofibration

f
385, 538,58
avec H;(g) bijectif fournit un modéle de Quillen (I(V), d) vérifiant

V="V, V,d(V,) = 0,d(V;) € L(V,), Vo = sT'HY(5S; Q).

Comme Lg est isomorphe & Hy(IL(V), d), montrons que cette dernicre
algébre de Lie est canonique.

Soient donc (I(V'), d) et (I(V'’), d’) deux modéles minimaux de Quillen de
S du type précédent et ¢: (L(V),d) = (I(V"’), d’) un isomorphisme: ¢ =
e o avec @,(L(V)), € L(V"),_;. Lhypothése Hi(g) bijectif montre
alors que la restriction de ¢, aux indécomposables est un isomorphisme.

Construisons donc Y(I(V), d) — (I(V”’), d’) en posant (V;) = ¢y(V;) et
en étendant ¥ en un morphisme d’algébres de Lie. Un petit calcul montre que
y est compatible avec les différentielles Comme ¢ restreint aux indécomposa-
bles est un isomorphisme, iy est un isomorphisme et Hy(L(V),d) =
HyA(V"), d"). m

3.5. Dans la fibration F - E — B du paragraphe 3.2., la représentation
d’holonomie définit une opération de H,(2B; Q) sur H,(F; Q). Ceci fournit
I'action de Lg sur U du Théoréme 2.

De simples calculs montrent alors: La dimension globale de Lg est 3 si et
seulement si U est un U(Lg)-module libre.

Plus généralement, la dimension globale de Lg est égale & deux plus la
dimension projective de U comme Lg-module

gldim(Lg) = 2 + projdim(U).
Torj 1, (Q Q) = U ® 4y, Q.

4. Structure de Palgébre de Lie de 7,(2S) ® Q
Dans cette section, nous démontrons les Théorémes 3 et 4 de I'introduction.

4.1. THEOREME 3. Soit S un cw-complexe 1-connexe de Q-type fini tel que
cat,S =2 et dim#(S) ® Q = oo.
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(@) Si S n’est pas coformel, alors w(Q2S) ® Q est isomorphe au produit
semi-direct L({U) X Ly, dimU > 4 et w(2S) ® Q ne contient pas d’idéaux
résolubles non nuls.

(b) Si S est coformel, alors tout idéal résoluble de Lg est soit une algébre
libre engendrée par un élément de degré impair, soit le centre Z(S) = (a) de Lg
et dans ce cas |a| est pair.

4.2. THEOREME 4. Si, en outre, dim S < n, alors pour tout entier p, il existe
i€lpn,(p + Dn| tel que ,(2S) ® Q # 0.

4.3. Remarques. (1) Le Théoréme 3 exprime que 7 (2S) ® Q est “semi-
simple” si S est non coformel.

(2) Du Théoréme 3 et de [7], il résulte que #(2S) ® Q contient une
sous-algébre de Lie libre sur deux générateurs sauf peut-étre si 7(2S) ® Q =
L est “semi-simple”.

(3) Dans tous les cas, #(2S) ® Q contient une sous-algébre “semi-simple”
de codimension finie.

4.4. Exemples. (1) Les espaces de catégorie 2, S> X (S° Vv $%) et §% X
(S* Vv §3) sont coformels. L’inclusion de $3 — S3 X (§° v $°) et I'applica-
tion de Hopf S* — S? définissent des éléments non triviaux dans le centre de
chacune des algébres de Lie d’homotopie.

(2) Soit S le cw complexe défini par

S =382V 8V s Je*Ue*
w1 W

avec wy = [i,, i,] — [iy, i,] et wylip, i,] —[i,, i.] ou i, (resp. i), i,) désigne
Iinjection de S? (resp. SZ, S?) dans S.

catyS = 2, dim7(2S) ® Q = 2 et [i,, i,] est dans le centre de 7 (QS) ® Q.
Par suite, S est coformel et 7. ,(2S) ® Q est une sous-algébre libre de
7(RS) ® Q [7]

(3) Considérons I'espace formel S d’algébre de cohomologie

H=A(x,y,2,1)/(xp, x> = y*, 2x, 1y, 2t), |x| = |y] = 2,]z| = |1| =3,
alors

S~o(S2vsivsivsy) U e Ue U e
la,al=[b—b] [a,c] [b,d]

caty,S = e(S) = n(S) = 2[6] et [a, b] est un élément du centre de
- [a’ a] - [b’ b]
7(2S) ® Q =L(a,b,c, d)/( [a, ], [b, d] )

Par suite S est coformel.
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La démonstration du Théoréme 3(a) respose sur la Proposition 4.5 suivante.

Rappelons que d’aprés 3.2, nous avons une fibration (*) F — S — B avec
7«(2B) ® Q = L, F un wedge de sphéres, m,(2(F)) ® Q = I(U), ainsi que
la suite exacte d’algébres de Lie scindée

0-L(U) > 7(2S) ® Q » Lg - 0.

Pour tout espace M et toute application f, notons E I’espace total de la
fibration image réciproque de (*) par f:

F—=——0F
! o
E— §
! !

M ——— B

4.5. PROPOSITION. Sous les hypothéses du Théoréme 3 et si
Lg# 7(25) ® Q,

pour tout o € w(2S) ® Q se projetant en & # 0 € Lg, il existe f: M — B tel
que

E=(\/S"")VP et acm(QP)® Q.

izl

Plus précisément:

(a) Si|a| =2k, alors M = P = §?k+1,

(b) Si|a| =2k—1et[a,a] #0, alors M = P = S?k

) Silal|=2k—1et[a,al=0, alors M = K(Q,2k) et P
désigne I’espace formel d’algébre de cohomologie Ax/x>, |x| = 2k.

4.6. Preuwve. Soit (A X, d)le modéle minimal bigradué de S introduit dans
la preuve de 3.2 et x € X; tel que (x, a) = 1. Quitte & quotienter par des
générateurs de degré plus petit que celui de x, on peut supposer que dx = 0.
Comme cat(A X, d) =2 = e(AX, d) [6],il existe n > 3 et y tel que dy = x".
En fait, on a les trois possibilitiés suivantes:

(a) |a| est pair, alors y = 0.

(b) |a| est impair et [a, a] # 0, alors y € X; et n = 2.

(c) |a| est impair et [a, @] = 0, alors y € X, et n = 3.

Considérons alors la projection p: (A X, d) = (H,0) ou

e (Ax) dans le cas a ou ¢
"~ | (Ax/x?) dansle cas b,
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et le diagramme de somme amalgamée

(AX.,,d) ——— (AX,,,d)
1\ P T = a
(AX,d)—————  (H,008,,(AX,d)> (H® AX,,,d)
? )
(AX,d) ————  (H,0).

On construit alors un KS modéle de p [12]:

(AX, d) d

(H® AX,,, d)
~1
(AX ® AY,d’) - (AY,d")

ou Y est concentré en graduation zéro, d’ou la suite de quasi-isomorphismes

(H® AX,,,d) « (AX® AY,d") « (ker f®AY, d")
®

ou ker f et p. sont définis comme dans la preuve de 3.2.

Puisque H ;(kerf ® AY, d””) = 0, le seul produit éventuellement non nul
dans H(H ® A X, ,, d) est représenté par x2.

Comme, (H ® AX,,,d) est un modéle de E [12] la démonstration est
terminée. M

4.7. Preuve du Théoréme 3(a). (1) Estimation de dimU. L’hypothése Lg #
7+(£2S) ® Q entraine évidemment que dimU > 1.

Supposons que Lg ne soit pas concentré en degrés impairs, alors d’aprés
4.5(a), il existe une fibration

F > E > S?**1 telleque E = \ §% v §2k+1,

i1
Considérons la suite exacte longue d’homotopie de cette fibration
0->L(U)->LU® (a)) » L(a) — 0.
En considérant la suite spectrale [18] convergente
Tor{(Q, Tor,"’(Q, Q) = Tor,”"**(Q, Q)

on voit facilement par un “argument de coin” que

Tor{(Q, Tor{ (Q,Q)) = 0
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d’ot U = Tor/Y(Q, Q) est un T(a)-module libre, ce qui entraine que dim
U = co.

Supposons maintenant que Lg soit concentré en degrés impairs, Lg est
abélienne et ¥*(Lg) = AY est une algébre symétrique (Y = YP#r) et d’aprés
(3.2), (AY/A>3Y,0) est un modéle de S.

La projection canonique (AY,0) - (AY/A>3Y,0) correspondant 2 la pro-
jection S — B, il en résulte que

(AY/A=*Y ® AY,d) = ((AY/A>%Y,0) ®,,(AY ® AY, d’))
est un modéle de f. Ainsi,
dimU = dim H*(F,Q) = dim H(AY/A>’Y ® AY,d).
Considérons alors la suite exacte courte
0 - (A>*Y ® AY,d’) » (AY ® AY,d’) » (AY/A>’Y ® AY,d) > 0

et la graduation définie par la longueur des mots en Y. Comme (AY ® AY, d’)
est acyclique,

dim H(AY/A>?Y ® AY, d) = dim H(A>%Y ® AY, d’).

Or H(A>*Y ® AY,d’) = d’(A’Y ® AY). Ce dernier espace sidentifiant lui-
méme 2 un supplémentaire de d’(Y ® AY) dans A’Y ® AY. Il en résulte que

dmU< o0 sidimY < o0

etquesidimY =1,dimU = 0, doncdimY > 2 et alors dimU > 4

(2) Semi-simplicité de w(2S) ® Q. Soit a € I, a # 0 et supposons que I
soit un idéal résoluble, alors la projecton a de a dans L est différente de zéro.
D’aprés (4.5), il existe 8 € L(U) tel que L(a, B) soit une sous-algébre libre de
7(2S) ® Q ce qui contredit le fait que I est résoluble.

4.8. Preuve du Théoréme 3(b). Si S est coformel, d’apreés (3.3),
Ly=7(2S) ® Q.

Considérons un idéal résoluble I de Ly, alors I, = @2, I,; est une sous-
algébre de Lie de dimension globale < 2 [6, Théoréme 5.1] qui est résoluble.
Nécessairement [8, Théoréme 2], dim I, est finie. En appliquant alors [6,
Prop. 10.6] & € *(1,,;) nous obtenons que dim I, < 2. Puisque dim Lg = oo,
choisissons a # 0, a € (Lg),,; tel que |a| > sup{i|]; # 0}.

Alors I,,;, ® (a) est une sous-algébre de L. Par suite gl-dim(1,,;, ® ()) <
2, ce qui n’est possible que si gl-dim(7,;,) < 1.
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Or si dim(/,,;,) =0, I =0 et si
gl-dim(1,,;,) = dim(1,,;.) = 1,

alors il n’y a que deux possibilités:
@ ILipy = (B) et (B, B]) = I
(b) I, = 0 et (B) = I, et dans ce cas I, = I est le centre de L;. B

4.9. Preuve du Théoréme 4. Supposons Pexistence d’un p > 0 tel que,
pour chaque i, pn <i < (p + Dn, 7(2S) ® Q = 0.
Désignons alors par ¢, un crochet de longueur & — 1 de la forme

Cr = [ak’ [ [ [az, a]...]

avec |a;| <n—1,a;, € L.
Désignons par c; les crochets intermédiaires

¢ = [, (@i [z ] ]

Comme |¢;| = 1et |¢;] — |¢;_; < n—1,c, doit étre nul pour k > pn. L est
donc de dimension finie. Or 7,(S) ® Q est de dimension infinie. Il en résulte
que S n’est pas coformel.

Si (A X, d) désigne le modéle minimal de S, supposons que pour tout i,

pn+l<i<(p+1n, X =0.

Soit alors k maximal tel que k < pn + 1 et X* # 0. Toute application
linéaire f: X* — Q se prolonge en une dérivation 0, de A X de degré —k avec
[0, d] = 0. par définition, 6, est un élément non nul du groupe de Gottlieb
Gy (S) = Z(S) [7] ce qui contredit 4.1(a). @

5. Applications 2 la cohomologie des anneaux locaux (A4, m) vérifiant
3
m’>=0

5.1. Soit (A, m) un anneau local (commutatif, noetherien) de corps résiduel
K = A4/m. La q° déviation de 4, e (A), est égale au nombre de variables de
degré g sur A [2]. La premiére déviation e,(A) est égale & la dimension
d’immersion de A4 et la série de Poincaré de A4 est définie par la formule

o0 . ) © (1 + t2q—l €2¢-1
P(r) = 3 dim,(Tor(k, K} = ] LFL0000
j=0 q=1 ( t )

Si A est une intersection compléte, alors e (A) = 0 pour g > 2 [11] et nous
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avons la conjecture d’Avramov-Gulliksen [2]: “Si A n’est pas une intersection
compléte, alors e (A4) > 0 Vg”.

5.2. Supposons désormais m> =0 et K de caractéristique zéro. Soit
ExtD(K, K) la sous-algébre de Hopf de Ext ,(K, K) engendrée par les éléments
de degré 1 [24]. Désignons aussi par L, (resp. LY lalgébre de Lie des
éléments primitifs de Ext ,(K, K) (resp. Ext P (K, K)).

Comme indiqué en [24], P, = P, 4y, L, = L4, de sorte que nous pouvons
supposer A gradué (4 = K & 42 ® A%, A% = m/m?, A* = m?/m?).

A admet d’autre part un modéle bigradué (AZ, d) au sens d’Halperin-
Stasheff [14]. Nous obtenons de fagon classique la fibration de I'espace des
lacets

(AZ,d) > (AZ® AZ, D) - (AZ,0) [29]

avec (Z)? = ZP*),Di —2€ A(Z® Z)ete,=dim Z,_,.

-1
Dans [14], 01; démontre en plus que

(AZ), = Tor(K,K) = Hom(Ext}(K,K)).

Du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt, il résulte alors que les algebres de Lie
graduées w(R2(AZ, d)) = Hom(Z,K) et L, sont isomorphes.

5.3. De I'hypothése m> = 0, il résulte que cat(AZ, d) < 2 [6, 9.3]. Si S est
une réalisation géométrique de 'a.d.g.c. (AZ, d), alors P'algébre de Lie Lg est
isomorphe & LY; la suite exacte (3.2) redonne la suite exacte de Lofwall [24]

0> L(U) > L, > LY 0.

Les résultats du §4 se traduisent alors dans ce contexte. En particulier, nous
obtenons

THEOREME 5. Si (A, m) est un anneau local de corps résiduel k de
caractéristique zéro vérifiant m* = 0 et dim L, = oo, alors:

1) SiL,+ LY, L, est semi-simple et contient une sous-algébre de Lie libre
a au moins deux générateurs.

2 SiL,=LQ, alors

(a) toute sous-algébre résoluble de L, est de dimension < 4,

(b) tout idéal résoluble est de dimension < 2,

(c) si L, n’est pas semi-simple, alors L, contient une sous-algébre de Lie
libre de codimension finie.

COROLLAIRE. L, contient une algébre de Lie semi-simple de ¢odimension

finie.
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6. Questions et problémes

6.1. Comme nous ’avons remarqué en 3.4, si cat,S = 2, I'algébre de Lie Lg
détermine complétement le type d’homotopie rationnelle de S. Inversement,
toute algébre de Lie de présentation finie peut étre réalisée comme le Ly d’un
cw-espace S, 1-connexe de Q-type fini.

Q1. Quelles conditions doit supporter Lg pour que H*(S, Q) satisfasse a la
dualité de Poincaré?

(Remarquons que si Lg est le quotient d’une algebre de Lie libre par une
suite inerte d’au moins deux relations, alors cela n’est jamais possible).

6.2. Pour les espaces de catégorie rationnelle 2 vérifiant une hypothése
technique supplémentaire (non coformel ou centre non nul), le Théoréme 4.1.
résout la conjecture suivante:

Conjecture (Avramov-Félix). Si caty(S) < oo, 7, (£2S) ® Q = o0, alors
7.(2S) ® Q contient une sous-algébre de Lie libre & au moins deux
générateurs.

La taille de cette algébre de Lie libre est une autre question. Celle-ci ne peut
pas toujours étre de codimension finie comme cela peut étre vu dans I’exemple
suivant:

S=(S*Vv S§?) x(S3vS?).

Q2. Sicaty S =2 et dim 7 (2S) ® Q = 00, 7 (2S) ® Q contient-elle une
sous-algébre de Lie libre L telle que la série de Poincaré de UL,
¥, odim Tor.(k,K) et la série de Poincaré de QS,

Y dim H'(QS; Q)¢

i1

aient le méme rayon de convergence?

6.3. D’aprés [7], si cat, S =2 on a la relation dimG¥(S) = dim Z(S) <
catS. Par contre, on peut lire en [6] que dim G¥(S) < cat,S, sans restriction
sur cat,S.

Q3. Est-ce que dim Z(S) < catS si caty(S) > 3?

6.4. Soit S un espace de catégorie 2. De la Proposition 4.5, nous déduisons
que, si S est non coformel et dim S = n, il y a deux possibilités pour Lg: soit
L contient un élément « de degré pair < 2(n — 1) soit Lg = L™ et dans ce
cas dim H*(F, Q) est finie.
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Dans le premier cas, il existe § € I(U), dimU = oo tel que L(a, B) soit une
sous-algébre de #(2S) ® Q. Le probléme est alors de déterminer en fonction
de n le plus petit degré possible pour B.

Q4. Existe-t-il une fonction f(n) telle que si d| ,x, < f(n) est quadratique,
alors d est quadratique?
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