SUR LA MOYENNE TEMPORELLE D'UN SYSTEME DYNAMIQUE

PAR
FraNco1S ARIBAUD

1. Introduction

Le présent travail est la suite de [1]. Dans [1] nous avions considéré un
systéme dynamique quelconque, c’est & dire un triplet composé d’un espace
mesuré X, d’une mesure de probabilité m sur X et d’un groupe de transforma-
tions mesurables de X conservant la mesure m. Nous avons montré (Théoréme
A de[1]) qu'il existe un projecteur unique U de I’espace de Banach réel L' (X, m),
composé des classes de fonctions réelles, possédant les propriétés suivantes:

(i) pour toute f e L' (X, m), Uf est Punique élément invariant par Paction
de G qui appartient o Penveloppe convexe fermée (pour la topologie de la norme)
de Pensemble des translatées de f par les éléments de @,

(i) pour toute f de L'(X, m) on a [ Ufdm = [ fdm,

(iii) le projecteur U est un contraction de Vespace de Banach L' (X, m).

Dans [1] la démonstration des assertions (i) & (iii) se fait en étudiant la
restriction de U & L* (X, m) et en réalisant la décomposition spectrale de m
en mesures ‘“‘quasi-ergodiques”. Mais comme nous I’a signalé G. A. Elliot
[2], 1e théoréme A de [1] peut s’établir en étudiant la restriction de U & L’(X,m)
suivant la méthode bien connue de Alaoglu-Birkhoff [3] (ou [4] Ch X n° 146);
il n’est d’ailleurs plus nécessaire de se limiter aux fonctions réelles. En fait
toute la construction entre dans le cadre beaucoup plus général de la théorie
des fonctions faiblement presque-périodiques (cf. [5] Part IT) et des représenta-
tions faiblement presque-périodiques (cf. [6] Section 3.8). On obtient ainsi,
comme nous le verrons au paragraphe 2, des démonstrations tres rapides
des théorémes ergodiques moyens.

Au paragraphe 3 nous reviendrons 3 la situation plus particuliere des sys-
témes dynamiques pour donner quelques propriétés importantes de la moyenne
temporelle sur ces systémes.

Enfin au paragraphe 4 nous reprendrons 1’étude de la décomposition spec-
trale de la mesure d’un systéme dynamique en mesures ‘“quasi-ergodiques”.

2. Représentations faiblement presque périodiques

DrriniTioNn 1 (Cf. [6] Section 3.8, Lemme 3.8.1). Soient E un espace
vectoriel topologique localement convexe et G un groupe d’automorphismes
linéaires continus de G. On dit qu’un élément x de E est faiblement presque-
périodique par rapport & G si Porbite Gz de x est relativement compacte pour
la topologie affaiblie ¢ (E, E').

Received October 23, 1970.



SUR LA MOYENNE TEMPORELLE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE 91

On dit que G est un groupe faiblement presque-périodique d’opérateurs de
E si tout élément x de E est faiblement presque-périodique par rapport & G.

On désignera par W (G, E) I’ensemble des éléments de E faiblement presque-
périodiques par rapport & G. Nous utiliserons sans référence le résultat
suivant pour lequel on se reportera & [5] Part II Théoréme 12.1 (la démonstra-
tion donnée pour des espaces et algébres de fonctions s’étend aussitdt au cas
général):

Supposons que E soit un espace de Banach et que G soit un groupe d’opéra-
teurs unitaires dans E. Alors W (G, E) est un sous-espace vectoriel fermé
de E stable par G. St de plus E est une algébre de Banach et si les éléments de
@G sont des automorphismes de la structure d’algébre, W (G, E) est une sous-
algébre de E.

Ces deux résultats essentiels sont des conséquences relativement immédiates
du célebre théoréme de compacité pour les topologies affaiblies d’Eberlein.
Ils sont donc valables sous des hypothéses plus larges que Phypothése “E est
un espace de Banach”. Mais cette derniére hypotheése sera suffisante pour
ce qui suit.

LemMa 1. On garde les hypothéses et notations le la définition 1.  On suppose
donnée sur E une deuxiéme topologie qur fait de E un espace vectoriel topologique
localement convex E° sur lequel les éléments de G sont encore des automorphismes
linéaires continus. St la topologie de E° est moins fine que la topologie de E,
ona W(G, E) € W(G, E°).

Comme la topologie de E° est moins fine que la topologie de E, il y a plus de
formes linéaires continues sur £ que de formes linéaires continues sur E°.
Autrement dit ¢ (E°, E°") est moins fine que o (£, E’) et un élément faiblement
presque-périodique par rapport & G pour la topologie initiale E est encore
faiblement presque périodique pour la topologie E° (qui est séparée), Q.E.D.

CoROLLAIRE. Sotent E un espace de Fréchet réflexif, n une norme continue
sur E, E, Pespace de Banach obtenu en complétant E pour la topologie de la
norm n. Soit d’autre part un groupe G d’automorphismes linéaires de E tel que:

(1) pour tout x de E Porbite Gz de x est un ensemble borné de E,

(ii) pour tout x de E et tout g de Gon an(ge) < n(x).

Alors

(1) les automorphismes de G se prolongent en des automorphismes unitaires
de E, ,

(2) le groupe d’automorphismes de E, ainsi obtenu est un groupe faible-
ment presque-périodique d’opérateurs de E, .

L’assertion (1) est une conséquence immédiate de ’hypotheése (ii). Comme
I’espace de Fréchet E est réflexif, il résulte du théoréme de Banach-Mackey-
Arens que toute partie bornée de E est compacte pour la topologie affaible
o (E, E'). C’est done le cas pour chacune des orbites Gz, Q.E.D.
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THROREME A. On garde les hypothéses et notations du corollaire du lemme 1.
Alors:

(1) pour tout x de E, il existe dans U’enveloppe convexe fermée de l'orbite de
z (pour la topologie de la norme) un élément invariant Uz et un seul, et Uapplica-
tion x — Uz est un projecteur U de norme 1 de E,, sur Ey , sous-espace fermé de E
des éléments de E invariants par G,

(2) Pespace de Banach E, est somme directe de ES et du sous-espace fermé
engendré par les différences gy — y, g dans G et y dans E,

(8) pour tout x dans E, et tout ' dans E’, la fonction sur G (muni de la
topologie discréte) h(g) = {(gx, x’) est faiblement presque-périodique (cf. [5]
Part IT par. 10) et on a, en désignant par M la moyenne presque-périodique (cf.
[6] par. 3.1.) Mh = (Uxz, z').

Vu le corollaire du Lemme 1 les assertions (1) et (2) sont des conséquences
immédiates du Théoréme 3.8.4. de [6] par. 3.8. Quant & (3) ce n’est rien
d’autre que le Lemme 3.8.2. de [6] par. 3.8, Q.E.D.

CoroLrAIRE 1. Soit (X, m, G) un systéme dynamique. On fait opérer G
sur L'(X, m) par transposition. Alors:

(1) Le groupe G est un groupe faiblement presque-périodique d’opérateurs
dans L' (X, m).

(2) Pour toute f dans L' (X, m) il existe dans Uenveloppe convexe fermée de
Dorbite Gf de f un élément invariant Uf et un seul.

(8) L’application qus & f associe Uf est un projecteur de L' (X, m) sur le
sous-espace Ly (X, m) des éléments de L' (X, m) invariants par G, et L' (X, m)
est somme directe de Lg (X, m) et du sous-espace fermé engendré par les dif-
férences gy — vy, g dans G ety dans L'(X, m) (“Propriété de Alaoglu-Birkhoff”’).
Le projecteur U est une contraction telle que U (g.f) = Uf pour tout g dans G et
toute f dans L' (X, m) et que Uf = f pour toute f invariante par G.

(4) Pour toute f dans L' (X, m) on a [ Ufdm = [ fdm.

Soit p > 1. IL’espace de Banach L” (X, m) est réflexif et est partout dense
dans L' (X,m). L’assertion (1) est une conséquence immédiate de I’assertion
(2) du corollaire du Lemme 1. Les assertions (2) et (3) se déduisent aussitot
des énoncés (1) et (2) du théoréme A, du fait que f et ¢g.f ont méme orbite et
du fait que Porbite d’un élément invariant est réduite & cet élément. Quant
4 (4) elle se déduit en remarquant que tout élément de I’enveloppe convexe
fermée de ’orbite de f & une intégrale égale & 'intégrale de f, Q. E.D.

L’assertion (2) du corollaire précédent peut se préciser comme suit:

CoroLLAIRE 2. Soit toujours (X, m, G) un systéme dynamique et soit I un
ensemble quelconque. Considérons une famille (hi)ir d’éléments de L'(X, m)
telle que ) || hi|| < .

Pour tout ¢ > 0 1l existe g1, g2, *++ , g dans G et ¢1, 2, * -+, o, NOMbres
réels positifs de somme égale a 1, tels que

2l Uki — Zicihi(gie) || < e
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Munissons I de la mesure discréte r pour laquelle tout point & une masse
égale & 1, et considérons ’espace mesuré (X X I, m X r). Le groupe G opére
sur cet espace par g (z, 7) = (gz, 7), et ces opérations conservent la mesure. Un
élément k de L' (X X I, m X r) est une famille (h;)sr d’61éments de L' (X, m)
indexée par I et telle que D || hi|] < . Soit K un ensemble fini de I. On
désigne par Lg(X X I) le sous-espace de L7 (X X I) des fonctions A (z, %)
telle que h(z, ) = O pour tout 2 ¢ K. Chacun des Lg (X X I) est pourp > 1
un espace de Banach réflexif, stable par G; le groupe G opére alors de fagon
unitaire sur LE(X X I), d’ou il résulte du Corollaire du Lemme 1 que
L2(X X I) est contenu dans W(G, L'(X X I)). Or la réunion des
LE(X X I), K parcourant les parties finies de I, est partout dense dans
L'(X X I). Parsuite W (G, L'(X X I)) = L'(X X I). On applique alors
le théoréme A, Q.E.D.

CoroLLAIRE 3. Soit (X, m, @) un systéme dynamique et soit S un sous-
ensemble compact (pour la topologie forte) de L'(X, m). Considérons une
fonction f de L' (X, m). Pour tout € > 0 on peut trouver des g1, ga, *** » gn
dans @ et des nombres réels posttifs c1, ca, * - - , Ca , de somme égale @ 1 tels que

| Uf — Dicif(giz) || < & pour toute feS.

On peut trouver un recouvrement fini de S par des boules de rayon <e/3
ayant pour centres des éléments h;, - -, hgde S. D’aprés le Corollaire 2 du
Théoréme A on peut trouver des g1, g2, *** , gn dans G et des nombres réels
positifs ¢, ¢z, - - -, ¢, de somme égale 4 1 tels que

| Uhi — 2iciha(giz) || < /3

pour tout 7 compris entre 1 et ¢. Soit alors f un élément quelconque de s;
on peut trouver un 7 tel que ||f — k;|| < &/3. On a alors

| Uf — Uhi|l < ¢/3 et || 2o eif(gsz) — 2 cihilgin) || < /3.

Finalement on trouve

1 Uf — 2 eif (giz) ||
SN Uf = Uhi | + || Ui — 2 eihi(gsa) || + || 22 eshi(gsa) — 22 eaf (gs2) |
<eg Q.E.D.

CoROLLAIRE 4. Soit (X, m, G) un systéme dynamique et soit E un sous-
espace vectoriel de L'(X, m) contenant L™ (X, m) et obtenu en complétant
L*(X, m) par une norme ||z || satisfaisant ¢ |zl < ||z || < |2 ]|w, o L'on
désigne par ||z ||, (resp. par ||z ||») la norme de Vespace L' (resp. de espace
L”). Supposons que:

(1) ledual E' de E, identifié de fagon naturelle & un sous-espace de L™ (X, m)’,
est un sous-espace de L'(X, m), considéré comme plongé dans L™ (X, m)’,

(2) L’espace E est stable par le groupe G,
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(8) le groupe G est un groupe unitaire dans E muni de la norme || z ||.
Alors G est un groupe faiblement presque-périodique d’opérateurs de E.

On sait que W (G, E) est fermé. D’autre part L* (X, m) est partout dense
dans E. 1l suffit donc de vérifier qu’une f de L” (X, m) est faiblement presque-
périodique par rapport & G dans E.

Soit (g,) une suite de G. Comme tout élément f de L'(X, m) est faible-
ment presque-périodique par rapport 3 G, on peut extraire de (g,) une suite
(sp) et on peut trouver y dans L'(X, m) tels que la suite en p{s,.f, k) soit
convergente de limite (y, k) pour tout k e L* (X, m). Comme || sp.f ||« = | f [«
pour tout p, on a|| ¥ |l < || f o, ot y e L* (X, m). Soit alors k e L' (X, m);
on peut représenter k comme une limite L' d’une suite (k,) de fonctions de
L* (X, m). On a alors

[ k) — (ool Y S [y — spufs b — k)| + [y — 8p.f; Ben) |
<2 f e — Fnlls + [y — spof, k) |-

Le premier terme peut étre rendu arbitrairement petit en choisissant un »
assez grand .Le choix de n étant ainsi fait, le deuxidme terme peut étre rendu
arbitrairement petit en choisissant p assez grand, puisque k, est une fonction
de L™ (X, m).

Il en résulte que toute feL*(X, m) a une orbite compacte pour
o (L7 (X, m), L'(X, m)). Mais ¢ (B, E') induit sur L (X, m) une topologie
séparée moins fine que o (L™ (X, m), L' (X, m)) puisque la topologie de la
norme de E est moins fine que la topologie de la norme de L*(X, m). Il en
résulte que l’orbite de fe L” (X, m) est faiblement compacte dans E muni
de o (E, E'); autrement dit L (X, m) < W(G, E). Parsuite W(G, E) = E,
puisque W (@, E) est fermé et que L* (X, m) est partout dense dans E, Q.E.D.

Revenons aux hypothéses et notations du Théoréme A. Le groupe @
opére par transposition sur le dual E}, de E,. Considérons un sous-ensemble
faiblement compact S de B, qui soit stable par G. Le group @ se prolonge en
un groupe d’opérateurs unitaires de ’algébre C(S) des fonctions complexes
continues sur S.

ProrosiTion 1. Le groupe G est un groupe faiblement presque-périodique
d’automorphismes unitaires de C (S).

On sait que W(C(S), G) est une sous-algébre fermée de C(S). Il est
d’autre part immédiat que la complexe conjuguée d’une fonction faiblement
presque-périodique est encore une fonction faiblement presque-périodique.
Il suffira donc de voir, d’aprés le théoréme de Weierstrass-Stone, que
W (C(S), G) sépare les points.

Soient s et s’ deux éléments distinets de 8. On peut trouver un 2 dans E,
tel que s(z) # §'(x). Si 2 est la fonction sur S définie par £(t) = t(x) pour
tout ¢ €S, £ sépare les points s et s’ de S. Reste 4 voir que £ est faiblement
presque-périodique par rapport & G. Soit (g,) une suite d’éléments de G.
Comme 1’6lément x est faiblement presque-périodique dans E par rapport & G
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d’apres le corollaire du Lemme 1, on peut extraire de (g, ) une suite (g%, ) telle
que (gpx) soit convergente pour o(®,, E,) vers un yeE,: pour tout
seS on a s(y) = lims(gpx), soit §(¢) = lim£,(¢) pour tout tesS, si
xz, = ¢gpx. Par application du Théoréme 1.3 de [5] on voit que £ est une
fonction continue sur S faiblement presque-périodique par rapport & G,
Q.E.D.

CoROLLAIRE. On conserve les notations de la proposition précédente. On
suppose de plus que S est la fermeture de Porbite de Pun de ses points s. Alors
il existe sur S une mesure de Radon mg et une seule qui soit positive invariante
par G et de masse totale égale & 1. Toute mesure de Radon sur S invarianie
par @ est proportionnelle & mg et pour tout x ¢ E et tout t e S on a

(Uz, t) = fsr(x)dms(r).

D’aprés la proposition 1 et le Théoréme 3.8.4 de [6] il existe pour toute
feC(S) une fonction constante Uf et une seule dans l’enveloppe convexe
fermée de I’orbite de f. En posant Uf = ms(f) on définit la mesure invariante
cherchée. Si 7 est une deuxidme mesure invariante sur S on a n(h) = n(f)
pour toute h appartenant & enveloppe convexe fermée des translatées de f.
En particulier n(f) = n(ms(f)) = ms(f)n(1).

Soit  dans E. Pour tout ¢ > 0 on peut trouver ¢;, + - -, g» dans G et des
nombres réels positifs ¢;, - - - , ¢, de somme 1 tels que

| Uz — D cigiz || < e.

En particulier pour tout ¢ ¢S on a

[(Us, &) — 2 edgsm, )] < ellt]|.
Si ¢ = supes || t]], qui est fini puisque S est borné, on a pour tout ¢eS,

[(Uz, gsy — 22 cigsw, gs)| < Ce.
Comme Uz est un élément invariant, on a (Uz, gs) = (Uz, s) pour tout g ¢ G,
soit

| [Uz, s] — 22 edgs, gs)| < Ce
pour tout g dans G. En prolongeant par continuité trouve

[(Uz, s) — 2 egi, t)| < Ce

pour tout £ ¢ S. Intégrons cette inégalité par rapport & ms. On obtient
[. (Uz, s) — 2, cilz, gi 1) ‘dms(t) < Ce

soit, la mesure ms étant invariante,

(Uz, s) — f (z, t) dms(t) ! < Ce.
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Comme ¢ est arbitraire, on a (Uz, s) = [g(x, ) dms(t). Comme d’autre
part (Uz, gs) = (Ux, s) pour tout g ¢ G, on a

Uz, 0 = [ (2, dms()

d’oli, en prolongeant par continuité,
Uz, ) = [ (@ t) dmsl0), QED.
S

On conserve les notations du théoréme A et on suppose de plus que G est
un groupe localement compact, I’application (g, ) — gz de G X E dans
E étant continue lorsqu’on munit G X E de la topologie produit. On con-
sidére d’autre part une mesure de Haar dg invariante & gauche sur G. Soit [
un ensemble ordonné filtrant et soit (fi)is un ensemble de fonctions de
L'(G, dg) indexé par I. On dit que la famille (f;):cr est asymptotiquement in-
variante & gauche (au sense fort) si pour tout . ¢ G la famille de fonctions en
de G [fi(x) — f,(hz)] tend vers 0 suivant ’ensemble filtrant I au sens de la
topologie de la norme L', cf. [6] Ch. II, §2.4 Def. 2.4.1. Suivant la remarque
fondamentale de M. Day toute moyenne invariante & gauche se L™ (G)’ est
limite dans L™ (@)’ pour la topologie faible o (L* (@), L™ (G)) d’une famille
(fo)ier € L' (@) asymptotiquement invariante & gauche au sens fort et com-
posée de fonctions réelles positives d’intégrales par rapport & dg égales & 1.
Une telle famille (f;) sera appelée une famille de définition de la moyenne s.
Nous nous proposons d’établir le théoréme suivant:

TaEorREME B. Soient E un espace de Banach et G un groupe d’automor-
phismes linéaires continus de E faiblement presque-périodique. On suppose
que G est muni d’une topologie qui en fait un groupe localement compact moyen-
nisable et que Papplication (g, x) — gx de GXE dans E est continue. Soit
(h)ser une famille de définition d’une moyenne & gauche s sur G.

(1) Pour tout 3 et pour tout z de E Vapplication hi(g)g 'z de de G dans E
est intégrable au sens fort de Bochner par rapport & la mesure de Haar dg.

(2) Soit U le projecteur presque-périodique de E sur le sous-espace E¢ des
éléments de E invariants par G (cf. Théoréme A). On a, la limite étant prise au
sens fort,

Uz = limf hi(g)g 'z dg.
iel J@
La fonction A; est une limite L' d’une suite (k,) de fonctions continues &

support compact. La fonction g — k, (g)g 'z est intégrable au sens fort de
Bochner, étant continue & support compact. D’autre part

l f kn(g)g 'z dg — f kn(g)g "z dg “ <

D’olt aussitot (1).

kn — kn z|.

1
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Pour tout y invariant on a fhi (9) 'y dg = y. C’est en particulier le cas
poury = Uz. D’autre part, le groupe G opérant de fagon faiblement presque-
périodique sur E, on peut trouver pour tout ¢ > 0 des g1, : -, gn dans G et
des nombres réeels positifs ¢, -, c» de somme égale & 1 tels que
| Uz — 2 cgx|| < e. Pour tout ¢ on a done

Uz — 2 ¢ f hi(g)g 'g; x dg “ < e.
J
Mais, dg étant invariante & gauche, on a également

<e&

Ur — 3, f hi(gig)g 'z dg

ou

Uz — Zj:cf fhi(g)g_‘x dh " <e+ ]ch f (hi(gig) — hi(g)g 'x dg “

<ed D¢

hi(g; g) — hi(g) i N

Or h; est une famille asymptotiquement invariante & gauche et ¢ est arbi-
traire, Q.E.D.

CoroLLAIRE. Soit (X, m, G) un systéme dynamique composé d’un espace
compact X, d'une mesure de Radon m sur X et d’un groupe localement compact
moyennisable G, tels que Uapplication (g, x) — gx de GXX dans X sott con-
tinue. On fixe d’autre part une mesure de Haar invariante & gauche dg sur G
et on considére une famille (h,) de définition d’une moyenne invariante & gauche
sur G. Pour toute f e L' (X, m) on a, la limite étant prise au sens de la norme L',

Uf(z) = lim f hi(g)f(gx) dg.

Le groupe G opére de fagon unitaire sur L' (X, m), et il résulte des hypothe-
ses faites que V’application (g, f) — ¢.f de GXL'(X, m) dans L'(X, m) est
continue. D’autre part, si h(g) est une fonction continue sur G' & support
compact et si b est fonction continue sur X, la fonction continue

2= [ hg)b(ge) dg

est I'intégrale au sens de Bochner de la fonction continue

g—h(g)g b

de G & valeurs dans I’espace des fonctions continues sur X et est & plus forte
raison 'intégrale au sens de Bochner de la méme fonction considérée comme
étant & valeurs dans L'(X, m). Par passage & la limite par rapport aux
normes L' dans L'(G) et dans L'(X, m) on en déduit que la classe de la
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fonction

xﬁfhi(g)f(gx) dg

est I'intégrale au sens de Bochner de la fonction g — k,(g)g".f. Le corollaire
est alors une conséquence immédiate du théoréme précédent, Q. E.D.

3. Quelques propriétés de la movenne temporelle
d’ un systéme dynamique
Dans ce paragraphe (X, m, G) désigne un systéme dynamique quelconque.

On se propose d’abord de démontrer le théoréme suivant, qui compléte le
corollaire 1 du Théoréme A:

TaeEOREME C. Soit (X, m, G) un systéme dynamique.

(i) Pour tout fe L” (X, m), 1 < p < =, lafonction Uf appartient également
o L*(X, m) et, pour p < o, est Punique élément 1nvariant appartenant &
Venveloppe convexe fermée dans L* (X, m) des translatées de f par les éléments
de G. Le projecteur U induit ainst une contraction de Uespace L* (X, m).

(i) Pour tout couple (p, q) d’exposants conjugués, 1 < p, ¢ < ©, toute
helL” (X, m) et toute keL* (X, m), on a entre fonctions de L' (X, m) Pidentité de
Reynolds, dans laquelle le point (.) représente le produit usuel de deux fonctions

U(Uh.k) = Uh.Uk = U(h.Uk).

(i) Pour toute suite croissante de fonctions réelles f, de L'(X, m) d’en-
veloppe supérieure f appartenant & L'(X, m) on a

Uf = lim UY,,

la limite pouvant étre prise au sens L' ou au sens de la convergence presque-
partout pour la mesure m.

(iv) Pour tout sous-ensemble m-presque-invariant Y de X, v.e. tel que pour
tout geG les ensembles Y nC g~ (Y) et g~ (Y) n C Y soient de mesure nulle, on a

fY f(z) dm(z) = ./; Uf(x) dm(z).

Autrement dit Uf est Pespérance conditionnelle de f par rapport a la sous-tribu
des ensembles m-mesurables composée des ensembles presque-invariants.

Je remercie M.Lin qui a bien voulu attirer mon attention sur l'intérét de
la propriété (iv).

(1) Considérons d’abord une fonction f essentiellement bornée en valeur
absolue par une constante positive C. Toute combinaison convexe de trans-
latées de f est essentiellement bornée par C, et il en est de méme de tout
élément appartenant & I’adhérence pour la topologie L' de ’ensemble de ces
combinaisons convexes, donc en particulier pour Uf. D’od (i) pour les
fonctions de L”.
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Soit maintenant f une fonction de L” avec 1 < p < «. L’enveloppe con-
vexe fermée C, (f) pour la topologie L” de I’orbite de f est évidemment stable
par G; et comme G est un groupe d’opérateurs unitaires dans L”, espace uni-
formément convexe, il existe dans C,(f) au moins un élément invariant f°.
Mais X est de mesure finie; I'inégalité de Holder montre que, pour 1 < p < «,
C, (f) est contenu dans C; (f), d’ol f° = UfeL” (X, m). Comme Uf appartient
ainsi & lenveloppe convexe fermée pour la topologie L” de lorbite de f, on
allUflo < [ fllo-

ii) Soient p et ¢ des exposants conjugués, » une fonction de L* (X, m) et
k une fonction de L*(X, m). D’aprés ce qui précéde Uh et Uk appartiennent
respectivement & L” et & L* et, d’aprés I'inégalité de Holder, les fonctions
h.k, Uh.k, h.Uk et Uh.Uk appartiennent & L' (X, m). Quels que soient les
nombres réels positifs ¢1, ¢, -+ - , ¢, de somme 1 et les éléments g1, g2, -+ , gn
de G on a dans L' (X, m]

2o e (Uh.k) (gx) = Uh(x) (2 ek (g)).

On sait d’aprés (i) que appartient & I’enveloppe convexe fermée pour la norme
L? des translatées de k par les éléments de (. 1l résulte de I'identité précé-
dente et de I'inégalité de Holder que Uh. Uk appartient 4 ’enveloppe convexe
fermée pour la topologie L' des translatées de Uh.k par les éléments de G
d’ol, puisque Uh.Uk est invariante, U(Uh.k) = Uh.Uk. On montre de
méme que Uh. Uk = U (h.Uk).
(iii) Ona
SUp» f Ufn dm = sup, [ fadm = f f dm,

d’on il résulte que f° = sup Uf, appartient 4 L'. Comme f — f, > 0 pour
tout n, il résulte aussitdt de appartenance de U(f — f.) & enveloppe con-
vexe fermée des translatées de f — f, que Uf — Uf, > 0, d’ou f°* < Uf. On
en tire

0< [ (U7 =) dm = inf, [ (UF = UF) dm

= ffdm - supnffndm = 0.

(iv) Soit Y un ensemble presque-invariant et soit j, la classe de la fonction
caractéristique de Y dans L'(X, m). IL’élément jy est une élément invariant
par Paction de G, et on a donc d’apres (i) pour toute feL'

Jr.Uf = Ujy.Uf = U(Ujy.f) = U(jr.f),

ce qui donne par intégration

fydem =ijy.dem =[xU(jy.f) dm = ijy.fdm =];fdm.
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D’autre part, Uf étant un élément invariant de L', toute fonction f° sur X
dont la classe dans L' est égale & Uf est mesurable par rapport & la tribu des
ensembles m-mesurables presque-invariants, Q.E.D.

Soit (4, 1) un deuxidme ensemble probabilisé. On appellera fonction
aléatoire (réelle) strictement stationnaire sur X une fonction f(z, a) sur X X4
mesurable pour la mesure produit de m et de [ et telle que pour tout systéme
fini &y, - -+, @, d’6léments de X (P’entier p étant arbitraire) et tout systéme
dy, + -+, dp de nombres réels on ait

l(a/f(xlsa) < dl, e ’f(xpxa) < dp)

= l(a/f(gxl,a) < di, sf(gxpy a) < dp)

quel que soit g dans G.

On définit sans difficulté & partir du cas réel les fonctions aléatoires stricte-
ment stationnaires complexes sur X, en considérant les parties réelles et
imaginaires.

On associe 4 la fonetion aléatoire f la fonction m-mesurable sur X définie par

Mf(z) = f $(z, a) di(a)

que 'on appelle la moyenne statistique de f.

LemME 2. Soit f une fonction aléatoire (réelle ou complexe) strictement sta-
tionnaire sur X. La moyenne statistique de f est une fonction invariante par
Paction de G.

On peut supposer que f est réelle positive et bornée: on se raméne au cas
réel positif en utilisant la décomposition

f=Ref)" = Ref)” + i (Imf)" — (Imf)”

et au cas borné en introduisant les f, = inf (f, n).
Soit geG@. L’ensemble des z tels que 'une des intégrales

[ 1oz, 0) dita) et [ 5z, 0) (@)

n’existe pas est de mesure nulle pour m. Dans ce qui suit on fixera un geG et
on considérera les z tels que les deux intégrales précédentes existent. On
désignera par M un nombre >0 tel que f prenne ses valeurs dans [0, M].

Pour tout entier n > 1 et tout entier k, 1 < k¥ < n, on introduira les en-
sembles A, .. (x):

Aup@) = {a: (k — 1)M/n < f(z, a) < kM/n}.
Si
I'n(x) = ZlSIcSn (kM/n)m(An,k(x))

Mf(z) = lim, I, (x)

on a



SUR LA MOYENNE TEMPORELLE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE 101

Dire que f est strictement stationnaire entraine que
m(Ani(gr)) = mAar@)) et Iu(gz) = In(z).

D’otl le lemme, Q.E.D.
Dans ce qui suit nous considérerons une fonction aléatoire strictement
stationnaire f sur X telle que

ff | f(z, @) | dm(z) di(a) < .

Pour presque tous les ¢ de A la fonction f, (z) = f(z, @) appartient & L' (X, m).
On peut considérer que le groupe G opeére sur XX A par g(z, a) = (g9z, a).
On peut alors définir Uf (z, a) dans le systéme dynamique (X X4, mXlI, G).

LemMmE 3. Supposons G dénombrable. Pour presque tous les a on a
Uf(x, a) = Uf,(x) m-presque-partout en z.

On peut construire une suite #, (z, @) de combinaisons convexes de trans-
latées de f convergeant vers Uf(z, a) dans L'(XXA). Comme

107 = talh = [ [ 1UF(@, 0) — talz, @)] dm(x) di(a)
AYX
on peut extraire de la suite £, une suite s, telle que
limf |Uf(z, a) — sp(x, a)| dm(z) = 0
X

pour presque tous les . Par suite pour presque tous les a, Uf (z, a) appartient
4 Denveloppe convexe fermée des translatées de f, dans L'(X). Pour
tout geG on a Uf(gz, a) = Uf(x, a) pour presque tous les a de A et presque
tous les z de X. Comme G est dénombrable, il en résulte que ensemble B,
réunion des ensembles exceptionnels de A correspondant & chaque élément
de G, est de mesure nulle et que pour tout geG et tout a ¢ B on a Uf(g9z, a) =
Uf (z, a) presque-partout en . Autrement dit la fonction (Uf), sur X, qui
appartient 3 l’enveloppe convexe fermée des translatées f, dans L'(X, m)
pour presque tous les a, est également invariante pour presque tous les a.
D’ou le lemme, Q.E.D.

ProrosiTion 2. Soit (X, m, G) un systéme dynamigue dont U’ensemble des
temps G est dénombrable et soit f une fonction aléatoire strictement stationnaire
sur X, paramétrée par Uespace probabilisé (A, 1). On suppose que f est dans
L'(X XA, mXl).

St pour tout aeA, f, désigne la fonction sur X qui @ x associe f(z, a) et st Uf,
désigne la “moyenne temporelle” de Pélément f, de L' (X, m), la fonction Uf, (x)
de (z, a) sur XX A est mesurable et on a Uégalité entre moyennes statistiques de
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Sfonctions aléatoires

fA Uf.(x) di(a) = fA f(z, a) di(a) p.p.enz,

sott symboliquement M Uf, = MJ.

Autrement dit, lorsque 'on étudie les fonctions aléatoires strictement
stationnaires sur un systéme dynamique, les moyennes statistiques se fac-
torisent & travers la moyenne temporelle U qui joue ainsi le rdle d’une
“moyenne statistique universelle’.

D’aprés le Lemme 3 on peut remplacer Uf, (z)eL' (X, m) dépendant du
paramdtre a par Uf(z, a)eL'(X XA, mXl). Comme Mf est un élément
invariant de L' (X, m) d’aprés le Lemme 2, on a, dans L' (X, m), Mh = Mf
pour toute combinaison linéaire convexe de translatées de f. Pour tout » > 0
on peut trouver une telle combinaison convexe A, telle que

L] 105z,0) = bz, )l dm() dlta) < 1/n
d’ol
dm(z) < 1/n.

LIL Uf(z, a) di(a) — fA ha(z, @) di(a)

Mais, d’aprés ce qui précede,
[ i, @) dita) = [ 162, @) (@)
A A

m-presque partout en x. Comme 7 est arbitraire on a donc

L Uf(z, a) di(a) = fA (z, a) dia)

m-presque partout en z, Q.E.D.

Soit (X, m, G) un systéme dynamique dans lequel le “groupe des temps” G
est un groupe localement compact. On fixe sur G une mesure de Haar in-
variante & gauche dg, et on suppose que (g, ) — gr de GXX dans X est
mesurable lorsqu’on munit GXX de la mesure produit de dg et de m. Sup-
posons d’autre part que G soit moyennisable, et soit s une moyenne invariante
4 gauche sur G.

ProrosiTioNn 3. Pour foute moyenne tnvariante o gauche s sur G, pour
toute feL” (X, m) et toute f'eL? (X, m), p et q étant conjugués, la fonction de cor-
rélation

e, 10 = [ 5677 () dm(z)

appartient & L™ (Q) et on a

s, ) = [ Uf@)f @) dmz) = [ 1@)0f (@) dm().



SUR LA MOYENNE TEMPORELLE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE 103

Supposons d’abord que 1 < p < ». Pour tout ¢ > 0 on peut trouver
d1y g dans G es ¢, - - , ¢, nombres réels positifs de somme égale a 1

tels que
| Uf — 2Zefga) | p < e
On en tire

[ Ui (@) dm(@) — ., [ fgum)f (@) dm(z)
En “intégrant” par rapport 3 la moyenne s on trouve

[ 0@ @) dmiz) = F @) | < <17 T

Comme s est invariante 4 gauche, s, ((: (f, ) (9:9)) = s,(c(f, ') (g)) d’ou

[ v @) am(@) = st | < € 17 -

<ellf .

Or ¢ est arbitraire.
Supposons maintenant que feL* (X, m) et que f'eL'(X, m). On approche
f" par des fonctions bornées f,. On a

[ $)7 @) dm(z) = [ $@)fa(@) dm(@) | < UF el 5 = ol

Comme f et f, appartiennent 3 L” (X, m) on a, d’aprés ce qui précede,
| 8(c(f, f2)) — sCe(f, fa)) | < 1 flle N " = £ lls-

Par suite

s(e(£,1)) = lim s(e(f, £2)) = lim [ Uf(2)fa(a) dm(z)

- [ vy @) an().
Enfin, d’apres le Théoréme C (ii), on a dans tous les cas
[ vt.g am = [ vty am = [ 1.0 im, QED.

Les hypothéses de la proposition étant conservées, supposons de plus que
feL” (X, m). Pour presque tous les z la fonction sur Gf, : g — f(gx) est une
fonction de L”(G); par suite s(f,) est défini. Il est naturel de se demander st
Pon a s(f;) = Uf(x) m-presque partout en z, ce qui serait la généralisation la
plus immédiate du théoréme ergodique individuel. La difficulté que l’on
rencontre lorsque ’on veut établir un tel énoncé provient essentiellement du
fait que pour calculer s(f;) on doit faire intervenir une famille de définition
de s en général non dénombrable.

Soit (X, m, @) un systdme dynamique dans lequel X est un espace compact,
m une mesure de Radon positive de masse totale 1, et G un groupe localement
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compact. On suppose que 'application (g, ) — gx de GXX dans est con-
tinue. On fixe une mesure de Haar invariante & gauche dg sur G et on con-
sidére une famille A, () de fonctions de L' (G, dg) telle que:

(1) pour tout 7 on a [h.(g)dg = 1,
(2) pour tout s dans G la suite fl» ha(sg) — ha(g) | dg tend vers 0.

D’aprés M. Day [9] une telle suite existe sous la seule condition que G soit
dénombrable & Pinfini.

THEOREME D. On garde les hypothéses et notations précédentes et on suppose
qu’il existe un C > 0 et un r > 1 tels que

[ tima sup [ o) | tg2) | dg amia) < ¢ 146 1 dm<x>]"'

pour toutes les fonctions t(x) appartenant & un sous-ensemble partout dense de
C(X) (pour la topologie de la norme).
On a alors pour toute f de L™ (X, m)

Uf(z) = lim, f ha(g)f(gz) dg

la limite étant prise au sens L' ou au sens presque-partout pour la mesure m.

On posera

Iflo = thm" sup fa ha(g) | f(gz) | dg dm(x)

pour toute f dans L* (X, m) et on dira que || f [|» est la norme de Weyl de f.
Onal|fli £ Iflle £ |f/le pour toute feL* (X, m). On déduit aussit6t
des hypothéses et des inégalités précédentes que pour toute f dans C(X) on a
[flle £ C|[[fll-- De cette derniére inégalité résulte que, si (f,) est une
suite croissante bornée de fonctions continues d’enveloppe supérieure f on a
[flle £ C|[fll-- On peut faire la méme opération pour les suites décrois-
santes, et finalement on a, en remarquant que L” (X, m) s’obtient & partir
de C'(X) en fermant par rapport & Popération de passage & la limite sur des
suites monotones,

flle < ClSe

pour toute f dans L*(X, m). Soit alors E, la fermeture de L” (X, m) pour
la norme de Weyl. On a L' (X, m) C E, < L'(X, m) et il en résulte que le
dual de Pespace de Banach E, s’identifie & un sous-espace de L' (X, m) con-
sidéré comme plongé dans le dual de L”(X, m). D’autre part, comme la
famille %,(g) est asymptotiquement invariante 3 gauche (condition (2)
précédant 1’énoncé du théoréme), on vérifie sans difficulté que |[g.f (o =
|| f |lo pour tout g dans G et toute f dans L™ (X, m). Il en résulte que G
opere unitairement dans E,. Le Corollaire 4 du Théoréme A est applicable:



SUR LA MOYENNE TEMPORELLE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE 105

pour toute f de FE, il existe dans ’enveloppe convexe fermée dans E, de
Porbite de f un élément invariant et un seul qui n’est autre que Uf, puisque
cette enveloppe est contenue dans ’enveloppe convexe fermée de 'orbite de
f pour la norme L'.

Pour établir le Théoréme D on peut se limiter aux fonctions réelles f. La
fonction Uf est alors réelle et pour tout ¢ > 0 on peut trouver g1, -+, gy
dans G et ¢, -+, ¢, nombres réels positifs de somme égale & 1 tels que
| Uf — 2 eif(gx)]lw < e Comme la fonction f est réelle on a l'inégalité

Ux) — 2 ef @) < | Uf(x) — X ef(g)]
d’ol

[ n@) U2y dg = = [ ehato)sCgge) dg
< [ o) | Uf(ge) — T cd(guge) | dy

Comme Uf et la mesure dg sont invariantes on a

Uf(z) — 3 o [ h(gTg)f(g) dg

d’oll ’on tire

< fh,.(g) | Uf(gz) 22 eif(gigz) | dg

Uf(z) — 2 ¢; lim,, inf f R(g7')f(gz) dg

< lim, sup f ha(g) | Uf(z) — 2 cif(gige) | dg

Comme la famille &, (g) est asymptotiquement invariante 4 gauche et comme
f est essentiellement bornée, on a m-presque partout

lim, inf [ hu(g7'9)f(gz) dg = lima inf [ hn(g)i(g2)dg

Finalement on trouve

[ vse) am(@) - [ tim int [ h(o)itge)dg dm(x)

< Lli:n sup fa ha(g) | Uf(z) — 2 ci f(g igx) | dg dm(z)

=|Uf = X aflgia) o < e.

On a ainsi

[ V5@ dm(@) < [ timint [ gu(o)i(g)dg dm(z) + &
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et ¢ est arbitraire, d’olt
[ Us@) am(@) < [ tim int [ na(g)s(gz)dg dm()
X X n Q

On montre de méme, en partant de 1’inégalité

2 caif (ggz) — Uf(x) < | 2 aif(gigr) — Uf @)

que
[ timsup [ hat)sg)dg < [ Ufta) dmiz)
On a ainsi
fxli}}1 supfahn(g)f(gx)dg - li;n inffghn(g)f(gx)dg <0
d’oi

linm supfeh,,(g)f(gx)dg = linm inffghn(g)f(gx) dx

m-presque partout. La suite f ha (9)f (g2 )dg est done convergente m-presque
partout. Or d’aprés le corollaire du Théoréme B, cette suite converge au
sens L' vers Uf(z). La démonstration du théoréme D est ainsi achevée,
Q.E.D.

COROLLAIRE. On garde les mémes hypothéses et on suppose de plus que X
est métrisable et que G est moyennisable et dénombrable & Uinfini. Il existe une
suite (K,) de sous-ensembles compacts de G de mesure non nulle telle que U'on ast

Uf(e) = lim (1/m(K) [ f(gn) dg

m-presque-partout en x pour toute feL™ (X, m).

11 résulte des conditions de Fglner (cf. [6] §3.6 Th 3.6.2) et du fait que G
est dénombrable & Iinfini qu’il existe une suite (L,) d’ensembles compacts
non nuls de @ telle que la suite h, = 1/m(L,) fonction caractéristique de L,
soit asymptotiquement invariante & gauche. D’autre part C(X) est sép-
arable. Soit ¢, une suite de fonctions de C'(X) partout dense dans C(X).
D’aprés le corollaire du Théoréme B la suite en «

1/m(Ly) fL fo(ga) dg

converge en norme L' vers Ut, pour tout p. Par procédé diagonal on peut
extraire de la suite des L, une suite K, telle que (1/m(K,))/ x, t,(gz)dg
converge m-presque partout vers Ut, pour tout p. Le corollaire est alors,
pour la suite (K,) ainsi obtenue, une conséquence immédiate du Théoréme
D, Q.E.D.

D’apreés le corollaire précédent ’opérateur U est représentable comme une
“moyenne” sur G au sens le plus élémentaire du terme. Le corollaire montre
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également que ’on peut choisir une suite (K, ) utilisable pour le calcul presque-
partout de Uf pour toute f dans L* (X, m). Mais, contrairement & ce qui se
passe pour la convergence L', on ne sait pas si la suite (K, ) est utilisable pour
tous les systémes dynamiques admettant G comme groupe des temps. La
construction d’une suite (K, ) utilisable pour le calcul presque-partout de U
pour tous les systémes dynamiques et la caractérisation d’une telle suite sem-
blent devoir poser de grandes difficultés.

Décomposition spectrale de la mesure m

On considére dans tout ce paragraphe un systéme dynamique (X, m, G)-
On désignera par Lg (X, m) le sous-espace fermé de L™ (X, m) composé des
éléments invariants de L* (X, m), sous-espace qui est également une sous-
algébre sur laquelle on définit une involution par

f* = complexe conjuguée de f.

11 est immédiat que Lg (X, m) devient ainsi une C*-algdbre. On désignera par
S le spectre de Gelfand de Lg (X, m) et par h 'isomorphisme de Lg (X, m)
sur C (8, C) défini par la transformation de Gelfand.

LemuE 4. Par restriction aux classes réelles de Lg (X, m) la transformation
de Gelfand définit un isomorphisme de Uespace de Riesz unitaire complétement
réticulé (cf. [1] §2) (Lg (X, m, R), 1) sur Uespace de Riesz unitaire compléte-
ment réticulé (C (S, R), 1).

Remarquons d’abord que la transformation de Gelfand transforme 1’élément
unité de I'algdbre L¢ (X, m) en 1’6lément unité de C(S). D’autre part h
définit par restriction une surjection de Lg (X, m, R) sur C (S, R): une f de
L3 (X, m) est réelle si et seulement si f = f, ce qui entraine h(f); = h(f) la
fonction % (f) de C(S) est donc réelle. Réeciproquement soit ¥ une fonction
réelle sur 8. On peut représenter ¥ comme différence de deux fonctions
réelles continues > 0; pour montrer que s est surjective il suffit donc de
montrer que toute ¢ réelle positive de C (S, R) est I'image d’un élément réel
de Lz (X, m). Dire que o est réelle positive entraine qu'’il existe w dans C (S)
telle que ¢ = wd; sifeL* (X, m) est telle que w = h(f),ona ¢ = h(ff). Mais
fT est un élément réel de Lg (X, m).

Pour achever la démonstration du lemme il reste & montrer que 1’isomor-
phisme % transforme le céne des éléments > 0 de Lg (X, m, R) en le cone des
éléments > 0 de C (S, R). On a établi plus haut que toute fonction réelle
positive de C (S, R) était I'image d’une fonction réele positive de Lg (X, m, R).
Un argument analogue montre que l'image d’une fonction positive de
L¢ (X, m, R) est un élément positif de C' (S, R), Q.E.D.

CoOROLLAIRE. Le spectre de Gelfand de Lg (X, m) sidentifie au spectre de

Stone-Kakutant de [Despace de Riesz wunitaire complétement réticulé
(L (X, m, R), 1).
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Soit T le spectre de Stone-Kakutani de (Lg (X, m, R), ). Des isomor-
phismes d’espaces de Riesz complétement unitaires entre (Lg (X, m, R), 1)
et (C(T, R), 1) et entre (Lg(X, m, R), 1) et (C(S, R), I) on déduit un iso-
morphisme d’espaces de Riesz unitaires complétement réticulés entre
(C(T,R),1) et (C(S,R),1). Mais il est bien connu qu’un tel isomorphisme
est réalisé par un homéomorphisme de 7" sur S, Q.E.D.

Une remarque analogue peut 8tre faite pour ’algebre de Banach complexe
L*(X, m): le spectre de Gelfand X de L*(X, m) s’identifie au spectre de
Stone-Kakutani de 1’espace de Riesz unitaire complétement réticulé
(L*(X, m, R), 1). Rappelons que la mesure m sur X définit une mesure de
Radon 7 > 0 sur X et que L'(X, m) ¢identifie de fagon naturelle avec
L'(X, ). Enfin il existe un reldvement isométrique canonique de L' (X, )
dans Pespace de fonctions £' (X, ) sur X, 'image d’un élément de L' (X, )
étant une application continue de X dans la droite numérique achevée R, cf.
[7] Ch. II §1 exerc. 13 g) et [1] §3, Prop. 2. Nous identifierons dans ce qui
suit les éléments de L'(X, /) aux fonctions continues correspondantes sur
X. Des remarques analogues peuvent étre faites pour L'(S, n), ol n est la
mesure sur S définie par la forme linéaire sur C(S), identifié & Lg (X, m),
obtenue par restriction de m.

L’injection canonique Lg (X, m) — L*(X, m), qui est un homomorphisme
isométrique d’algébres de Banach, définit une application continue surjective
g de X sur 8, 'image d’une fonction continue sur S par ¢ étant donc une fonc-
tion sur X invariante par G.

D’autre part l'injection canonique de Lg (X, m) dans L' (X, m) se transpose
en une application linéaire continue p de C'(X) dans C(S). Pour tout
s ¢ S on définit une mesure de Radon > 0 m, sur X par m, (f) = p(f) (s).

Le théoréme suivant précise les constructions du §3 de [1]:

TueorEME E. (1) Pour tout élément (réel ou complexe) f de L' (X, 1) f est
ms—intégrable pour n—presque tous les s de S. La fonction s — m,(f) est
n-intégrable et on a

/;ms(f) dn(s) = Lfdm.

(i) Sif est un élément de Lo (X, ) il existe h dans L' (S, n) tel que f = hq.
Dans ce qui suit nous identifierons h et f.

(i) Soit fe L'(X, m). En identifiant suivant la convention précédente
Vélément inovariant Uf & un élément de L' (S, n), on a pour presque tous les s dans
le cas général et pour tous les s lorsque f est bornée

Uf(s) = Lf(x) dm,(z).

(i) La fonction f est continue, donc m,-mesurable pour tout s. Pour que
f soit m,-intégrable il suffit donc que [ |f|dm, < o; il en résulte que l'on
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peut supposer f réelle et positive. On posera f, = inf (f, n) pour tout n > 0.
Comme f, est bornée et continue, la fonction m,(f,) de s est continue et on a

[y = [ ms) ants).

D’apres le théoréme de B. Levi sup, m, (f,) est n-intégrable et est en par-
ticulier finie n-presque-partout. Comme m, est une mesure de Radon on a

Supy M (fn) = ma(f),

les deux membres étant simultanément infinis.
(ii) En représentant f sous la forme

f=ReN" = Ref) +i@mf)" — i(Im f)”

on voit que I’on peut supposer f réelle positive. Posons f, = inf (f, n). La
fonction continue f est Penveloppe supérieure des f, dans C(X, R). Comme
fa est bornée et invariante, il existe 4, dans C (S, R) telle que f» = hg.. Soit
h enveloppe supérieure des h, dans C (S, R), qui existe puisque S est stonien.
On a|hq| < f. D’autre part

fA hq dm = fhdn = supfhpdn
X s p Js

la der_njére égalité ayant lieu parce que ’enveloppe supérieure des h, dans
C (S, R) coincide n-presque partout avec ’enveloppe supérieure des fonctions
ha , ef. [7] Ch. II §1, exerc. 13 (f). Or

fh,,(s) n = ff,,(x) di(z) Do

fﬁhqdﬁz - fﬁfdm.

Comme 7 est de support X, on a f = Aq.

(iii) On peut encore supposer f réelle positive. On a, si f, = inf (f, n),
Uf = lim Uf, dans L'(S, n) et, comme Uf, est une suite croissante,
Uf = lim Uf, n-presque-partout. On est donc ramené au cas ol f, est bornée.

Soit & un élément de C(S). Pour toute k e L' (S, n) on a

fsp(hp)k dn = fx (hq)(kq) dii = L(hk)q dri = fshk drh,

11 en résulte que p (hg) = h. )
En particulier pour f dans L* (X, %) on a, en identifiant Uf et la fonction
sur S qui lui correspond,
p(Uf) = Uf dans C(S),
d’ott

f. Uf(z) dm,(x) = Uf(s) pourtout s dans S.
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Mais on sait que

[, vt = [ i) anz)

n-presque-partout dans S d’aprés le début du §4 de [1]. Or chacun des deux
membres est une fonction continue de s, Q. E.D.
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