
SUR LA MOYENNE TEMPORELLE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE

PAR

FRANCOIS ARIBAUD

1. Introduction
Le prdsent travail est la suite de [1]. Dans [1] nous avions considdrd un

systbme dynamique quelconque, c’est dire un triplet composd d’un espace
mesurd X, d’une mesure de probabilitd m sur X et d’un groupe de transforma-
tions mesurables de X conservant la mesure m. Nous avons montrd (Thdorbme
A de [1] qu’il existe un projecteur unique U de l’espace de Banach rdel L (X, m),
composd des classes de fonctions rdelles, possddant les propridtds suivantes"

(i) pour route f e L (X, m), Uf est l’unique l$ment invariant par l’action
.de G qui appartient d l’enveloppe conexe ferm$e (pour la topologie de la norme
de l’ensemble des translat$es de f par les $l$ments de G,

(ii) pour toute f de Ll(z, m) on a f Ufdm f f dm,
(iii) le projecteur U est un contraction de l’espace de Banach L (X, m).

Dans [1] la ddmonstration des assertions (i) (iii) se fair en dtudiant la
restriction de U L (X, m) et en rdalisant la ddcomposition spectrale de m
en mesures "quasi-ergodiques". Mais comme nous l’a signald G. A. Elliot
[2], le thdorbme A de [1] peut s’dtablir en dtudiant la restriction de U i L (X, m)
suivant la mdthode bien connue de Alaoglu-Birkhoff [3] (ou [4] Ch X n 146);
il n’est d’ailleurs plus ndcessaire de se limiter aux fonctions rdelles. En fait
route la construction entre dans le cadre beaucoup plus gdndral de la thdorie
des fonctions faiblement presque-pdriodiques (cf. [5] Part II) et des reprdsenta-
tions faiblement presque-pdriodiques (cf. [6] Section 3.8). On obtient ainsi,
comme nous le verrons au paragraphe 2, des ddmonstrations trbs rapides
des thdorbmes ergodiques moyens.
Au paragraphe 3 nous reviendrons la situation plus particulibre des sys-

tbmes dynamiques pour donner quelques propridtds importantes de la moyenne
temporelle sur ces systbmes.

Enfin au paragraphe 4 nous reprendrons l’dtude de la ddcomposition spec-
trale de la mesure d’un systbme dynamique en mesures "quasi-ergodiques".

2. Reprdsentations faiblement presque pdriodiques

DEFINITION 1 (Cf. [6] Section 3.8, Lemme 3.8.1). Soient E un espace
vectoriel topologique localement convexe et G un groupe d’automorphismes
lindaires continus de G. On dit qu’un dldment x de E est faiblement presque-
pdriodique par rapport G si l’orbite Gx de x est relativement compacte pour
la ,topologie affaiblie (E, E’).

Received October 23, 1970.

90



SUR LA MOYENNE TEMPORELLE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE 91

On dit que G est un groupe faiblement presque-priodique d’oprateurs de
E si tout lment x de E est faiblement presque-priodique par rapport i G.

On dsignera par W (G, E) l’ensemble des 4Mments de E faiblement presque-
priodiques par rapport G. Nous utiliserons sans rfrence le rsultat
suivant pour lequel on se reportera i [5] Part II Thorme 12.1 (la d4monstra-
tion donne pour des espaces et algbres de fonctions s’tend aussitbt au cas
g4nal)

Supposons que E soit un espace de Banach et que G soit un groupe d’opOra-
teurs unitaires dans E. Alors W(G, E) est un sous-espace vectoriel fermd
de E stable par G. Si de plus E est une algbre de Banach et si les 41$ments de
G sont des automorphismes de la structure d’algbre, W(G, E) est une sous-
algObre de E.

Ces deux r4sultats essentiels sont des cons4quences relativement immdiates
du clbre thorme de compacit pour les topologies affaiblies d’Eberlein.
Ils sont donc valables sous des hypotheses plus larges que l’hypothse "E est
un espace de Banach". Mais cette dernire hypothse sera suffisante pour
ce qui suit.

LEMMA 1. On garde les hypotheses et notations le la d$finition 1. On suppose
donne sur E une deuxime topologie qui fair de E un espace vectoriel topologique
localement convex E sur lequel les $l$ments de G sont encore des automorphismes
lindaires continus. Si la topologie de E est moins fine que la topologie de E,
on a W(G, E) c W(G, E).

Comme la topologie de E est moins fine que la topologie de E, il y a plus de
formes linaires continues sur E que de formes linaires continues sur E.
Autrement dit a (E, E’ est moins fine que (E, E’) et un lment faiblement
presque-p4riodique par rapport i G pour la topologie initiale E est encore
faiblement presque priodique pour la topologie E (qui est spare), Q.E.D.

COROLLAnE. Soient E un espace de Frchet rOflexif, n une norme continue
sur E, E, l’espace de Banach obtenu en compltant E pour la topologie de la

Soit d’autre part un groupe G d’automorphismes lin$aires de E tel que:
pour tout x de E l’orbite Gx de x est un ensemble born$ de E,
pour tout x de E et tout g de G on a n (gx

_
n (x ).

norm n.
()
(ii)

Alors
(1)

de E,,
()

les automorphismes de G se prolongent en des automorphismes unitaires

le groupe d’automorphismes de E, ainsi obtenu est un groupe faible-
ment presque-p$riodique d’op$rateurs de E,.

L’assertion (1) est une cons4quence imm4diate de l’hypothse (ii). Comme
l’espace de Fr4chet E est rflexif, il r4sulte du thorime de Banach-Mackey-
Arens que route partie borne de E est compacte pour la topologie affaible
(E, E’). C’est done le cas pour chacune des orbites Gx, Q.E.D.
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THEOREME A. On garde les hypotheses et notations du corollaire du lemme 1.
Alors:

(1) pour tout x de E, il existe dans l’enveloppe convexe ferm$e de l’orbite de
x (pour la topologie de.la norme) un l$ment invariant Ux et un seul, et l’applica-
tion x -- Ux est un projecteur U de norme I de E,, sur Ea sous-espace fermd de E
des $l$ments de E invariants par G,

(2) l’espace de Bauach E, est somme directe de Ea et du sous-espace ferm$
engendr par les differences gy y, g dans G et y dans E,

(3) pour tout x dans E, et tout x’ dans E la fonction sur G (muni de la
topologie discrete) h (g (gx, x’} est faiblement presque-p$riodique (cf. [5]
Part II par. 10) et on a, en d$signant par M la moyenne presque-ptriodique (cf.
[6] par. 3.1.) Mh (Ux, x’}.

Vu le corollaire du Lemme I les assertions (1) et (2) sont des consequences
immt!diates du Thiorme 3.8.4. de [6] par. 3.8. Quant (3) ce n’est rien
d’autre que le Lemme 3.8.2. de [6] par. 3.8, Q.E.D.
COROLLAIRE 1. Soit (X, m, G) un systOme dynamique. On fait opdrer G

sur L (X, m) par transposition. Alors:
(1) Le groupe G est un groupe faiblement presque-p$riodique d’op$rateurs

dans L (X, m ).
(2) Pour route f dans L (X, m) il existe dans l’enveloppe convexe fermte de

l’orbite Gf de fun $ldment invariant Uf et un seul.
(3) L’application qui a f associe Uf est un projecteur de L (X, m) sur le

sous-espace La (X, m) des dl$ments de i (X, m) invariants par G, et L (X, m)
est somme directe de La (X, m) et du sous-espace ferm$ engendrt par les dif-
fdrences gy y, g dan,s G et y dans LI(x, m) ("Proprit de Alaoglu-Birkhoff").
Le projecteur U est une contraction telle que U (g.f) Uf pour tout g dans G et
route f dans L (X, m) et que Uf f pour route f invariante par G.

(4) Pour route f dans 51 (X, m) on a f Ufdm ff din.
Soit p > 1. L’espace de Banach L (X, m) est rflexif et est partout dense

dans L (X, m). L’assertion (1) est une consequence immediate de l’assertion
(2) du corollaire du Lemme 1. Les assertions (2) et (3) se dduisent aussitSt
des 4noncds (1) et (2) du thorme A, du fair que f et g.f ont mme orbite et
du fair que l’orbite d’un lment invariant est rduite cet lment. Quant
h (4)elle se dduit en remarquant que tout (lment de l’enveloppe convexe
ferrule de l’orbite de f une intgrale gale l’intgrale de f, Q.E.D.

L’assertion (2) du corollaire precedent peut se prt!ciser comme suit:

COROLLmE 2. Soit toujours (X, m, G) un systme dynamique et soit i un
ensemble quelconque. Considdrons une famille (h)r d’$l$ments de L (X, m)
telle que 11 h, <
Pour tout 0 il existe g, g., ..., g, dans G et o, c., ..., c,, nombres

rels positifs de somme dgale 1, tels que
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Munissons I de la mesure discrete r pour laquelle tout point une masse
gale i 1, et considrons l’espace mesur (X X I, m X r). Ire groupe G opre
sur cet espace par g (x, i) (gx, i), et ces operations conservent la mesure. Un
lment h de L (X X I, m X r) est une famfile (h), d’lments de L (X, m)
indexe par I et telle que h ] < . Soit K un ensemble fini de . On
dsigne par L (X X I) le sous-espace de L (X X I) des fonctions h (x, i)
telle que h (x, i) 0 pour tout i e K. Chacun des L (X X I) est pour p 1
un espace de Banach rflexif, stable par G; le groupe G opre alors de faon
unitaire sur L(X I), d’ofi il rsulte du Corollaire du Lemme 1 que
L(X X i) est contenu dans W(G, L(X X I)). Or la runion des
L(X X 1), K parcourant les parties finies de I, est partout dense dans
L (X X I). Par suite W (G, L (X X I) L (X X I). On applique alors
le thorme A, Q.E.D.

CoomE 3. Soit (X, m, G) un systme dynamique et soit Sun sous-
ensemble compact (pour la topologie forte) de L (X, m). Consid$rons une
fonction f L(X, m). Pour tout 0 on peut trouver des g, g, ..., g,
dans G et des hombres rels positifs c c c de somme gale 1 tels que

Uf , c,f(g, x < pour route f e S.

On peut trouver un recouvrement fini de S par des boules de rayon
ayant pour centres des lments h, ..., ha de S. D’aprs le Corollaire 2 du
Thorme A on peut trouver des g, g, ..., g dans Get des nombres rels
positifs c, c, ..., Cn de somme gale 1 tels que

pour tout i compris entre 1 et q. Soit alors f un lment quelconque de s;
on peut trouver un i tel que f h ] < e/3. On a alors

] Uf Uh, < e/3 et cf(g x c h, (g x ]] < /3.
Finalement on trouve

l! uf E cf(e z)

E , Q.E.D.

CoaoIaE 4. Soit (X, m, G) un systOme dynamique et soit E un sous-
espe vectoriel de L (X, m) contenant L (X, m) et obtenu en compldtant
i (X, m) par une norme I! x I! satisfaisant d x ] ] x x II , l’on
dsigne par ] x [ (resp. par x ]) la norme l’espace L (resp. de l’espace
L). Supposons que"

(1) le dual E’ de E, identifi$ defaon naturelle a un sous-espace de L (X, m)
est un sous-espace de L (X, m), consid$r$ comme plong$ dans L (X, m)’,

(2) L’espace E est stable par le groupe G,
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(3) le groupe G est un groupe unitaire dans E muni de la norme
Alots G est un groupe faiblement presque-p$riodique d’opOrateurs de E.

On sait que W (G, E) est fermi. D’autre part L (X, m) est partout dense
dans E. I1 suffit donc de vrifier qu’unef de L (X, m) est faiblement presque-
priodique par rapport G dans E.

Soit (gn) une suite de G. Comme tout lment f de L (X, m) est faible-
ment presque-priodique par rapport G, on peut extraire de (g) une suite
(s) et on peut trouver y dans LI(X, m) tels que la suite en p(s.f, ) soit
convergente de limite (y, k) pour tout ]c

L L (X, m);pour tout p, on all y II -< II f II d’ofi y e (X, m). Soit alors
on peut repr6senter ] comme une limite L d’une suite (kn) de fonctions de
L(X,m). Onaalors

Le premier terme peut tre rendu arbitrairement petit en choisissant un n
assez grand .Le choix de n itant ainsi fair, le deuxi.me terme peut tre rendu
arbitrairement petit en choisissant p assez grand, puisque k est une fonction
de L (X, m).

I1 en rsulte que route f eL(X, m) a une orbite compacte pour
a (L (X, m), L (X, m)). iVIais a (E, E’) induit sur L (X, m) une topologie
siparde moins fine que a(L (X, m), L
norme de E est moins fine que la topologie de la norme de L (X, m). I1 en
rsulte que l’orbite de f e L (X, m) est faiblement compacte dans E muni
de a (E, E’) autrement dit L (X, m) W (G, E). Par suite W (G, E) E,
puisque W (G, E) est ferm et que L (X, m) est partout dense dans E, Q.E.D.
Revenons aux hypotheses et notations du Thorme A. Le groupe G

opre par transposition sur le dual E’ de E. Considrons un sous-ensemble
faiblement compact S de E qui soit stable par G. Le group G se prolonge en
un groupe d’oprateurs unitaires de l’algbre C(S) des fonctions complexes
continues sur S.

PROPOSITION 1. Le groupe G est un groupe faiblement presque-pdriodique
d’automorphismes unitaires de C (S ).

On salt que W(C(S), G) est une sous-algbre ferrule de C(S). I1 est
d’autre part immdiat que la complexe conjugue d’une fonction faiblement
presque-priodique est encore une fonction faiblement presque-priodique.
I1 suffira donc de voir, d’aprs le thorme de Weierstrass-Stone, que
W(C (S), G) spare les points.

Soient set s deux 14ments distincts de S. On peut trouver un x dans E
tel que s (x) s’ (x). Si est la fonction sur S dfinie par (t) t(x) pour
tout e S, spare les points s et s’ de S. Reste voir que est faiblement
presque-priodique par rapport G. Soit (g) une suite d’lments de G.
Comme l’ilment x est faiblement presque-priodique dans E par rapport G
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d’aprs le corollaire du Lemme 1, on peut extraire de (g) une suite (g) telle
que (gx) soit convergente pour a(E, E) vers un y e E" pour tout
seS on a s(y) lims(gx), soit (t) lim2(t) pour tout teS, si

x g x. Par application du Thorme 1.3 de [5] on voit que 2 est une
fonction continue sur S faiblement presque-priodique par rapport G,
Q.E.D.

COROLLAIRE. On conserve les notations de la proposition pr$cdenie. On
suppose de plus que S est la fermeture de l’orbite de l’un de ses points s. Alors
il existe sur S une mesure de Radon ms et une seule qui soit positive invariante
par G et de masse totale gale i 1. Toute mesure de Radon sur S invariante
par G est proporionnelle d m et pour tout x e E et tout e S on a

<Ux, t> fs r( x)dms(r).

D’aprs la proposition 1 et le Thfiorme 3.8.4 de [6] il existe pour route
f e C(S) une fonction constante Uf et une seule dans l’enveloppe convexe
fermfie de l’orbite de f. En posant Uf m (f) on dfinit la mesure invariante
cherch.e. Sin est une deuxime mesure invariante sur S on a n (h) n (f)
pour route h appartenant l’enveloppe convexe fermfie des translatfies de f.
En particulier n (f n (ms (f ms(f)n(1).

Soit x dans E. Pour tout > 0 on peut trouver gl, "’", g dans Get des
nombres rels positifs cl, ..-, c de somme I tels que

En particulier pour tout e S on a

<Vx, t> _, c,<g,x, t> < v]] ll.
Si C supts II, qui est fini puisque S est borne, on a pour tout e S,

(Vx,

Comme Ux est un til!ment invariant, on a (Ux, gs} (Ux, s} pour tout g e G,
soit

pour tout g dans G. En prolongeant par continuit trouve

pour tout e S. Intgrons cette ingalit par rapport ms. On obtient

f (Ux, s} c(x, g t} dms(t)

_
E Cs

soit, la mesure ms tant invariante,

(Ux, s} f (x, t} dms(t)
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Comme v est arbitraire, on a (Ux, s> fs(x, t)dms(t).
part (Ux, gs) (Ux, s) pour tout g e G, on a

Comme d’autre

(Ux, gs) fs (x, t) dms(t)

d’ofi, en prolongeant par continuitY,

(Ux, t) fs (x, t) dins(t), Q.E.D.

On conserve les notations du thorime A et on suppose de plus que G est
un groupe localement compact, l’application (g, x) gx de G E dans
E tant continue lorsqu’on munit G E de la topologie produit. On con-
sidre d’autre part une mesure de Haar dg invariante gauche sur G. Soit I
un ensemble ordonn! filtrant et soit (f)ix un ensemble de fonctions de
L (G, dg) index par I. On dit que la famiile (f)x est asymptotiquement in-
variante d gauche (au sense fort) si pour tout h e G la famille de fonctions en x
de G [f(x) f, (hx)] tend vers 0 suivant l’ensemble filtrant I au sens de la
topologie de la norme L1, cf. [6] Ch. II, 2.4 Def. 2.4.1. Suivant la remarque
fondamentale de M. Day route moyenne invariante gauche s e L (G)’ est
limite dans L"(G)’ pour la topologie faible a(L"(G)’, L"(G)) d’une famille
(fi) e L (G) asymptotiquement invariante i gauche au sens fort et com-
posie de fonctions rielles positives d’intgrales par rapport i dg igales i 1.
Une telle famille (f) sera appele une famille de ddfinition de la moyenne s.
Nous nous proposons d’itablir le thorme suivant"

THEOREME B. Soient E un espace de Banach et G un groupe d’automor-
phismes linaires continus de E faiblement presque-pdriodique. On suppose
que G est muni d’une topologie qui en fait un groupe localement compact moyen-
nisable et que l’application (g, x) -- gx de GXE dans E est continue. Soit
(h),, une famille de dfinition d’une moyenne gauche s sur G.

(1) Pour tout i et pour tout x de E l’application h(g)g-x de de G dans E
est intdgrable au sens fort de Bochner par rapport d la mesure de Haar dg.

(2) Soit U le projecteur presque-p$riodique de E sur le sous-espace Ea des
dldments de E invariants par G (cf. Th$orOme A ). On a, la limite $tant prise au
sens fort,

Ux lim fa hi (g)g xdg.

La fonction h est une limite L d’une suite (]c) de fonctions continues
support compact. La fonction g -. k,, (g)g-x est intgrable au sens fort de
Bochner, !tant continue support compact. D’autre part

)g xdg-- k(g)g xdg <_ k,,- k x

D’ofi aussitSt (1).
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Pour tout y invariant on a fh(g)-ly dg y. C’est en particulier le cas
pour y Ux. D’autre part, le groupe G operant de faon faiblement presque-
priodique sur E, on peut trouver pour tout e > 0 des gl, "’", g, dans G et
des nombres reels positifs cl,..., c de somme 4gale 1 tels que
Ii Ux cgx II < . Pour tout i on a done

E x <

Mais, dg tant invariante gauche, on a galement

ux z f g xdg

OU

(g)g x da(g)g x dh < + cj (hi(gig) hi

Or h est une famille asymptotiquement invariante gauche et est arbi-
traire, Q.E.D.

COROLLAIRE. Soit (X, m, G) un systme dynamique composd d’un espace
compact X, d’une mesure de Radon m sur X et d’un groupe localement compact
moyennisable G, tels que l’application (g, x) gx de GXX dans X soit con-
tinue. On fixe d’autre part une mesure de Haar invariante d gauche dg sur G
et on consi&re une famille (h,) dfinition d’une moyenne inariante d gauche
sur G. Pour toutef e L (X, m) on a, la limite dtant prise au sens de la norme L,

Vf(x) li f h(g)f(gx) dg.

Le groupe G opre de faon unitaire sur L (X, m), et il rsulte des hoth-
ses faites que l’application (g, f) g.f de GXL (X, m) dans L (X, m) est
continue. D’autre part, si h (g) est une fonction continue sur G support
compact et si best fonction continue sur X, la fonction continue

x ----> f h(g)b(gx) dg

est l’intgrale au sens de Bochner de la fonction continue

g -- h(g)g-l.b

de G valeurs dans l’espace des fonctions continues sur X et est i plus forte
raison l’intgrale au sens de Bochner de la mme fonction considdre comme
tant valeurs dans L (X, m). Par passage la limite par rapport aux
normes L dans L (G) et dans L (X, m) on en dduit que la classe de la
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fonction

f
est l’int!grale au sens de Bochner de la fonction g ---. h, (g)g-l.f. Le corollaire
est alors une cons!quence immediate du thorme pric!dent, Q.E.D.

3. Quelques proprits de la movenne temporelle
d un systme dynamique

Dans ce pragraphe (X, m, G) disigne un systme dynmique quelconque.
On se propose d’abord de dmontrer le th(!orme suivant, qui complete le
corollaire 1 du Thorme A:

THEOREME C. Soit (X, m, G) un systme dynamique.
(i) Pour tout fe Lp (X, m ), 1

_
p <_ lafonction Uf appartient galement

Lp (X, m) et, pour p c, est l’unique $l$ment invariant appartenant
l’enveloppe convexe ferrule dans Lp (X, m) des translat$es de f par les $l$ments

de G. Le projecteur U induit ainsi une contraction de l’espace Lp (X, m ).
(ii) Pour tout couple (p, q) d’exposants conjugu$s, 1 <_ p, q <_ , toue

help (X, m) et route keLq (X, m), on a entre fonctions de L (X, m) l’identit$ de
Reynolds, dans laquelle le point (.) repr$sente le produit usuel de deux fonctions

V(Vh.) Vh.V V(h.V).

(iii) Pour route suite croissante de fonctions r$elles f, de L (X, m) d’en-
veloppe sup$rieure f appartenant L (X, m) on a

Uf lim Uf,,

la limite pouvant $tre prise au sens L ou au sens de la convergence presque-
partout pour la mesure m.

(iv) Pour tout sous-ensemble m-presque-invariant Y de X, i.e. tel que pour
tout geG les ensembles Y C g- (Y) et g- (Y) C Y soient de mesure nulle, on a

Aurement dit Uf est l’esprance conditonnelle de f par rapport la sous-tribu
des ensembles m-mesurables compose des ensembles presque-invariants.

Je remercie M.Lin qui a bien voulu attirer mon attention sur l’intrt de
la propriit (iv).

(i) Consid!rons d’abord une fonction f essentiellement borne en valeur
absolue par une constante positive C. Toute combinaison convexe de trans-
lathes de fest essentiellement borne par C, et il en est de mme de tout
lment appartenant l’adhirence pour la topologie L de l’ensemble de ces
combinaisons convexes, donc en particulier pour Uf. D’ofi (i) pour les
fonctions de L.
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Soit maintenant f une fonction de Lp avec 1 < p < . L’enveloppe con-
vexe ferme C (f) pour la topologie L de l’orbite de f est videmment stable
par G; et comme G est un groupe d’oprateurs unitaires dans L, espace uni-
form4ment convexe, il existe dans C,(f) au moins un 614ment invariant f.
Mais X est de mesure finie; l’ingalit de HSlder montre que, pour 1 < p < ,
C (f) est contenu dans C1 (f), d’ofif UfeL’ (X, m). Comme Uf appartient
ainsi l’enveloppe convexe ferme pour la topologie L de l’orbite de f, on

ii) Soient p et q des exposants conjuguds, h une fonction de Lp (X, m) et
k une fonction de Lq (X, m). D’aprs ce qui precede Uh et Uk appartiennent
respectivement L et Lq et, d’aprs l’ingalit de HSlder, les fonctions
h.lc, Uh.k, h. Uk et Uh. Uk appartiennent i L (X, m). Quels que soient les
nombres rels positifs cl, c., c de somme 1 et les lments gx, g, g
de G on a dans L (X, m]

, (Vh. (,x) Vh (x) (S, c, (,x) ).

On sait d’aprs (i) que appartient l’enveloppe convexe fermie pour la norme
Lq des translates de k par les lments de G. I1 rsulte de l’identit prc-
dente et de l’ingalit de HSlder que Uh. Uk appartient i l’enveloppe convexe
ferme pour la topologie L des translates de Uh.lc par les lments de G
d’ofi, puisque Uh. Uk est invariante, U (Uh.k) Uh. Ulc. On montre de
mme que Uh. Uk U (h. Uk ).

(iii) On a

supof Uf, dm sup, f f. dm f f dm,

d’ofl il rsulte que f sup Uf, appartient L1. Comme f- f, _> 0 pour
tout n, il rsulte aussit6t de l’appartenance de U (f f,) l’enveloppe con-
vexe ferme des translates de f f, que Uf Uf, >_ O, d’ofl f <_ Uf. On
en tire

o< f (uf- f) dm inf f (Uf- Uf,) dm

f f dm-sup,, f f,,dm=O.

(iv) Soit Y un ensemble presque-invariant et soit jv la elasse de la fonetion
earaet6ristique de Y dans L (X, m). L’616ment jr est une 616ment invariant
par l’aetion de G, et on a done d’aprs (ii) pour route fel

jr. gf gjr..gf g(gjr.f)= g(jr.f),

ce qui donne par int6gration
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D’autre part, Uf 6rant un 616ment inwriant de L1, toute fonction f sur X
dont la classe dans L est 6gale Uf est mesurble par rapport/ la tribu des
ensembles m-mesurables presque-invariants, Q.E.D.

Soit (A, 1) un deuxime ensemble probabilisi. On appellera fonction
alatoire (rielle) strictement stationnaire sur X une fonction f (x, a) sur XXA
mesurable pour la mesure produit de met de et telle que pour tout systme
fini xl, x d’616ments de X (l’entier p 6rant arbitraire) et tout systme
dl, d de nombres r6els on air

(a/f(x a) < dl f (x, a) < d
l(a/f(gxl,a) < d,... ,f(gx,a) < d)

quel que soit g dans G.
On d6finit sans difficult6 partir du cas r!el les fonctions alatoires stricte-

ment stationnaires complexes sur X, en consid(;rnt les parties r!elles et
imaginires.
On associe la fonction aliatoire f la fonction m-mesurable sur X d6finie par

Mr(x) fa f(x, a) dl(a)

que l’on ppelle la moyenne statistique de f.
LEMME 2. Soit f une fonction alatoire (relle ou complexe) stricement sta-

tionnaire sur X. La moyenne statistique de f est une fonction invariante par
l’action de G.

On peut supposer que fest r6elle positive et born!e" on se ramine au cas
r6el positif en utilisant la d6composition

f (Re f)+ (Re f)- + i (Im f)+ (Im f)-

et au cas borni en introduisnt les fn inf (f, n).
Soit geG. L’ensemble des x tels que l’une des intigrales

f f(gx, a) dl(a) et f f(x, a)dl(a)

n’existe pas est de mesure nulle pour m. Dans ce qui suit on fixer un geG et
on consid6rer les x tels que les deux int!grles pric,dentes existent. On
d!signer par M un nombre > 0 tel que f prenne ses wleurs dans [0, M].
Pour tout entier n >_ 1 et tout entier/c, 1 _< k _< n, on introduira les en-

sembles An.k (x)"

A,,,k (x a (tc 1)M/n <_ f (x, a) <_ kM/n}
Si

on a
I, (x ’< (M/n)m (A,, (x

Mf(x) limn I, (x)
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Dire que fest strictement stationnaire entraine que

m(A,,,k(gx)) m(A,,,k(x)) et I,,(gx) I,,(x).

D’ot le lemme, Q.E.D.
Dans ce qui suit nous considirerons une fonction al!atoire strictement

stationnaire f sur X telle que

f(x, a) dm(x) dl(a) < .
Pour presque tousles a de A la fonction fo (x) f(x, a) appartient L (X, m).
On peut considirer que le groupe G opire sur XXA par g (x, a) (gx, a).
On peut alors difinir Uf(x, a) dans le systime dynamique (XXA, mXl, G).

LEMME 3. Supposons G d$nombrable. Pour presque tousles a on a

Uf (x, a) Ufo (x ) m-presque-partout en x.

On peut construire une suite tn (x, a) de combinaisons convexes de trans-
laties de f convergeant vers Uf (x, a) dans L (XXA ). Comme

11 Uf t,, 111 ff IUf(x, a) t,(x, a)l din(x) dl(a)

on peut extraire de la suite t. une suite s telle que

lim fx IUf(x, a) s(x, a) dm(x) 0

pour presque tous les a. Par suite pour presque tous les a, US (x, a) appartient
i l’enveloppe convexe fermie des translatfies de fa dans LI(X). Pour
tout geG on a Uf (gx, a) Uf(x, a) pour presque tous les a de Aet presque
tous les x de X. Comme G est dnombrable, il en rfisulte que l’ensemble B,
riunion des ensembles exceptionnels de A correspondant i chaque il!ment
de G, est de mesure nulle et que pour tout gG et tout a B on a Uf(gx, a)
Uf(x, a) presque-partout en x. Autrement dit la fonction (Uf)a sur X, qui
appartient / l’enveloppe convexe fermie des translat!es fa dans LI(X, m)
pour presque tousles a, est figalement invariante pour presque tousles a.
D’ofi le lemme, Q.E.D.

PROPOSITION 2. Soit (X, m, G) un systOme dynamique dont l’ensemble des
temps G est dnombrable et soit f une fonction alatoire strictement stationnaire
sur X, paramdtrde par l’espace probabilisd (A, l). On suppose que f est dans
L (XXA, mX1).

Si pour tout aeA, fa ddsigne la fonction sur X qui d x associe f (x, a) et si Ufa
ddsigne la "moyenne temporelle" de l’dl$ment f, de L (X, m ), la fonction Ufa (x
de (x, a) sur X)<A est mesurable et on a l’dgalitd entre moyennes statistiques de
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fonctions aldatoires

f Ufa(x) dl(a) a) dl(a) p.p. en x,

soit symboliquement MUfa Mr.
Autrement dit, lorsque l’on itudie les fonctions aliatoires strictement

stationnaires sur un systme dynamique, les moyennes statistiques se fac-
torisent h. travers la moyenne temporelle U qui joue ainsi le rSle d’une
"moyenne statistique universelle".
D’aprs le Lemme 3 on peut remplacer Uf (x)eL (X, m) dipendant du

paramtre a par Uf(x, a)eLI(XXA, reX1). Comme Mf est un ilment
invariant de L (X, m) d’aprs le Lemme 2, on a, dans L (X, m), Mh Mf
pour route combinaison liniaire convexe de translates de f. Pour tout n > 0
on peut trouver une telle combinaison convexe h. telle que

ff luf(x, a) h,(x, a)l dm(x) dl(a) < 1In
d’ofi

Jx J Uf(x, a)dl(a)- h,(x, a)dl(a) dm(x) 1In.

Mais, d’aprs ce qui pricde,

h,(x, a)dl(a)= fa f(x, a)dl(a)

m-presque partout en x. Comme nest arbitraire on a donc

ft Uf(x, a)dl(a)= f., f(x, a)dl(a)

m-presque partout en x, Q.E.D.
Soit (X, m, G) un systme dynamique dans lequel le "groupe des temps" G

est un groupe localement compact. On fixe sur G une mesure de Haar in-
variante gauche dg, et on suppose que (g, x) -, gx de GXX dans X est
mesurable lorsqu’on munit GX de la mesure produit de dg et de m. Sup-
posons d’autre part que G soit moyennisable, et soit s une moyenne invariante
gauche sur G.

PROPOSITION 3. Pour route moyenne invariante d gauche s sur G, pour
route feL (X, m) et toute f’eLq (X, m), p et q tant conjugu$s, la fonction de cor-
relation

c(f,f’)(g) f:rf(g-lx)f’(x) dm(x)

appartient d L (G) et on a

s(c(f,f’)) Uf(x)f’(x) din(x) fxf(x)Vf’(x) din(x).
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Supposons d’abord que 1

_
p < . Pour tout e > 0 on peut trouver

gl, g dans G es cl, c. nombres rtiels positifs de somme t!gale 1
tels que

On en tire

En "intgrant" par rapport la moyenne s on Srouve

f Vf(x)f’(x) din(x) (c(f, f’)(g,g)) < e l] f’ Ha
Comme s est invariante gauche, s(c, f)(gg)) s(c, f’)(g)) d’ofi

f Vf(xy’(x) dm(x) s(c(f’)) < eli f’

Or e est arbitraire.
Supposons maintenant que feL (X, m) et que f’eL (X, m). On approche
par des fonctions bornes f. On a

Comme fetf appartiennent L (X, m) on a, d’aprs ce q precede,

Par suite

s(c(fi f’)) lim s(c(f, f)) lim f Uf(x)f’,,(x) dm(x)

fx Uf(x)f’(x) dm(x).

Enfin, d’aprs le Thorme C (ii), on a dans tous les cas

Q.E.D.

Les hypotheses de la proposition tant conservties, supposons de plus que
feL" (X, m). Pour presque tous les x la fonction sur Gf g f(gx) est une
fonction de L (G); par suite s (f) est difini. I1 est naturel de se demander si
l’on a s (f) Uf(x) m-presque partout en x, ce qui serait la gtntiralisation la
plus immtidiate du thorme ergodique individuel. La difficultti que l’on
rencontre lorsque l’on veut tablir un tel t!noncti provient essentiellement du
fair que pour calculer s (f) on doit faire intervenir une famille de dt!finition
de sen gtinral non dnombrable.

Soit (X, m, G) un systbme dynamique dans lequel X est un espace compact,
m une mesure de Radon positive de masse totale 1, et G un groupe localement
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compact. On suppose que l’application (g, x) -- gx de GXX dans est con-
tinue. On fixe une mesure de Haar invariante i gauche dg sur Get on con-
sidre une famille h. (g) de fonctions de L (G, dg) telle que"

(1) pour tout n on a fh,, (g)dg 1,
(2) pour tout s dans G la suite fl h,, (sg) h,, (g),I dg tend vers 0.

D’apris M. Day [9] une telle suite existe sous la seule condition que G soit
ddnombrable l’inni.

TEoaE D. On garde les hypotheses et notations prdcdentes et on suppose
qu’il existe un C 0 et un r 1 tels que

lim. sup h(g) (gx) gg dm(x) C (x) ] dm(x)

pour outes les fonctions (x appartenant d un sous-ensemble partout dense de
C (X) (pour la topologie de la norme).
On a alors pour route f & L (X, m)

(x) lim, f h,(g)f(gz)uf dg

la limite tant prise au sens L ou au sens presque-partout pour la mesure m.

On poser

f [[ j: lim, sup din(x)

pour toutef dans L (X, m) et on dira que[] f ]] est la norme de Weyl de f.
On a f ]] E f [ E f pour toute feL (X, m). On dduit aussitSt
des hothses et d ingalits prcdentes que pour route f dans C (X) on a

f 1] C [[ f [. De cette dernire ingalit rsulte que, si (f) est une
suite croissante borne de fonctions continues d’enveloppe suprieure f on a

f ][ C [ f ],. On peut faire la mme operation pour les suites dcrois-
santes, et finalement on a, en remarquant que L (X, m) s’obtient partir
de C (X) en fermant par rapport l’opration de passage la limite sur d
suites monotones,

pour oue f dans L (X, m). Soi lors E 1 fermeure de L (X, m) pour
1 norme de Weyl. On L (X, m) E L (X, m) e il en r6sule que le
dual de l’paee de Banaeh E s’idenfifie un sous-espaee de L (X, m) con-
sid6r6 eomme plong6 dans le dual de L
famille h(#) es asympofiquemen invriane gauche (condition (2)
prfe6dan l’6none6 du h6orme), on v6rifie sans dieul6 que [1 ff.f
tl f pour ou a dans G e oue f dans L (X, m). I1 en r6sule que G
opbre uniairemen dans E. Le Corollaire 4 du Th6orbme A es applicable"
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pour route f de Ew il existe dans l’enveloppe convexe ferme dans Ew de
l’orbite de f un lment invariant et un seul qui n’est autre que Uf, puisque
cette enveloppe est contenue dans l’enveloppe convexe ferme de l’orbite de
f pour la norme L1.

Pour tablir le Thorme D on peut se limiter aux fonctions relles f. La
fonction Uf est alors relle et pour tout e > 0 on peut trouver gl, g
dans G et o, c nombres rels positifs de somme gale 1 tels que
Uf _, cf(gx)ll, < . Comme la fonction f est relle on a l’ingalit

Uf (x cj(e x < uf(z

d’ofi

f h,(g)Vf(gx) dg E f ch,(g)f(gigx) dg

f h.(.) Uf(gx) _, cf(gigx) dg

Comme Uf et la mesure dg sont invariantes on a

d’ofl l’on tire

Uf x _,
ci lim. inf / h (gi g)f(gx) dg

,d _
lim. sup f h,,(g) Uf(x) _, cf(ggx) dg

Comme la famille h (g) est asymptotiquement invariante gauche et comme
f est essentiellement borne, on a m-presque partout

lim.inf f h -,(gi g)f(gx) dg lim. inf f h,,(g)f(gx)dg



106 FRANCOIS ARIBAUD

et e est arbitraire, d’ofi

fx Uf(x) dm(x) _< fx limn inf fo h,(g)f(gx)dg din(x)

On montre de mme, en partant de l’ingMit

que

, cf(e,ex uf(x <_ c,f (e,ex uf (x

fx lim,, sup f h.(g)f(gx)dg

_
f: Uf(x) dm(x)

On a ainsi

fx lim sup

&off

lim sup fo

h,(g)f(gx)dg lim, inf f h,(g)f(gx)dg <_ 0

h,(g)f(gx)dg lim. inf f h,(g)f(gx) dx

m-presque partout. La suite f h, (g)f (gx)dg est donc convergente m-presque
partout. Or d’aprs le corollaire du Thtorme B, cette suite converge au
sens L vers Uf(x). La dmonstration du tMorme D est ainsi achevde,
Q.E.D.

COROLLAIRE. On garde les mmes hypotheses et on suppose de plus que X
est m$trisable et que G est moyennisable et d$nombrable l’infini. I1 existe une
suite (K,) de sous-ensembles compacts de G de mesure non nulle telle que l’on ait

Uf(x) lim (1/m(K.)) f(gx) dg

m-presque-partout en x pour toute feL (X, m).

I1 r6sulte des conditions de F01ner (el. [6] 3.6 Th 3.6.2) et du fait que G
est d6nombrable ? l’infini qu’il existe une suite (L,) d’ensembles compacts
non nuls de G telle que la suite h, 1/m (L,) fonction caract6ristique de Ln
soit asymptotiquement invariante gauche. D’autre part C(X) est s6p-
arable. Soit t une suite de fonctions de C (X) partout dense dans C (X).
D’apr6s le corollaire du Th6orme B la suite en x

1/m(L.) .fo(gx) dg

converge en norme L vers Ut pour tout p. Par proc6d6 diagonal on peut
extraire de la suite des L, une suite K, telle que (1/m(K,))f . t,(gx)dg
converge m-presque partout vers Ut pour tout p. Le corollaire est alors,
pour la suite (Kn) ainsi obtenue, une cons6quence imm6diate du TMorme
D, Q.E.D.
D’aprs le corollaire pr6c6dent l’op6rateur U est repr6sentable comme une

"moyenne" sur G au sens le plus 16mentaire du terme. Le corollaire montre
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galement que l’on peut choisir une suite (K) utilisable pour le calcul presque-
purtout de Uf pour route f duns L (X, m). Muis, contruirement i ce qui se
passe pour lu convergence L on ne suit pus si lu suite (K) est utilisable pour
tous les systmes dynamiques admettant G comme groupe des temps. Lu
construction d’une suite (K) utilisable pour le calcul presque-partout de U
pour tousles systmes dynamiques et la caractrisation d’une telle suite sem-
blent devoir poser de grundes difficult4s.

Dcomposition spectrale de la mesure m

On considre duns tout ce paragraphe un systme dynumique (X, m, G)"
On dsignera par L (X, m) le sous-espace ferm de L (X, m) compos4 des
41ments invariants de L (X, m), sous-espace qui est galement une sous-
algbre sur laquelle on dfinit une involution par

f* complexe conjugu4e de f.
I1 est immdiat queL (X, m) devient ainsi une C*-algbre. On dsignera par
Sle spectre de Gelfand de L (X, m) et par h l’isomorphisme de L (X, m)
sur C (S, C) dfini par la transformation de Gelfand.

LEMME 4. Par restriction aux classes rdelles de L (X, m) la transformation
de Gelfand dfinit un isomorphisme de l’espace de Riesz unitaire compltement
r$ticul$ (cf. [1] 2) (L (X, m, R), 1) sur l’espace de Riesz unitaire compldte-
ment rticul$ (C (S, R ), 1).

Remarquons d’abord que la transformation de Gelfand transforme l’lment
unit4 de l’algbre La(X, m) en l’ldment unit de C(S). D’autre part h
dfinit par restriction une surjection de L (X, m, R) sur C (S, R)’une f de
L (X, m) est relle si et seulement si ] f, ce qui entrafne h(f); h (f) la
fonction h (f) de C (S) est donc relle. Rciproquement soit une fonction
relle sur S. On peut reprdsenter comme difference de deux fonctions
relles continues _> 0; pour montrer que h est surjective il suffit donc de
montrer que route relle positive de C (S, R) est l’image d’un 41ment rel
de L (X, m). Dire que q est relle positive entruine qu’il existe duns C (S)
telle que ; si feL (X, m) est telle que o h(f), on u h(f]). Muis
f] est un lment rel de L (X, m).

Pour uchever lu dmonstrution du lemme il reste montrer que l’isomor-
phisme h transforme le cSne des lments _> 0 de L (X, m, R) en le cSne des
lments >_ 0 de C (S, R). On u tabli plus huut que route fonction relle
positive de C (S, R) tuit l’imuge d’une fonction r4ele positive de L (X, m, R).
Un argument analogue montre que l’image d’une fonction positive de
La (X, m, R) est un lment positif de C (S, R), Q.E.D.

COROLLmE. Le spectre de Gelfand de L (X, m) s’identifie au spectre de
Stone-Kalutani de l’espace de Riesz unitaire compl$tement rdticuld
(L (Z, m, R ), 1).
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Soit T le spectre de Stone-Kakutani de (L (X, m, R), l). Des isomor-
phismes d’espaces de Riesz compltement unitaires entre (L (X, m, R), l)
et (C (T, R), l) et entre (L (X, m, R), l) et (C (S, R), l) on dduit un iso-
morphisme d’espaces de Riesz unitaires compltement rticuls entre
(C (T, R), l) et (C (S, R), 1). Mais il est bien connu qu’un tel isomorphisme
est ralis par un homomorphisme de T sur S, Q.E.D.
Une remarque analogue peut tre faite pour l’algbre de Banach complexe

L (X, m)" le spectre de Gelfand de L (X, m) s’identifie au spectre de
Stone-Kakutani de l’espace de Riesz unitaire compltement rticul
(L (X, m, R), l). Rappelons que la mesure m sur X dfinit une mesure de
Radon # _> 0 sur et que L (X, m) s’identifie de faon naturelle avec
L (, ). Enfin il existe un relvement isomtrique canonique de L (, #)
dans l’espace de fonctions (, #) sur , l’image d’un lment de L (., #)
tant une application continue de dans la droite numrique acheve , cf.
[7] Ch. II 1 exerc. 13 g) et [1] 3, Prop. 2. Nous identifierons dans ce qui
suit les lments de L (, h) aux fonctions continues correspondantes sur. Des remarques analogues peuvent tre faites pour L (S, n), off nest la
mesure sur S dfinie par la forme linaire sur C (S), identifi L (X, m),
obtenue par restriction de m.

L’injection canonique L (X, m) -- L (X, m), qui est un homomorphisme
isomttrique d’algbres de Banach, dtfinit une application continue surjective
q de sur S, l’image d’une fonction continue sur S par q tant donc une fonc-
tion sur invariante par G.

D’autre part l’injection canonique de L (X, m) dans L (X, m) se transpose
en une application linaire continue p de C(.) dans C (S). Pour tout
s e S on dfinit une mesure de Radon >_ 0 m8 sur par m8 (f) p (f) (s).
Le thorme suivant precise les constructions du 3 de [1]"

THEOREME E. (i) Pour tout lment (rel ou complexe f de L (, f est
m,-int$grable pour n-presque tousles s de S. La fonction s ----> m (f) est
n-intggrable et on a

f m(f) dn(s) f f dh.

(ii) Si f est un l$ment de L (, h il existe h dans L (S, n) tel que f hq.
Dans ce qui suit nous identifierons h et f.

(iii) Soit f e L (, n). En identifiant suivant la convention pr$c$dente
l’l$ment invariant Uf un $l$ment de L (S, n ), on a pour presque tous les s dans
le cas g$nral et pour tous les s lorsque f est born$e

Uf(s) f f(x) dm.(x).

(i) La fonction f est continue, donc ms-mesurable pour tout s. Pour que
f soit m-intgrable il suffit donc que f lfldm < ; il en rsulte que l’on
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peut supposerf rdelle et positive. On posera f inf (f, n)pour tout n _> 0.
Comme f est borne et continue, la fonction m8 (f) de s est continue et on a

d#t fs ms(f) dn(s).

D’aprs le thorme de B. Levi sup m, (r) est n-int,grable et est en par-
ticulier finie n-presque-partout. Comme m est une mesure de Radon on a

sup m. (f, m. (),

les deux membres tunt simultunment infinis.
(ii) En reprdsentunt f sous la forme

f (REX)+- (Ref)-+i(Imf)+- i(Imf)-

on voit que l’on peut supposer f rdelle positive. Posons f inf (f, n). La
fonction continue fest l’enveloppe suprieure des f dans C (, ). Comme
fn est borne et invariante, il existe h dans C (S, R) telle que fn hq,. Soit
h l’enveloppe suprieure des h dans C (S, ,), qui existe puisque S est stonien.
On al hq <_ f. D’autre part

f: hq drh fs h dn sup fs h dn

la dernire 6galit6 ayant lieu parce que l’enveloppe sup6rieure des h dans
C (S, ) coincide n-presque partout avec l’enveloppe sup6rieure des fonctions
h, cf. [7] Ch. II 1, exerc. 13 (f). Or

f h,(s)dn ff (x)d (x).D’o4
f: hq dh f: f drh

Comme est de support X, on a f hq.
(iii) On peut encore supposer f relle positive. On a, si f. inf (f, n),

Uf lira Uf, dans 51 (S, n) et, comme Uf, est une suite croissante,
Uf lira Uf, n-presque-partout. On est donc ramen au cas off f, est borne.

Soit hun lgment de C (S). Pour route/c e L (S, n) on a

f p(hp)t dn (hq)(kq) d f (hk)q drh fs hk d.

I1 en r6sulte que p (hq) h.
En particulier pour f dans L (2, ) on a, en identifiant Uf et la fonction

sur S qui lui correspond,

p Uf Uf dans C(S),
d’ofi

f Uf(x) drhs(x) Uf(s) pour tout s dans S.
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Mais on sait que

n-presque-pargoug darts S d’aprs le d6bug du 4 de [1]. Or ehaeun des deux
membres esg une fonetion eonginue de , .E.D.
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