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SOUS-GROUPES ALGIBRIQUES DE GROUPES
ALGEBRIQUES COMMUTATIFS

PAR

DANIEL BERTRAND ET PATRICE PHILIPPON

R6sum6

L’utilisation, en vue de r6sultats effectifs, des lemmes de z6ros de la th6orie
des nombres transcendants sur un groupe alg6bdque G conduit h d6crire les
sous-groupes alg6briques de G dont l’id6al de d6finition a un degr6 born6. Ce
probl6me, 6tudi6 par D. W. Masser et G. Wiistholz [5] lorsque G est une
puissance d’une courbe elliptique, intervient pour un group G quelconque au
cours de la d6monstration de [9]. Nous l’abordons ici dans le cas g6n6ral en
comparant le degr6 des sous-groupes alg6briques de G au volume de la maille
fondamentale du r6seau de leurs p6dodes. Des arguments de g6om6trie des
hombres permettent ais6ment d’en d6duire les 6nonc6s requis dans [9].

1. Notations et rsuitats

Soit G une groupe alg6brique commutatif, de dimension g, d6fini sur C.
Pour tout sous-groupe alg6brique G’ de G, nous d6signons par t, l’espace
tangent/ l’odgine de G’ et par exp,, l’application exponentielle de t, dans le
groupe de Lie complexe associ6/t G’. Le noyau , de exp,, est un sous-groupe
discret de t,; le sous-espace vectoriel r6el R (R)z f, qu’il engendre dans t,
sera not6 tb,. Le quotient tb,/f, s’identifie ainsi h la composante neutre
(G’) du sous-groupe compact maximal G’ du groupe de Lie r6el associ6 h G’.

Darts ces conditions, soit e une structure euclidienne sur le R-espace
vectoriel t.. Elle induit une structure euclidienne sur les diff6rents sous-espaces
vectoriels r6els de t, et permet donc, dans le cas de tb,, de d6finir le volume
du domaine fondamental de son r6seau ,; ce volume sera not6 vol(,).
C’est le volume de (G’)0 relativement h la mesure de Haar sur G’ associ6e/ e.

Soit enfin un plongement de G dans un espace projectif P (l’existence
d’un tel plongement est assur6e par [11]). Pour tout sous-groupe alg6brique G’
de G on notera deg(G’) le degr6 de l’adh6rence de Zariski de (G’) dans P.
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On peut alors 6noncer:

TnORM 1. I1 existe un nombre rel c, ne d$pendant que de G, e et q, tel
que pour tout sous-groupe algdbrique G’ de G, on ait

vol,(fl,) < c deg,(G’).

Ce thrtme est dtmontr6 au paragraphe 5 par rtduction aux cas, traitts au
paragraphe 3, oCa G est une vari&6 abtlienne ou un groupe lintaire. Son
6none6 appelle quelques remarques.

Remarque 1. le groupe , ne dtpend que de la composante neutre (G’) de
G’. On dtduit done immtdiatement du Thtortme 1 l’intgalit6 plus prtcise:
vol(fl,) < c deg((G’)). Par ailleurs, (G’) 6tant eontenu dans G, on peut
sans perte de gtntralit6 se restreindre h des groupes G et G’ connexes.

Remarque 2. On vtdfiera au paragraphe 2 (lemme 1 et proposition 2)
qu’une lois l’tnonc 6tabli pour un couple (e, ), il vaut pour toute structure
euclidienne sur t et tout plongement projectif de G. On peut done modifier h
loisir e et dans la dtmonstration du Thtortme 1.

Remarque 3. La dtmonstration du Thtortme I fournit, pour certains choix
de e lits h q, une majoration effective de la constante c en fonction de g, des
normes des 616ments d’une base de fl, et de vol(f). On peut, par exemple,
choisir c g! 6s+x pour les choix de e et dtcdts au paragraphe 5.a.

Remarque 4. Le Thortme I entraSne qu’h un facteur ne dtpendant que de
G, q, et e prts, deg,(G’) majore le volume de G’ relativement i la mesure de
Haar introduite plus haut. Dans le cas des varittts abtliennes et des groupes
lintaires (propositions 3 et 5 du paragraphe 3), nous montrerons en fait que
ces quantitts sont 6quivalentes. I1 est probable qu’h l’instar du thtortme de
Wirtinger, cette 6quivalence s’ttende au cas gtntral.

Le Thtortme 1, joint au thtortme de Minkowski sur les minima successifs,
admet les corollaires suivants, o/a les C dtsignent des nombres rtels > 0
effectivement calculables en fonction de c, g et des normes des 616ments d’une
base de fl, et o/a les notions de norme et de distance sont relatives h e. Par
convention, la base du Z-module 0 sera l’ensemble vide, et tout produit vide
vaudra 1.

COROLLAIRE 1. Pour tout sous-groupe algbrique G’ de G, il existe une base
de f, sur Z formde d ’ldments de f dont le produit des normes est majorpar
C degm(G’). En particulier, l’un au moins des lments non nuls de , est de
norme < C2 deg(G’).
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COROLLAIRE 2. Pour tout sous-groupe algdbrique G’ de G, le produit des
distances t, de tout systme de repr$sentants dans f d’une base de
est minor$ par (C3 degq(G’))-. En particulier, un l$ment de f ne peut tre
situ$ une distance infdrieure (C4 deg,(G’))- de t, sans appartenir f,.

C’est cette demire assertion qui intervient dans [9]. Outre le thorme 1 et
le thorme de Minkowski, sa dmonstration (paragraphe 5.b) repose sur une
dmposition naturelle du R-espace vectoriel t en somme directe de son
sous-espace t R (R)z f6, et d’un sous-espace t qui, avec une autre
dcomposition naturelle du sous-espace t lui-mme, fait l’objet du para-
graphe 4.

2. Quelques rappels

(a) Rappels de g,omtrie des nombres
Soient nun entier > 0, et V un espace vectoriel rel euclidien de dimension

n, dont on note (., .) le produit scalaire et II" II la norme associe. On suppose
donne une base orthonorme (bt,... b } de V, et on dsigne par B le
rseau qu’elle engendre dam V.

Soit par ailleurs 1 un entier compris entre Iet n. L’espace vectoriel AV, ne
dimension (), est naturellement muni d’un produit scalaire, dfini par la
formule

(xx A Ax,, y A Ay,) dct((xi, y]);1 < i, j < l),

et la famille At {bil ^ ^bi,; < 2 < < it} en forme une base
orthonorm6e.

Consid6rons dans ces conditions un sous-groupe discret L de V, et notons
le sous-espace vectoriel de V, de dimension l, qu’il engendre. Si { hx,..., X I}
d6signe une base de L sur Z, et { e,..., et} une base orthonorm6e de (pour
la structure euclidierme induite par <.,.) sur .’), la valeur absolue de la
coordorm6e de 2k A AX relativement h la base e A Aet de At.oa de
d6pend que de L (et de l’espace euclidien V). On la notera volv(L) (ou plus
simplement vol(L)). Soit alors A la matrice h n lignes et l colonnes
repr6sentant la famille {t,..., ht} dans la base : son orbite sous la
multiplication h droite par les 616ments de GLt(Z) ne d6pend que de L (et de
).. Par d6finition du produit scalaire sur AIV, on a vol(L)2 det(tAA). Tout
616merit o de l’ensemble S A"t, n des suites croissantes h 616ments de
l’ensemble {1, 2,..., n } s’identifie h un 616ment flo de Ate, et la coordonn6e
de hx ^ ^ hi relativement h flo dans ALV est le d6terminant du mineur A o

d’ordre I de A correspondant h o (of. [10, chap. IV, {}6, lemme 6.A]). Sa valeur
absolue, qui ne d6pend que de L (et de ), sera not6e Lo. Comme Atil est
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une base orthonorm&, on a (Cauchy-Binet):

vol(L)2= E L.

Pour ! 0, on conviendra que vol((0}) 1.

LEMM 1. Soient Vet W deux espaces euclidiens de mdme dimension, et fun
isomorphisme de V sur Wpour les structures vectorielles sous-jacentes. I1 existe
un hombre r$el C5 >_ 1 tel que pour tout sous-groupe discret L de V, on ait

Cvolv(L) < volw(f(L)) < C5 volv(L ).

De plus, C5 est effectivement calculable en fonction d’un majorant des valeurs
absolues des coefficients de la matrice representative de f dans des bases ortho-
norm$es de Vet Wet de ’inverse de son d$terminant.

D$monstration. La norme de l’isomorphisme Atf de AtV sur AtW (vus
comme des espaces vectoriels norm6s) convient pour l’in6galit6 de droite.
Quitte h modifier la valeur de C5, on passe de 1// l’in6galit6 de gauche en
consid6rant l’isomorphisme inverse f-x.

Le lemme 1, appliqu / deux structures euclidiennes sur to, justifie la
premi6re partie de la remarque 2 du paragraphe 1.

LEMM 2. Soient L un sous-groupe de rang 1 du rseau B de V, et L
1 ’intersection de B avec le sous-espace .’ engendr$ par L. On note encore L x

’intersection de B avec l’orthogonal de .’ dans V. Alors le groupe L/L est de
torsion et:

(i) L coincide avec L si et seulement si L admet un facteur direct dans B (ou
defaqon $quivalente, si et seulement si le groupe B/L est sans torsion--on
dit alors que L est un sous-groupe primitif de B);

(ii) l’indice de L dans Lest $gal au p.g.c.d, des entiers Lo, ola o parcourt
l’ensemble

(iii) le sous-groupe L x est de rang n Iet v$rifie (L +/-) o, Lo Lo/[L L]
pour tout o’ 5a,_ t, de compldmentaire o Sa dans {1,..., n }.

D$monstration. I1 s’agit d’6nonc6s classiques, valables pour tout module
libre de type fini sur un anneau principal. On pourra par exemple faire appel
au th6or6me des diviseurs 616mentaires pour (i), / [2, VII, 4, n5, prop. 4]
pour (ii) et/ [2, III, 11, p. 169 (formule (78)) et p. 171] pour (iii).

LMM 3. Soient L c M deux sous-groupes discrets de. V tels que M/L soit
sans torsion, et p la projection orthogonale de V sur l’orthogonal du sous-espace
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vol(M) vol(L) x vol( p (M)).

Ddmonstration. D’apr6s le lemme 2(i), qui ne met pas en jeu la structure
euclidienne de V, L coincide avec l’intersection de M et de , et p 6tablit un
isomorphisme d’un suppl6mentaire de L dans M avec p(M). Or si { hx,..., ht}
(resp. (#t+ t,..., #m }) d6signe une base de L (resp. de ce suppl6mentaire), les
m-vecteurs

’1 A A,IA /.t/+ A A//,m

et

X A Ak A p(/.t/+l) A Ap(/m)

sont gaux. Le dfinition du produit scalaire sur Amv permet de conclure.

Nous terminons ce paragraphe en rappelant le th6or6me de Minkowski (cf.
[10, chap. IV, th6or6me 1.A]), en vertu duquel on peut 6noncer, en notant
v rt/2/F(1 + 1/2) le volume de la sph6re unit6 de

PROPOSITION 1. Soient L un sous-groupe discret de V de rang 1, et
{ ,x,..., 3it} une base de L sur Z dont le produit des normes des $l$ments soit
minimal. Alors

voW( .) voW( .)-< I-III,x,II < 2t"

Dmonstration. Munissons l’espace vectoriel e de la mesure de Lebesgue
d6finie par la structure euclidienne induite de celle de V. Le corps convexe

S {x e.; Ilxll < 1}

a pour mesure vt, et le th6or6me de Minkowski permet de conclure.

(b) Rappels sur les degr6s
Les vari&6s consid6r6es ici ne sont pas n6cessairement irr6ductibles. Soient

X une sous-vari6t6 quasi-projective d’un espace projectif P (c’est /i dire un
ouvert d’un ferm6 de P), et X son adh6rence de Zariski dans P. On appelle
degr6 de X, et on note degl,X (ou simplement deg X) le degr6 de X: si X est
de dimension d, et P de dimension N, c’est le produit par d! du coefficient du
terme de plus haut degr6 du polyn6me de Hilbert-Samuel de l’id6al homog6ne
I de d6finition de X dans C[x0,..., XN].
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PROPOSITION 2. Soient X c P (resp. X’ c P’) une oarit quasi-projectioe
de dimension d (resp. d’) et p un morphisme de X sur X’. On suppose que les
fibres q-l(x) (x X’) ont toutes me’me dimension 8 et on dsigne par A un
minorant des degrs dans P de ces fibres. A ors

&. degv,X’ < C6a-degvX,

o/t C6 C6(tp) est un majorant des degr3s des formules reprsentant p. De plus
si X est une vari$t projective, si q9 est la restriction X d une projection lin3aire
de P sur P’ et si toutes les fibres p-t(x) (x X’) ont mdme dimension

d- d’ et mdme degr A on a

A degv,X’ degvX.

D$monstration Soient (), un recouvrement ouvert de X et

{ Fj()(Xo,..., XN); j 0,..., N’} ,,a’

des families de polyn6mes homognes de degr6s < C(p) reprsentant le
morphisme tp sur chaque ouvert . Le degr6 de X’ est 6gal au cardinal de
l’intersection X’ t L’ (de dimension 0) de X’ avec une sous-vaxi6t6 lin6aire L’
de codimension d’ suftisamment g6nrale dans P’. Soient Lt,..., La, des
formes linaires dfinissant L’ dans P’, et L la vadt dfinie dans P par les
polyn6mes homognes

( ( ..).L ...,F(")(Xo,.. ,x), ,a,i=l,...,

qui sont de degr6s < C6(tp). La vari&$ Y X L est ainsi d6finie darts X
par des 6quations de degr6s < C6(). On a done en vertu de la premi6re
in6galit6 de la proposition 3.3 de [8]: degvY . C6(p)d’degvX. Mais Y=
-t(X, L’) 6tant la r6union de degv,X’ fibres de , on a aussi degl,Y >
A degl,,X’, ce qui ach6ve d’6tablir l’in6galit6 de la proposition. Si maintenant
X et qo v6rifient les hypoth6ses de la 2e partie de la proposition, on a:
C6(q0) 1 et Y est l’intersection du ferm6 X avec d’ hyperplans de P, de sorte
que degvY degvX (d’apr6s [8, lemme 3.1], par exemple). Mais Y est la
runion de degv,X’ fibres de q0, de degrs A, et on a done: degvY A degv,X’,
ce qui achve d’6tablir la proposition.
La proposition 2, applique ii deux plongements du groupe alg6brique G

dans des espaces projectifs, permet de justifier la deuxime partie de la
remarque 2 du 1.
Nous serons 6galement amen6s &udier des ouverts V de ferm6s du produit

I-I’_tP) de n droites projectives. Nous reprenons dam ce cas la notion de
multidegr6s de [8], en indexant ces multidegr6s par les 616ments de -1,
_t, oh dim V (notations du paragraphe 2.a), de sorte qu’avec le lemme



SOUS-GROUPES ALG]BRIQUES 269

3.1 de [8] on a:

SCOLIE 1. Pour tout l$ment o de 5’, de compl$mentaire o’ dans
(1,..., n), dego,(V) est $gal au hombre de points de V dont l’image dans
I-Ii 6 oP<t0 est fix$e de fagon suffisamment g$n$rale.

SCOLIE 2.
alors

Si q d$signe le plongement de Segre de n -1I-Ii_IP(i dans P2

deg(V) 1! E dego,(V).
tI ’n-I,

3. Dmonstration du thorme I dans les cas ablien et iinaire

Nous traitons successivement les cas o le groupe alg6brique commutatif
connexe G est une vari6t6 ab61ienne, puis un tore (ou, plus g6n6ralement, un
groupe linaire).

(a) Le cas ablien
Soient G une varit ablienne de dimension g, dfinie sur C, et D un

diviseur tr6s ample sur G. Sa classe d’6quivalence lin6aire permet de d6finir un
plongement projectif p de G, et sa classe d’6quivalence al#brique une forme
R-bilin6aire altem6e E sur t, prenant des valeurs enti6res sur le r6seau des
p6riodes fl de t. D6signons par J l’automorphisme de multiplication par

/-1 sur t. Comme D est ample, la forme bilin6aire sym6trique/i valeurs
r6elles d6finie sur t par

e(x, y) E(Jx, y)

est non d6g6n6r6e positive. On a ainsi naturellement associ6 au plongement q
de G une structure euclidienne % e sur t, pour laquelle on peut 6noncer,
avec les notations du paragraphe 1"

PROPOSITION 3.
on a

Pour toute sous-varit ab$lienne G’ de G, de dimension h,

Vol,(fl6,) (1/h!)deg(G’).

Ddmonstration. Nous d6montrons cette 6galit6 /i partir du th6orme de
Riemann-Roch sur la vari6t6 ab61ierme G’ [7, pp. 150, 155]. Soit D un diviseur
sur G’ reprsentant la restriction t G’ de la classe de D. Le systme lin6aire
form6 par les restrictions t G’ du systme lin6aire comp.let DI d6fini par D
sur G est un sous-espace lin6aire sans point de base de [DI (sur G’; voir [4, p.
158]). Le plongement projectif qu’induit. sur G’ est donc le compos6 du
plongement projectif ff de G’ associ6 ii D par une projection lin6aire partout
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d6finie sur ff(G’), et la seconde partie de la proposition 2 entrane:

deg(G’) deg(G’).

Par ailleurs, la forme altem6e E d6finie p.ar D sur a, est la restriction h a, de
E, et puisque J induit l’automorphisme J de multiplication par du C-espace
vectoriel t, de t, on a, pout tout couple (x, y) d’616ments de t,

e(x, y) ff( fx, y).

Soit alors {(1,..., (2h} une base de fie, sur Z. D’apr6s le th6or6me de
Riemann-Roch, deg(G’) est 6gal au produit par h! du pfaflien de E. Or

(pf(/))2 det{/((oi, (oj); 1 < i, j < 2h },
tandis que la norme vole(fa,) de (ol A AtO2h darts l’espace euclidien
A2rthta, v6rifie par d6finition:

(vo.(e,))’ (A’")(.r,,,x ^... ^.r,,,,,, ,,, ^...
(A/)((A.f)(o ^... ^o), o ^... ^Oh).

Mais le d6terminant A2hfde f vaut 1, donc

(vo.(,))’ (A’")(,,,, ^ ^,,,_,,,,,,, ^ ^,,,,,,)= dt{(,,,,,,,,)},
et la proposition 3 est d6montr6e.

(b) Le cas lin6aire
Soit, tout d’abord, G un tore complexe de dimension g. Fixons une base

de son groupe des caract6res X(G). Elle permet d’identifier X(G) h Zg, G h la
puissance g-i6me G du groupe multiplicatif CXmd’ofi un plongement de G
darts le produit I-I/g_P(Xi) de n droites projectives, induit par le plongement
naturel de G, dans Pmet l’espace tangent t h C g. Nous munissons alors t
de la structure euclidienne e pour laquelle les 2g 616ments (0,..., 0,1, 0,..., 0)
et (0,..., 0, 2ir, 0,..., 0) forment une base orthonorm6e. Le couple (e, ) 6tant
ainsi li6, on peut 6noncer, avec les notations des paragraphes 2 et 3:

PROPOSITION 4. Soit G’ un sous-groupe algbrique du tore G, de dimension
h, admettant 8 composantes connexes. Pour tout lment o de 6ah, s’ on a

(na,)o (l/8)dego,((G’)).

Ddmonstration. Soient (G’) la composante neutre de G’, et L le sous-
groupe de X(G) form6 des caractSres de G s’annulant sur G’. Le groupe X(G’)
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s’identifie alors au quotient X(G)/L, et G’ est le sous-groupe de G tu6 par L.
Le sous-groupe G’ est connexe si et seulement si X(G’) est sans torsion. Plus
g6n6ralement, le nombre [G" (G’)] de composantes connexes de G’ est
6gal h l’ordre du sous-gro_upe de torsion de X(G’), c’est/ dire/ l’indice/(L)
de L dans son satur6 L X(G) tq Q. L dans X(G), puisque X(G)/L
X((G’)) (voir [3, cor. 8.3]). Dans ces conditions, Lest libre, de rang g- h.
Soit

A=(/,y;1 <i<g;l<j<g-h)

une matrice h (g- h) lignes et g colonnes repr6sentant une base de L
relativement/i , de sorte que G’ est d6fini dans G par les 6quations

g

I-IxX’.,=l (j 1,...,g- h).
i-1

et soit o’ un lment de 6as_h, g, de complmentaire o dans {1,..., g }. Notons
A o, le mineur de A correspondant/i o’. Quitte i modifier la base de A choisie
plus ham en multipliant i droite A par un 616ment de GLg_h(Z), on peut
supposer, comme dans [5, p. 434], A o, triangulaire (cf. [10, chap. IV]). Le
nombre de points de (G’) dont les coordonn6es relatives
sont fixes arbitrairement est alors 6gal au produit des valeurs absolues des
lments diagonaux de A o,, c’est ii dire i det ’o,I Lo, (voir notations du
3). D’aprs la scolie 1, on a donc

dego,((G’)) Lo,.

Enfin le sous-espace vectoriel o, de o, identifi6/i Cg comme plus haut, est
d6fini par les 6quations

g

_,hi, jz,= O (j=l,...,g-h).
i-1

Si on identifie X(G) (R) R, muni de la structure euclidienne qui fait de une
base orthonorm6e, au sous-espace euclidien o fg (R) R de o en associant au
k-i6me 616ment xk de la p6riode 2ir du k-i6me facteur de Gmg, l’intersection
rio, de to, avec flo coincide donc avec l’intersection L +/- de X(G) avec
l’orthogonal de L (R) R. D’apr6s le lemme 2, on a alors

(2o,), L,,,/8(L),

et la proposition 4 est d6montr6e.
Soit alors tp le compos6 de par le plongement de Segre de H/g.. P(o dans

p2g-x. On d6duit de la scolie 2 et de la formule de Cauchy-Binet:
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COROLLAIRE 3.
G, ona

Pour tout sous-groupe alg$brique G’, de dimension h, du tore

(h!/2g)deg,(G’) < [G’" (G’)lvol(fl,) h! deg,(G’).

Plus grnrralement, soit maintenant Gun groupe linraire commutatif con-
nexe complexe, de dimension g. La dreomposition de Jordan des matrices
fournit une drcomposition canonique de G en produit d’un groupe unipotent
Gu par un tore Gm (voir [3, throrrme 4.7]); en partieulier:

LEMM 4. Tout sous-groupe algdbrique G’ de G est produit direct de son
intersection G avec Gu et de son intersection G, avec Gm.

Fixons alors un isomorphisme de G, (resp. Gin) sur une puissance G (resp.
G,) du groupe additif (resp. multiplicatif). On en drduit un plongement de
G dans un produit de droites projectives, et par composition par un plonge-
ment de Segre, un plongement tp de G dans pEs-1. Munissons par ailleurs t
d’une structure euelidienne e 6tendant arbitrairement eelle introduite plus haut
sur tm (par exemple en imposant tm et tu d’Stre orthogonaux). Le couple
(e, ) 6tant ainsi fixr, on peut 6noneer, en rappelant la convention vol(0} 1:

PROPOSITION
mutatif G. Alors

Soit G’ un sous-groupe algdbrique du groupe linaire com-

2-gdeg(G’) < [G’" (G’)]vole(f6,)< g!2gdeg(G’).

D$monstration. D’une part, f6, f6;, et les nombres de composantes
connexes de G’ et de Gm’ coincident. D’autre part, les images par des
sous-groupes de G sont de multidegrrs 0 ou 1, donc leurs images par q sont
de degrrs bornrs par v!2 d’aprrs la scolie 2. On conclut en combinant le
lemme 4 et le corolla.ire 3 au lemme 3.4 de [8].

4. Drcompositions canoniques des aigrbres de Lie des groupes
algrbriques commutatifs complexes

Soit G un groupe algrbdque commutatif connexe sur C. On dispose d’une
suite exacte canonique de groupes algrbdques (voir [11])

OLGA "--> O,

oh L drsigne le sous-groupe linraire connexe maximal de G, et A est une
varirt6 abrlienne. Comme on l’a rappel6 plus haut, la drcomposition de Jordan
des matrices fournit une drcomposition canonique de L en produit d’un
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groupe unipotent Lu, isomorphe h une puissance Ga du groupe additif, et d’un
tore Lm, isomorphe h une puissance Gm du groupe multiplicatif. Nous fixons
d,sormais de tels isomorphismes et noterons ru (resp. rm) la projection de L
sur L, (resp. Lm)correspondante.
Le groupe de Lie r6el associ6 h G poss6de un sous-groupe compact maxi-

mal, dont l’alg6bre de Lie t est engendr6e sur R par le SOUs-groupe discret 2o
de to. Son intersection avec L est ie sous-groupe compact maximal de L,
c’est-h-dire le tore r6el U, dont l’alg6bre de Lie c

L. t L. (R) R fournit
un R-espace vectodel intrins6que dans o. Ce fair va nous permettre de
construire les d6compositions naturelles de oet de t, annonc6es au para-
graphe 1, sur lesquelles reposent la d6monstration du th6or6me 1 et de son
corollaire 2 dans le cas g6n6ral.

THIZORIZM 2. I1 existe un R-espace vectoriel t de o tel que, pour tout
sous-groupe alg$brique G’ de G, l’intersection t, de o, avec t soit un
suppl$mentaire de t, dans le R-espace vectoriel to,.

Ddmonstration. Notons tL l’image de cLm par l’automorphisme de multi-
plication par 1 du C-espace vectodel tz., et t zu t+L. la somme
directe de tzu et de +L. dans tz = tz tz.. Dans ces conditions, o est
somme directe de t et de t’ ceci r6sulte d’un simple calcul de dimension,
puisque l’image, par la diff6rentielle h l’odgine r, de r, de o est f., qui
engendre ta sur R, et le noyau de la restriction de r, h 2o est 2/, qui
engendre le suppl6mentaire t. de t dans tL. Nous allons montrer que le
sous-espace t t r6pond aux conditions du th6or6me 2.

Soit G’ un sous-groupe alg6brique de G. On dispose maintenant de la suite
exacte de groupes alg6bdques

(1)

ofa L’ G’ Let A’ est un sous-groupe alg6brique de A, et on d6duit du
lemme 4 que tz, est somme directe de son intersection z avec z et de son
intersection tz;. avec tL..

L’espace vectodel t,, i, (R) R t, z, est de dimension r6elle dim L,,
de sorte que itS, en est un suppl6mentaire dans le R-espace vectoriel tz;. Mais
dans une base de tzm sur C form6e par les 616ments d’une base de fz, sur Z,
t.;, est d6fini par un syst6me de w dim(Lm/L’m) 6quations lin6aires h
coefficients dans Q. Dans la base de + form6e par les images par laLm
multiplication par de ces 616ments, itS, sera.d6fini par les mSmes 6quations.
I1 coincide done avec l’intersection t;, de tL; avec t+z,. Comme la suite

(2) 0 t., t, t., 0
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est exacte, on en d6duit par un calcul de dimension la d6composition

+ta,=tbt, Ofat,=tLt.;,=tL, Nta.

Le th60r6me 2 est ainsi d6montr6 en remarquant que t,--- ta, t t,.
Nous nous proposons maintenant de construire un suppl6mentaire naturel

t’a de t dans t c tel que le d6composition c
a, a t /’, soit compatible avec

tousles sous-groupes alg6briques G’ de G. Nous reprenons les notations L’, A’
associ6es t G’ au cours de la d6monstration pr6c6dente.

THOIME 3. II existe un sous-espace vectoriel ?A du R-espace vectoriel b tel
que, pour tout sous-groupe algbrique G’ de G, l’intersection
soit un suppl$mentaire de t., dans t,.

Dmonstration. Nous allons construire une section R-lin6aire s de la re-
striction t tc de la projection r, telle que s(t,,) soit inclus dans tb, pour tout
G’. Le sous-espace /’ s(t,) r6pondra alors / la condition recherch6e.
Choisissons un R-sous-espace vectoriel de t de dimension dimG dont l’inter-
section avec tm est 6gale h it.m. Ce sous-espace d6termine une structure de
complexifi6 sur t 6tendant la structure naturelle de z:.. On sait alors associer

tout vecteur u de t sa partie r6elle Re(u). Choisissons 6galement une
section R-lin6aire, not6e o, de la restriction de r, h tb. On munit t, de la
structure de complexifi6 d6duite de celle de t par r,, de sorte que r,(Re(o))

Re(r,(o)) pour tout 0 dans t. Si u t,, on pose

s(u) Re(o(u)) + Re(o(-iu)) i(ru),(Re(o(-iu ) + io(u))

oh (%), est la diff6rentielle t l’odgine de la projection ru de L sur L. On
v6rifie que s ne d6pend pas du choix de la section o" en effet si o et o2
v6rifient r, o ox r,, 2 on a ( o2)(t) d’oia Re(ox 2) 0 etL,,,
(%),( 2) 0. Par ailleurs, si u t, on a

(u) R (u) +

et donc r, o s id tA" Si u a, alors -iu t,, et on peut choisir d’apr6s (2)
une section o’ de la restriction de r, t telle o’(,u) et o’(-iu) appartiennent
t On calcule alors

s(u) o’(u) Re(-iU) i(r),(Re(-iU)),

ofa U -o’(u) + io’(-iu) tt,.
Comme U t: la partie r6elle et la partie imaginaire de U appartiennent/

tt,, d’oCa s(u) o’(u) tL. Or (ru),(s(u) o’(u)) O, donc s(u) o’(u)
cappartient h t,.
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Mais U tL, et les 6quations de L, dans Lm 6tant h coefficients darts Q, h
la lois la partie r6elle et la partie imaginaire de U satisfont ces 6quations. Ainsi
s(u) o’(u) t;,,~comme o’(u) t, il s’ensuit que s(u) t, et ainsi
s(ta,) tb, N ?A ta’. Ce qui ach6ve de montrer le th6or6me 3.

Remarque 5. Supposons que le sous-groupe linaire connexe maximal L
de G soit un tore. Uhomomorphisme s que nous venons de construire est alors
C-linaire, et c’est l’unique section C-linaire de la projection r. de to sur a
dont l’image soit contenue dans t. En termes de formes de troisime espce
sur A auxquelles correspond l’extension G, cela revient h choisir, parmi les
formes de troisime espce de diviseur rsidu donn, l’unique forme dont
toutes les p6riodes sont imaginaires pures. Dans le cas ofa L est un groupe
unipotent, r. induit un isomorphisme R-linaire de fo sur a, et notre
section s en induit l’isomorphisme inverse. I1 existe alors une unique section
C-lin6aire de la projection r. de t sur ta telle que g-s d6finisse .une
application C-antilin6aire de ta dans z. La traduction de ce r6sultat en termes
de p6dodes de formes de deuxi6me esp6ce est 6galement classique.
Nous avons consid6r6 jusqu’h pr6sent le sous-groupe alg6bdque G’ de G

comme une extension d’un sous-groupe alg6bdque A’ de A par le sous-groupe
lin6aire L’ G’ L, mais, lorsque G’ est connexe, il est tout aussi naturel
d’crire G’ comme extension d’une vadt ablienne B par le sous-groupe
lin6aire connexe maximal M de G’, ainsi que nous l’avons fait pour G
lui-mme. On v6dfie facilement que M est la composante neutre de L’, et on
d6duit des propri6t6s g6n6rales des extensions de groupe (voir [1, remarque du
2]) l’existence d’une isog6nie de B sur A’ dont le noyau est isomorphe au
groupe L’/M. Pour l’application que nous avons en vue, cette propri&6 peut
s’6noncer de la faon suivante.

PROPOSITION 6. Pour tout sous-groupe alg$brique connexe G’ de G, l’indice
de r.(,) dans , est dgal au nombre de composantes connexes de L’.

D$monstration. Consid6rons le diagramme commutatif
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Puisque l’image de l’exponentielle d’une groupe de Lie complexe est sa
composante neutre et que G’, et done A’, sont cormexes, toutes les suites qui y
apparaissent sont exactes. Le lemme du serpent fournit done un isomorphisme
du eonoyau flA’/r,(fl,) de la derni6re ligne sur le conoyau L’/(L’) de la
premi6re colonne.

5. Le cas gnral

(a) Choix d’un plongement et d’une mtrique
Revenons pour conclure au groupe algbfique commutatif G, qu’en vertu

des remarques Iet 2 du paragraphe 1 nous supposons dsormais connexe et
muni d’une compactification lisse ( et d’un plongement projectif p" -, pN
vrifiant les conditions de [11, 1.4]. Nous construisons ici une m&rique
euclidienne e sur t adapte h ce choix de , et nous rassemblons les
proprits de e et p qui apparaissent dans la dmonstration du thorme 1 et
de ses corollaires.

Etudions tout d’abord les propri&s gom&riques des sous-groupes G’ de G
vis h vis du plongement projectif . On reprend ci-dessous les notations L, A,
L’, A’ et la suite exacte (1) associes h G et h G’ au paragraphe 4.

L,MM 5. Pour tout sous-groupe algbrique G’ de Get tout lment s de G,
on a deg(s + G’) deg(G’).

Ddmonstration. ~(voir [6, lemme 2]). La loi de groupe de G s’6tend en une
action de G sur Get fait de G x G une famille plate sur G. Le th6or6me 9.9
de [4] conduit au r6sultat.

Le lemme suivant permet de trouver un bon plongement projectif de la
vadt ablienne A.

LEMM 6. Il existe un entier J < Net un plongement projectif " A .-, PJ
tel que le morphisme r de G sur A soit reprsent$ par la restriction p(G) de la
projection lindaire

j: (Xo,..., -, (Xo,...,

de P dans P.

Ddmonstration. (voir [11, Proposition 8] pour une traduction de cet 6none6
en termes de fonctions thSta). Soit le morphisme de G sur A prolongeant
r. Le diviseur D de G qui d6finit le plongement de Serre est par d6finition
somme d’un diviseur etfectif ou nul de support G disjoint de G, et de l’image
par * d’un diviseur trs .ample A sur A (cf.. [11, 1.4]). En particulier, le
syst6me lin6aire complet associ6 *(A) sur G n’a pas de points de base, et
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d6finit un morphisme X de dans un espace projectif PJ. I1 s’identifie par
ailleurs un sous-espace lin6aire du syst6me lin6aire complet associ6 t D,
admettant Goo pour ensemble de points de base. La restriction G de X est
done la compos6e de la restriction G du plongement projectif par une
projection lin6aire j partout d6finie sur qg(G). Mais X est le compos6 de par
le plongement projectif de A dans PJ d6fini par A, de sorte que la restriction
,r de # G est bien repr6sent6e par la restriction de j (G). (Ce r6sultat ne
s’6tend pas lui-mme, ce qui interdit d’invoquer la deuxi6me assertion de
la proposition 2 dans la d6monstration qui suit.)
On fixe d6sormais le plongement projectif ff de A donn6 par le lemme 6.

PROPOSITION 7. Pour tout sous-groupe algbrique G’ de G on a

deg(G’) > deg(L’) X deg(A’).

Ddmonstration. La projection lin6aire j repr6sente sur p(G), et done sur
p(G’), le morphisme ,r; ainsi les fibres j-l.(x)( p(G’) (x A’) sont
toutes isomorphes h (L’) et ont mSme dimension et mSme degr6, 6gal
deg(L’), d’apr6s le lemme 5. La premi6re assertion de la proposition 2
entrane alors la proposition 7.

Nous pouvons maintenant d6cdre la m6trique e qui nous sera utile. Partant
de la suite exacte de C-espaces vectoriels

0 "* L "-* t(; ta O.

et des d6compositions

+ C C

que fournissent les thormes 2 et 3, nous munissons to de l’unique m6trique
euclidienne e v6rifiant les proprit6s suivantes: en premier lieu, e induit sur L
la m6trique d6crite au paragraphe 3.b h partir d’une d6composition de L en
produit G x G; en second lieu, ,r, 6tablit une isom6trie de ’a, muni de la
mtrique induite par , sur ta, muni de la m6trique associ6e, comme au
paragraphe 3.a, au plongement projectif de A d6fini par le lemme 6; enfin,
tLet t’a sont orthogonaux relativement . La m6trique est ainsi canonique-
ment li6e au plongement projectif q de G.

LEMME 7.
sans torsion.

Pour tout sous-groupe algbrique G’ de G, le quotient /9o, est

D$monstration. 9o’ est le noyau de l’application exponentielle expo,, qui
est la restriction t, de l’application exp,, done f, f t, et on conclut
par le lemme 2.
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Avec les notations de la suite (1), on peut alors noncer:

PROPOSITION 8. Pour tout sous-groupe algbrique G’ de G on a

vol,(K,) vol,(Kv) x vol(w’.(K,)).
Dmonstration. En vertue du th6or6me 3, le R-espace vectoriel tb, est

somme directe de t, t t, et de ’a, t’a t,. Puisque t et ’, sont par
d6finition de e, orthogonaux, cette d6composition de t, est de plus ortho-
gonale. En particulier, la projection orthogonale p de t, sur l’orthogonal/’a,
de f, (R) R dans t, co’fncide avec la restriction ii b, de la projection de t sur
t’a, et on d6duit du caract6re isom6tdque de la restriction/i/’ de r. l’6galit6

de sorte que le lemme 3 (et le lemme 7), appliqu6 aux sous-groupes f]L’ et tiC,
de t, entraine bien

vol,(,) VOI,(L,) X vol(,r.(K,)).

(b) Fin de la d6monstration
Nous sommes maintenant en mesure de d6montrer le th6orme 1 dans le cas

g6nral, sous la forme plus pr6cise suivante, o/a on reprend les notations e et
de l’alina pr6c6dent, et oh g d6signe la dimension de G:

THIOIME 1. Pour tout sous-groupe alg$brique G’ de G, on a

vol(f,) < g!6S+kteg(G’).

Dmonstration D’apr6s la remarque 1 on peut, sans perte de g6n6ralit6,
supposer G’ cormexe. La proposition 6 entraSne alors

vol(’.(2,)) vol(fla,) X [fla’" ,r.(fl,)] vol(fla,) X [L’" (L’)].

Or le plongement p de Serre induit un plongement de L analogue celui de la
fin du paragraphe 3.b (il convient de remplacer le plongement de chaque
facteur G, dans pt par son compos6 avec le morphisme de V6ron6se dans p2).
Le d6monstration de la proposition 5 conduit l’in6galit6

VOI(flL,) [L’" (L’)] < gl6g+ldeg,(L’).

Mais d’aprs la proposition 3 on a aussi

vol(2a,) < deg(A’)/(dim A’)I.
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La proposition 8 entrane alors

g+l

vol,(fl,) < (ii.A,)!deg,(L’)degq,(A’),
et la proposition 7 permet de conclure.

I1 reste h 6tablir les corollaires 1 et 2 du paragraphe 1.

Dmonstration du corollaire 1. C’est une cons6quence directe du th6or6me 1
et de la proposition 1. On peut prendre C C2 2tc/ot si l < 2g d6signe le
rang de tic’, et remplacer deg,(G’) par sa racine l-i6me dans la seconde partie
de l’6nonc6.

Ddmonstration du corollaire 2. D’apr6s le lemme 1, on peut, sans res-
treindre la g6n6ralit6, choisir la structure euclidienne e de c de sorte que les
sous-espaces t et t de la d6composition de c dorm6e par le th6or6me 2
soient orthogonaux. Soit alors G’ un sous-groupe alg6bdque de G. Les
sous-espaces t, et t, et t, sont orthogonaux relativement h e, et d’apr6s le
th6or6me 2, la distance de tout 616ment u de t t tc, est 6gale sa distance h
t,. Notons, comme dans [9], d(u, t,) cette fonction, et consid6rons, dans
l’espace euclidien V tb, les sous-groupes discrets tic’ c tic. Si Pc’ est la
projection orthogonale de V sur l’orthogonal de tb, dans V, le lemme 3 (et le
lemme 7) entrae que pc,(flc) est un sous-groupe discret de V de volume
vol(flc)/vol(flc,). D’apr6s la proposition 1, le produit des normes des 616-
ments de toute base de pc,(fc) est done minor6 par C3/vol(flc,) o on a pos6
C3 2r vol(fc)/r!o et oft r d6signe le corang de fc’ dans fic. Comme
d(u, to,) coincide, pour tout 616ment u de V, avec la norme de pc,(u), et que
Pc’ 6tablit une bijection de tic/tic’ sur pc,(flc), la premi&e partie du
corolla.ire 2 est bien v6dfi6e. Quant t la seconde, elle provient alors d’une
majoration du dernier des minima successifs sur fic de la fonction d(u, to,)
par celui de la fonction Ilull.
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