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APPLICATIONS HARMONIQUES FEUILLETIES

AzIz EL KACIMI ALAOUI AND EDUARDO GALLEGO GMEZ

1. Introduction

Le but de cette note est l’6tude des applications harmoniques entre variet6s feuil-
let6es (voir 2). Pour que la notion d’harmonicit6 ait un sens il nous faudra consid6rer
des feuilletages riemanniens. On commence donc par rappeler la d6finition et la
structure de ce type de feuilletages.

Soient X (M) l’alg.bre de Lie des champs de vecteurs sur Met [’ (.T) la sous-
algbre de Lie de x(M) form6e des champs tangents ia .T. On dira qu’un champ
Y ; (M) est feuilletd si pour tout X lr’(.T), le crochet [X, Y] I-’(.T). On
notera x(M, .T) l’alg6bre de Lie des champs feuillet6s; F(.T) en est.un id6al. Le
quotient x (M/.T) x (M, .T’)/ I" (.T) est appel6 algbre des champs basiques de
.T’; c’est un Ab-module or] Ab est 1’ alg.bre des fonctions basiques i.e constantes sur
les feuilles de .T. On dira que .Test transversalement paralldlisable si X (M/.T) est
libre de rang 6gal cod (.T) n. Ceci signifie qu’il existe sur M n champs feuillet6s
Y1 Yn, transverses .T et lin6airement ind6pendants en chaque point; on dira que
(Y1 Yn) est un paralldlisme transverse. Dans ces conditions, le fibr6 normal
v.T" TM/T.T" supporte une m6trique riemannienne invariante le long des feuilles:
il suffit de la d6finir sur la fibre en un point et la transporter dans toute la vari6t6 par
le parall61isme transverse. De manire g6n6rale, .T" est dit riemannien s’il existe une
m6trique riemannienne h sur M telle que L;x ?’ 0 pour tout champ de vecteurs X
tangent h " ot ?, d6signe la rn6trique induite par h sur v.T’; on dira que la m6trique
h est bundle-like ou quasi-fibrde.

La structure d’un tel feuilletage est d6crite par le th6olme qui suit.

Th6orme (Molino [M]). Soit (M, .T) un feuilletage riemannien complet (i.e.,
.T" admet m6trique bundle-like compl.te) transversalement orientable,.de codimen-
sion q et p: M# ---- M le SO(q)-fibr6 principal des rep6res othonorm6s directs
transverses .T’. Alors .T" se relive en un feuilletage transversalement parall61isable
# sur M# tel que:

(i) dim" dim#,
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(ii) 9r est invariant par l’action de SO (q),
(iii) les adh6rences des feuilles de sont les fibres d’un fibr6 localement trivial

zr. M#.> W.

Sur M# il existe une rndtrique bundle-like invariante par SO(q) relativement h
et qui se projette sur W en une rntrique compl6te. L’action de SO (q) sur M#

induit une action par isom6tries sur W (l’espace des orbites W/SO (q) de cette action
s’identifie l’espace des adh6rences des feuilles de.T" sur M). En plus les adh6rences
des feuilles de .T" et 9 sont des sous-vari6t6s de Met de M# respectivement et la
projection par p d’une adh6rence de feuille de .T* est une adh6rence de feuille de ’.
On note que quand les adh6rences des feuilles de .T" ont mime dimension l’espace
quotient W/SO(q) a une structure de vari6t6 de Satak6.

Maintenant on va rappeler quelques rdsultats classiques sur la thorie des appli-
cations harmoniques. Pour une 6tude plus d6taill6e le lecteur peut consulter [E-L].
Une application entre vari6t6s riemanniennes est harmonique si la divergence de sa
diff6rentielle est nulle. De telles applications sont des extrmalesd’une fonctionnelle
appel6e lafonctionnelle d’nergie.

Soit tp: M ---> N une application diff6rentiable o) M et N sont des vari6t6s de
dimensions respectives m et n. La densitg d’gnergie de tp en x est d6finie par

e(o)(x) trace (o* h) Idtp(x)l 2

o0 I" est la norme sur TM (R) T,xN Hom(TxM, TxN). On observe que
e(o) 0 sur un ouvert quelconque de M si et seulement si o est constante sur cet
ouvert. Si M’ C M est un domaine compact de M, l’nergie de tp sur M’ est

E(q), M’) fM’ e(o)dx

oO dx est l’616ment de volume canonique sur M’. Si Vest la connexion sur T*M (R)
tp-lTN induite par les connexions riemanniennes sur Met N, le champ de tension
de tp est par d6finition r(tp) trace(Vdo) div(dtp). Une application o: M ---> N
est harmonique si et seulement si v (o) 0. Une application o: M ---> N est un

point critique (ou extrmale) de l’dnergie si 0, pour n’importe quelledt ,t=O
variation (ot)t eR de o tp0.

Le r6sultat suivant relie la notion de point critique de l’6nergie h celled’ application
harmonique (cf. [E-S])" une application t# est un point critique de E si et seulement si
tp est harmonique. Alors v(tp) 0 est l’equation d’Euler-Lagrange de la fonctionelle
de l’6nergie.



APPLICATIONS HARMONIQUES FEUILLETIES 117

Le problme fondamental de la th6orie des applications harmoniques se formule
de la faqon suivante:

Soit qgo" M --> N une application entre deux varits riemanniennes.
Quandpeut-on dformer enune application harmonique o? Autrement
dit, quandexiste-t-il un reprsentant harmonique dans la classe d’homotopie
de oo des applications de M dans N?

Ce problme est difficile; il n’a 6t6 r6solu que dans certaines situations particu-
lires. En plus, les techniques utilis6es diff6rent d’un cash l’autre en fonction des
restrictions impos6es h Met N.

Supposons que M et N sont compactes et sans bord. Quelques solutions au
problme pos6 sont par exemple les suivantes:

(1) Quand dim M 1, M est n6cessairement le cercle g 1; dans ce cas toute classe
d’homotopie d’une application g N contient une g6od6sique ferm6e.

(2) La solution dans le cas dim N r6sulte du th6orime de d6composition de
Hodge: toute classe d’homotopie de M dans ;1 peut tre repr6sente par une
1-forme harmonique p6riodes entires.

Une solution partielle au problme et qui vanous interesser dans la suite est celle
obtenue par Eells-Sampson (cf. [E-S]): quand Met N sont des varits compactes
et la courbure sectionnelle de N est non positive, il y a toujours des reprsentants
harmoniques dans chaque classe d’homotopie d’applications de M dans N.

Nous utiliserons aussi le th6or6me d’unicit6 dfi h Hartman (cf. [H]): Soito: M --N une application harmonique non constante avec M une varieCt compacte et sup-
posons qu’en tousles points de o(M) la courbure sectionnelle est non positive et

qu’elle est strictement ngative en au moins un point de tp( M). Alors tp est unique
dans sa classe d’homotopie sauf si tp(M) est une gode’sique fermde de N; dans ce
cas toute autre application harmonique s’obtient en composant o par une rotation
de cette godsique.

2. Applications harmoniques feuilletes

Maintenant la notion d’harmonicit6 sera entendue au sens transverse aux feuil-
letages et les applications consid6r6es seront feuillet6es, i.e. envoient feuille dans
feuille. Nous travaillerons sur des vari6t6s munies de feuilletages riemanniens qu’on
supposera en plus transversalement orientables (quitte t passer h un rev8tement
ad6quat).

Si la vad6t6 d’arriv6e N estfeuillet6eparpoints, se donnerune applicationtp: M
N qui pr6serve les feuilletages revient h se donner une application pr6servant les
feuilletages o#: M# ----> Net invariante par 1’ action de SO(q). Dans ce cas, comme
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Nest feuillet6e par points, t#
# induit une application : W ---+ N qui est aussi

SO (q)-invariante.

Dgfinition 1. Nous dirons que t#: M N est transversalement harmonique si
et seulement si : W -- N est une extrmale de l’6nergie sur W pour toutes les
variations S O(q)-invariantes:

E() IIdll 2 dw.

On remarque que grace la d6composition de Hodge du complexe de de Rham
basique d’un feuilletage riemannien f" sur une vari6t6 compacte M (cf. [K-T] et
[E-HI) nous avons:

(1) Les fonctions basiques harmoniques tp: M ---+ sont les constantes.
(2) Toute application feuillet6e tp: M 3 est homotope h une application

harmonique feuillet6e. En effet la 1-forme o* (dO) d6finit un 616ment de H (M/.T),
premier espace de cohomologie basique de (M, .T). Consid6rons un repr6sentant
harmonique w dans la classe de o*(dO), si x est un point donn6 de Met ?’x un lacet
bas6 en un point fix6 x0 alors

qg: M /Z=I

definit une application harmonique feuillet6e de M dans .
Avant de poursuivre l’6tude quand Nest feuillet6e par points nous allons don-

ner une d6finition d’ application harmonique transverse valable pour n’importe quel
feuilletage riemannien sur N et qui coincide avec celle que nous venons de donner.

Soit vT-t le fibr6 normal au feuilletage 7-/ sur Net notons t: TN vT-[ la
projection naturelle. Nous avons

dTrp. v odrp. v.

En chaque point x M, dTqO(x) Tx*M (R) V(x)7-[ et donc drtp est une section du
fibr6 T*M (R) 0-1 vH. Sur vH on a la m6trique invariante le long des feuilles induite
par la m6trique bundle-like sur N. La densit6 d’ 6nergie transverse sera alors

eT(O)(X) " IdTo(x )l 2.

Puisque les feuilletages consid6r6s sont riemanniens, la fonction eT (qg): M/ est

basique (i.e.,, constante sur les feuilles)et par suite constante sur les adh6rences des
feuilles. Elle se rel6ve donc en une fonction SO(q)-invariante sur M# qui induit h
son tour une fonction T(tP), S O(q)-invariante sur W. Ceci nous permet de donner
la d6finition suivante.
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Ddfinition 2. L’dnergie transverse de l’application feuillet6e tp: M ---+ N sera
par d6finition

Er(tp)

ofa dw est l’616ment de volume associ6 h la m6trique sur W induite par la m6trique
sur M#.

Dgfinition 3. On dira que o: M --+ N est transversalement harmonique si t# est
une extrSmale de l’6nergie de Er pour toute variation feuillet6e.

I1 est clair que si les feuilletages sur Met N sont des produits, q9 est harmonique
si et seulement si l’application entre les bases est harmonique.

Proposition 4.
6quivalentes.

Quand N est feuillet6e par points les d6finitions et 3 sont

Ddmonstration. Soit y un point de la vari6t6 basique Wet # une feuille de- telle que zr(#) y. Si x 6 p(#) alors par d6finition r(tp)(y) er (tp)(x).
D’ autre part

e () tracegw (*h).

Un calcul en coordonn6es locales montre que

tracegw (ip*h) traceg (zr*i*h)
2

traceg (p* qg*h)

1
traceg, (o*h).

Ce qui termine la preuve de la proposition, ffl

3. Applications harmoniques G-invariantes

La premiere 6tape pour 6tudier l’existence d’ applications harmoniques feuillet6es
consiste en l’6tude des applications harmoniques invariantes par l’action d’un groupe
d’isom6tries.

Soit G un groupe de Lie connexe agissant sur M. On dira qu’une application
o: M Nest G-invariante si pour tout g 6 G on a tp o g o oh g est vu comme
diff6omorphisme de M. Nous nous int6resserons aux applications harmoniques G-
invariantes lorsque G agit par isom6tries et Nest astreinte v6rifier certaines condi-
tions de courbure. Plus pr6cis6ment nous avons le r6sultat suivant:
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Th6orme 5. Soit 99: M N une application G-invariante avec Met N
compactes. Supposons G connexe, qu’il ne contient pas de sous-groupe distingu6
de codimension et que la courbure sectionnelle de Nest strictement n6gative en
chaque point de N. Alors il existe un unique repr6sentant harmonique G-invariant
dans la classe d’homotopie de 99.

Dmonstration. La condition de courbure sur N permet de montrer que la limite
tp des solutions de l’6quation

15(99t)
Ot

avec condition initiale 990 99 existe (cf. [E-S]) et qu’elle est harmonique. Montrons
qu’elle est G-invariante; deux cas peuvent se presenter.

(a) Si tp(M) n’est pas une g6od6sique ferm6e de N, 99 est unique dans sa classe
d’homotopie et G-invariante. En effet, comme l’action de G sur M est isom6trique,
la compos6e tpo o g de tp par tout g G est harmonique. D’autre part tp o g est
homotope 99, donc A tp. Par unicit6 on a tp o g tp, i.e., tp est G-invariante.

(b) Supposons maintenant que tp (M) est une g6od6sique ferm6e. Dans cette
situation chaque point x e M a un voisinage ouvert U de fagon que tp(U) soit un
intervalle ouvert de geod6sique. Alors on peut ecrire

o(x) (s (x))

ot s" M 1 est une application diff6rentiable et ," Nest une g6od6sique
ferm6e param6tr6e lin6airement. Alors pour tout g G il existe une rotation Rs du
cercle 1 telle que

(o o g)(x) (s (x) + ,).
L’application R: g G Rg est un morphisme de groupes. En effet, en

identifiant tp et s on peut 6crire

s og Rg +s.

Par suite

d’oO l’on dEduit

(s o gg’)(x) Rgg, + s(x)

Rg + s(g’(x))
Rg + Rg, + s(x)

Rgg, Rg + Rg,.

Comme G n’a pas de sous-groupe distingu6 de codimension 1, le seul morphisme
possible entre G et est le morphisme trivial. Ce qui implique que tp est G-
invariante.
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D’apr6s le th6orme de Hartman, il est clair que les applications harmoniques
qu’on vient de donner sont les seules possibles.

4. Application au cas feuiilet

Maintenant on est en mesure de donner et de d6montrer un th6or6me g6n6ral
sur l’existence d’applications harmoniques feuillet6es. I1 sera cons6quence directe
du th6or6me 5 qu’on vient de prouver appliqu6 au cas particulier des feuilletages
reimanniens.

Th6orme 6. Soient M une vari6t6 compacte, A- un feuilletage riemannien de
codimension plus grandeque 2, transversalementorientable etN une vari6t6 compacte
orientable munie du feuilletage par points. Si cp: M Nest une application
feuillet6e et si la courbure sectionnelle de Nest strictement n6gative en tout point,
alors il existe une application harmonique feuillet6e homotope o.

Ddmonstration. On a vu que dans le cas consider6 se donner l’application feuil-
let6e tp revient h se donner une application : W --> N SO(q)-invariante. I1 faut
donc et il suffit de trouver une application homotope a et SO (q)-invariante. Mais
ceci est pr6cis6ment l’enonc6 du th6or6me pr6c6dent. []

Remarques. (1) Le r6sultat que nous venons d’6tablirr6cupre de fagon plus sim-
ple presque tousles r6sultats de [Ch] ohil est d6montr6 que dans laclasse d’homotopie
d’une application d’une vari6t6 riemannienne deSatak6 dansune vari6t6 riemannienne
/l courbure sectionnelle n6gative il existe un repr6sentantharmonique. Observons que
notre r6sultat est plus g6n6ral puisque W/SO(q) n’est de Satak6 que si l’action de
SO(q) sur West localement libre; ce que nous ne supposons nullement.

(2) D’un autre c6t6 notons que le th6orme obtenu dans [Ch] appliqu6 aucas de la
codimension 2 nous permet d’ affirmer l’existence d’ applications harmoniques dans
cette situation; le cas de la codimension est trivial.

(3) Dans certains cas particuliers, on peut affirmer l’existence d’ applications har-
moniques transverses sans recourir l’hypoth6se de stricte n6gativit6 de la courbure
sur N. Ceci est le cas par exemple quand les adh6rences des feuilles de )r ont la rnme
dimension (et forment ainsi un feuilletage r6gulier .T’) et l’espace des feuilles de
est une vraie vari6t6 diff6rentiable. Les feuilletages transversalement parall61isables
rentrent dans cette situation.
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