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NATURE LOG-ANALYTIQUE DU VOLUME DES
SOUS-ANALYTIQUES

G. COMTE, J.-M. LION ET J.-P. ROLIN

ABSTRACT. Using a preparation theorem for subanalytic functions and Lipschitz stratification for compact
subanalytic sets we prove that volumes of slices of globally subanalytic sets and density have a log-analytic
nature. We also prove that the set ofparameters for which the volume offiber is finite is globally subanalytic.

Soit X un sous-ensemble de Rm qui admet une partition localement finie en sous-
varidt6s analytiques. La dimension de X est le maximum des dimensions des sous-
varit6s de la partition. Munissons chacune de ces sous-vari6t6s de la structure
riemannienne induite par la structure euclidienne de Rm. Soit k un entier. Si la
dimension de X est strictement sup6rieure t k, le volume k-dimensionnel vol(X) de
X est infini. Sinon il est 6gal t la somme des volumes k-dimensionnels des sous-
vari6t6s de dimension k de la partition (ou encore t sa mesure k-dimensionnelle de
Hausdorff; cf. [Fe]). I1 peut alors 8tre nul (ssi dim X < k), fini ou infini. La dimension
de X et son volume k-dimensionnel ne d6pendent pas du choix de la partition. Soit
x e Rm. On appelle k-densit6 de X au point x la limite (R) (x), si elle existe,

lim vol(X N {x’/llx x’ll < ,})/k,k
e----0

oh ct, est le volume de la boule unit6 de Rk. Lelong ayant le premier prouv6 l’existence
de (R)(x) lorsque X est analytique complexe, on appelle aussi (R)(x) le nombre de
Lelong de X en x (dans le cas complexe (R) (x) est un entier, 6gal t la multiplicit6 de X
en x). I1 est prouv6 dans [KR] que les ensembles sous-analytiques de Rm admettent
une densit6 en tousles points de Rm.

Dans ce travail nous pr6cisons le th6orme de [LR2] qui porte sur la variation
du volume k-dimensionnel de X lorsque X appartient t une famille "sous-analytique
globale" de sous-analytiques globaux. Nous am61iorons aussi son corollaire relatif t
la nature de la fonction densit6 (R)(x) lorsque X est un sous-analytique global.

Avant d’6noncer nos r6sultats rappelons la d6finition des sous-analytiques globaux.
Ce sont les sous-ensembles de Rm qui sont des sous-analytiques du produit m oi
d6signe la droite projective r6elle. Plus pr6cis6ment, la droite r6elle Rest plong6e
dans la droite projective r6elle : [x 1] [1 x’] ssi xx’ 1. L’espace Rm est
donc plong6 dans le tore Im. Un sous-ensemble Y de Rm est un sous-analytique
global s’il existe d N, et un sous-ensemble semi-analytique Z du tore m+a tel que
Y r(Z) N Rm o1 zr est la projection canonique de m+d sur/lm. Soit Dun sous-
ensemble de Rm Une fonction f: D -- R est unefonction sous-analytique globale si
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son graphe est un sous-analytique global. Le lecteur peut consulter [BM], [DD], [DS],
[Ga], [Hi], [Ku], [Lo] pour connatre les premieres propri6t6s des sous-analytiques.

Nous allons montrer le th6orme suivant.

THIORME 1’. Soit Y un sous-analytique global de Rn+m. On suppose que les
fibres Yx Y f) ({x} x Rm) sont de dimension au plus k. Le lieu des points oft le
volume k-dimensionnel v(x) de Yx estfini est un sous-analytique global B de Rn. La
restriction de v gt Best de laforme v P(A1, At, log A1 log At) oft les Ai
sont sous-analytiques globales et lafonction P est un polyn3me.

Si Y est un sous-analytique non global (ou un semi-analytique), l’ensemble B
n’est pas n6cessairement un sous-analytique de Rn. Par exemple, la r6union des sous-
ensembles {(x, y) R2: lyl < Ixl} et {1/n, y): n N,n 0, y > n} estun semi-
analytique Y de R2 et l’ensemble B associ6 qui est 6gal R \ {l/n: n N, n g: 0}
n’est pas sous-analytique.

Le corollaire qui suit se d6duit du th6orme 1’ comme le corollaire au th6orme 1
de [LR2] se d6duit de ce dernier.

COROLLAIRE. Soit X un sous-analytique global de dimension au plus k de Rm.
Alors lafonction densit k-dimensionnelle tO(x) de X est bien dfinie en toutpoint de
Rmet c’est unefonction bornde de laforme tO P(A1,..., Ar, log A1, log At)
oft les Ai sont sous-analytiques globales et lafonction P est un polyn3me.

Les premieres 6tapes de [LR2] (i.e., th6orme d’int6gration de [LR2] et d6but de
la preuve du Th6orme 1) peuvent tre r6sum6es par le lemme suivant.

LEMME [LR2]. ll existe une fonction positive G dfinie sur Rn x]0, 1[k de la
forme G P(A1 Ar, log A1 log Ar) oft les Ai sont sous-analytiques glob-
ales et lafonction P estunpolynme ettelle que v(x) limt0(... (lim._,0 G(x, el,

))...).

Ainsi pour obtenir le th6orme 1’ il suffit de montrer les propositions suivantes.

PROPOSITION 1. Soit Y un sous-analytique global de Rn+m. On suppose que les
fibres Yx Y fq ({x} x Rm) sont de dimension au plus k. Le lieu des points x de Rn

o le volume k-dimensionnel v(x) estfini est un sous-analytique global de Rn.

PROPOSITION 2. Soit G une fonction positive ddfinie sur Rn+l & valeurs dans
[0, +oz[ et de la forme P(A1 Ar, log Al log At) oft les Ai sont sous-
analytiques globales et la fonction P est un polynOme. On suppose que si x Rn,
la limite g(x) lim0+ G(x, e) est finie. Alors la fonction g est de la forme
p(al as, log a, log as) oft les ai sont sous-analytiques globales et lafonc-
tion p est un polyn6me.
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Nous d6duirons cette proposition de deux affirmations. La premiere r6sume les
r6sultats de Parusifiski sur l’existence de stratifications sous-analytiques localement
lipschitz-triviales (premier lemme d’isotopie de Thom-Mather dans la cat6gorie lip-
schitz) (voir [Pa3] pour une vue g6n6rale).

AFFIRMATION 1 (Th6orme 1.6 et Lemme 1.7 de [Pa4]). Soit Z un sous-analy-
tique de [-1, ]n x Bm o Bm dgsigne la boule unitg de Rm Il existe une partition
finie de [-1, 1]n en sous-analytiques D1, Dt tels que si x, x’ appartiennent au
mme Di il existe un homgomorphisme bi-lipschitzien F de Bm qui fixe l’origine et
qui envoie Zx sur Zx,.

AFFIRMATION 2. Soient Fun homgomorphisme bi-lipschitzien de la boule unit
qui fixe l’origine, K une constante de Lipschitz commune ?t F et son inverse et
J l’inversion par rapport & la sphkre unit de Rm. Si U est un sous-ensemble de
Rm \ Bm de volumefini, les volumes de U et de J o F o J(U) sont dans un rapport
compris entre 1/K3m et K3m

Preuve de l’Affirmation 2. I1 suffit de montrer:
(.) Si y Rm \ Bm et si 0 > 0, il existe R(y, ) > 0 tel que l’image de la boule
B(y, R) par l’application J o F o J est contenue dans la boule de centre J o F o J(y)
et de rayon K3(1 + o)2R pour tout R < R(y,
Ceci r6sulte des points (1) et (2) suivants:
(1) Puisque F et son inverse sont K-lipschitziens et fixent 1’ origine, on a pour tout y
nm non nul et R > 0:1 /K Y < F(y) < K Y et F(B(y, R)) C B(F(y), K R)).
(2) Si y Rm non nul et u 6 Rm, alors

u y Ilull
IIdJ(y).ull

ilYll 2
2(y. u) <I1 -IlYll2"

Ceci implique que si r/> 0 il existe r(y, r/) > 0 tel que l’image de la boule B(y, r) par
l’application Jest contenue dans la boule de centre J(y) et de rayon (1 + o)r/llyll 2

pour tout r < r(y, o).
On d6montre (.) en choisissant R(y, O) inf6deur h r(y, O) et K(I+n)

Preuve de la proposition 1. On peut supposer que Y est contenu dans [- 1, 1In )<

Rm et que les fibres Yx ne rencontrent pas la boule unit6 Bm. Notons Z le sous-
analytique relativement compact Z {(x,z): x 6 [-1, 1]n; 3y Yx, z J(Y)}.
En appliquant les r6sultats de Parusifiski Z on peut conclure. En effet, soit Di
un 616ment de la partition finie de [-1, 1]n obtenue. Si x, x’ appartiennent h Di il
existe un hom6omorphisme bi-lipschitzien F de la boule unit6 qui fixe l’origine et

qui envoie Zx sur Zx,. Ceci implique, d’aprs l’Affirmation 2, que l’ensemble des
points x tels que le volume v(x) est fini est la r6union de certains Di.
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Preuve de la proposition 2. Nous montrons cette proposition en appliquant le
th6orme de pr6paration des fonctions sous-analytiques de [LR1 simultan6ment aux
fonctions A1 Ar qui interviennent dans la d6finition de G(x, e). Quitte se
restreindre un sous-analytique global D de R"x ]0, 1[ tel que tout point x de Rn

est dans l’adh6rence de (x x R) tq D, le th6orme de pr6paration des fonctions sous-
analytiques permet de supposer tre dans la situation suivante (voir la preuve du
th6orme d’int6gration de [LR2]). La restriction de G(x, ) D est une somme finie
de termes de la forme

gp,r(X), p/q Up,r (O(X), b(x)el/q)(log e)K

oi) c N, p Z, q N, gp,K(X) est un polyn6me en des fonctions sous-analytiques
globales et en leurs logarithmes, b(x) est une fonction sous-analytique globale,
0 (01,..., 0N) avec les Oi (x) sous-analytiques globales et Up,K est une fonction

analytique d6finie sur (0, byl/q)(D) telle que Up,K(O(x), 0) 0 six D. Contraire-
ment la preuve du th6orme d’ int6gration de [LR2], il n’ apparat pas ici de mon6me
de la forme c(x)/y 1/q dans l’unit6 Up,K, car on a suppos6 que six Rn, x est dans
l’adh6rence de (x x R) N D. La fonction G(x, e) s’6crit donc sous la forme

G(x, e) _, gp,r(X)’,P/qup,K(O(X), b(x)el/q)(loge)K.
-l<p<l O<K<d

La proposition r6sulte alors de la remarque suivante. Soit x Rn. La limite g (x)
lim_.,0 G(x, e) est finie si et seulement si go,(x) 0 lorsque tc > 0 et gp,K(x) 0
lorsque p < 0. Et alors g(x) go,o(x)uo,o(O(x), 0).

Pour conclure. Uaffirmation admet une version semi-alg6brique: si Zest semi-
alg6bdque alors la partition D,..., Dt obtenue est semi-alg6bdque. En effet les
diverses 6tapes de la preuve de cette affirmation sont valides dans le cadre semi-
alg6bdque. C’est en particulier le cas de la d6monstration de l’existence de stratifica-
tions lipschitziennes adapt6es aux ensembles semi-analytiques compacts [Pa2] (voir
aussi [Pal]). On peut 6galement citer le th6orme 4 de [CR] qui donne une stratifica-
tion semi-alg6brique localement triviale de manire lipschitz (mais non bilipschitz)
d’un semi-alg6bdque.

La proposition 1 admet donc comme corollaire le th6orme suivant:

THIOR.ME 3. Soit Y un semi-algbrique de Rn+m. On suppose que les fibres
Yx Y fq ({x} x Rm) sont de dimension au plus k. Le lieu des points x de Rn oft le
volume k-dimensionnel v(x) estfini est un semi-algbrique de Rn

En revanche, l’exemple suivant montre qu’on ne peut pas am61iorer la seconde
affirmation du th6orme 1’ lorsque est suppos6 semi-alg6brique. Consid6rons
l’ensemble semi-alg6bdque

Y {(x, y, z): x [0, 1], y2 -t- Z2 1, Z > 0, 0 <_ y < v/1 x2}.
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Pour tout x le volume 1-dimensionnel de la fibre Yx est arccos(x), qui n’est pas de la
forme P(A1, Ar, log A1, log At) avec les Ai semi-alg6briques et la fonction
P polyn6me.
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