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NATURE LOG-ANALYTIQUE DU VOLUME DES
SOUS-ANALYTIQUES

G. COMTE, J.-M. LION ET J.-P. ROLIN

ABSTRACT. Using a preparation theorem for subanalytic functions and Lipschitz stratification for compact
subanalytic sets we prove that volumes of slices of globally subanalytic sets and density have a log-analytic
nature. We also prove that the set of parameters for which the volume of fiber is finite is globally subanalytic.

Soit X un sous-ensemble de R™ qui admet une partition localement finie en sous-
variétés analytiques. La dimension de X est le maximum des dimensions des sous-
variétés de la partition. Munissons chacune de ces sous-variétés de la structure
riemannienne induite par la structure euclidienne de R™. Soit k£ un entier. Si la
dimension de X est strictement supérieure 2 k, le volume k-dimensionnel vol(X) de
X est infini. Sinon il est égal a la somme des volumes k-dimensionnels des sous-
variétés de dimension k de la partition (ou encore a sa mesure k-dimensionnelle de
Hausdorff; cf. [Fe]). Il peut alors étre nul (ssidim X < k), fini ou infini. La dimension
de X et son volume k-dimensionnel ne dépendent pas du choix de la partition. Soit
x € R™. On appelle k-densité de X au point x la limite ®(x), si elle existe,

lirr(l)vol(X N{x'/llx —x'|| < e))/cee"
£—

ol ¢y, est le volume de 1a boule unité de R¥. Lelong ayant le premier prouvé I’existence
de ©(x) lorsque X est analytique complexe, on appelle aussi ®(x) le nombre de
Lelong de X en x (dans le cas complexe © (x) est un entier, égal a la multiplicité de X
en x). 1l est prouvé dans [KR] que les ensembles sous-analytiques de R™ admettent
une densité en tous les points de R™.

Dans ce travail nous précisons le théoréme 1 de [LR2] qui porte sur la variation
du volume k-dimensionnel de X lorsque X appartient & une famille “sous-analytique
globale” de sous-analytiques globaux. Nous améliorons aussi son corollaire relatif &
la nature de la fonction densité ® (x) lorsque X est un sous-analytique global.

Avant d’énoncer nos résultats rappelons la définition des sous-analytiques globaux.
Ce sont les sous-ensembles de R™ qui sont des sous-analytiques du produit P ou P
désigne la droite projective réelle. Plus précisément, la droite réelle R est plongée
dans la droite projective réelle P: [x : 1] ~ [1 : x'] ssi xx’ = 1. L’espace R™ est
donc plongé dans le tore P™. Un sous-ensemble Y de R™ est un sous-analytique
global s’il existe d € N, et un sous-ensemble semi-analytique Z du tore P+ tel que
Y = n(Z) NR™ ol 7 est la projection canonique de P+ sur P™. Soit D un sous-
ensemble de R™. Une fonction f: D — Restune fonction sous-analytique globale si

Received May 25, 1999; received in final form June 20, 1999.
1991 Mathematics Subject Classification. Primary 51M25, 14P15; Secondary 14P10.

© 2000 by the Board of Trustees of the University of Illinois
Manufactured in the United States of America

884



VOLUME DES SOUS-ANALYTIQUES 885

son graphe est un sous-analytique global. Le lecteur peut consulter [BM], [DD], [DS],
[Ga], [Hil, [Ku], [Lo] pour connaitre les premieres propriétés des sous-analytiques.
Nous allons montrer le théoréme suivant.

THEOREME 1'.  Soit Y un sous-analytique global de R"*™. On suppose que les
fibres Y, = Y N ({x} x R™) sont de dimension au plus k. Le lieu des points ou le
volume k-dimensionnel v(x) de Y, est fini est un sous-analytique global B de R". La
restriction de v a B estde laformev = P(Ay, ..., A, 10g Ay,...,log A,) oitles A;
sont sous-analytiques globales et la fonction P est un polyndme.

Si Y est un sous-analytique non global (ou un semi-analytique), I’ensemble B
n’est pas nécessairement un sous-analytique de R". Par exemple, la réunion des sous-
ensembles {(x,y) € R% |y| < |x|} et {1/n,y): n € N,n # 0,y > n} est un semi-
analytique Y de R? et I’ensemble B associé qui est égal AR \ {1/n: n € N, n # 0}
n’est pas sous-analytique.

Le corollaire qui suit se déduit du théoréme 1’ comme le corollaire au théoré¢me 1
de [LR2] se déduit de ce dernier.

COROLLAIRE. Soit X un sous-analytique global de dimension au plus k de R™.
Alors la fonction densité k-dimensionnelle ©(x) de X est bien définie en tout point de
R™ et c’est une fonction bornée de la forme ©® = P(A,, ..., A,;,logAy,...,logA,)
ou les A; sont sous-analytiques globales et la fonction P est un polynome.

Les premieres étapes de [LR2] (i.e., théoréme d’intégration de [LR2] et début de
la preuve du Théoreéme 1) peuvent &tre résumées par le lemme suivant.

LEMME [LR2]. Il existe une fonction positive G définie sur R"x]0, 1[* de la
forme G = P(Ay,..., A, log Ay, ..., log A;) ol les A; sont sous-analytiques glob-
ales etlafonction P estunpolyndome ettelle que v(x) = lim,, ,0(. . . (limg, 0 G(x, €1,

Ce s ER)) ).
Ainsi pour obtenir le théoréme 1’ il suffit de montrer les propositions suivantes.

PROPOSITION 1.  Soit Y un sous-analytique global de R"*™. On suppose que les
fibres Y, =Y N ({x} x R™) sont de dimension au plus k. Le lieu des points x de R"
ou le volume k-dimensionnel v(x) est fini est un sous-analytique global de R".

PROPOSITION 2.  Soit G une fonction positive définie sur R**!, & valeurs dans
[0, +00[ et de la forme P(Ay,..., A, logA;,...,logA,) ou les A; sont sous-
analytiques globales et la fonction P est un polynéme. On suppose que si x € R",
la limite g(x) = lim,_,o+ G(x, &) est finie. Alors la fonction g est de la forme
plai,...,aslogay, ... logag) ou les a; sont sous-analytiques globales et la fonc-
tion p est un polynéme.
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Nous déduirons cette proposition de deux affirmations. La premiere résume les
résultats de Parusirniski sur I’existence de stratifications sous-analytiques localement
lipschitz-triviales (premier lemme d’isotopie de Thom-Mather dans la catégorie lip-
schitz) (voir [Pa3] pour une vue générale).

AFFIRMATION 1 (Théoréme 1.6 et Lemme 1.7 de [Pad4]). Soit Z un sous-analy-
tique de [—1, 11" x By, oi By, désigne la boule unité de R™. Il existe une partition
finie de [—1, 11" en sous-analytiques D, ..., D, tels que si x, x' appartiennent au
méme D; il existe un homéomorphisme bi-lipschitzien F de B, qui fixe I’origine et
qui envoie Z, sur Z,:.

AFFIRMATION 2. Soient F un homéomorphisme bi-lipschitzien de la boule unité
qui fixe l’origine, K une constante de Lipschitz commune a F et son inverse et
J Uinversion par rapport a la sphére unité de R™. Si U est un sous-ensemble de
R"™ \ B,, de volume fini, les volumes de U et de J o F o J(U) sont dans un rapport
compris entre 1/ K" et K™,

Preuve de I’Affirmation 2. 11 suffit de montrer:
*)Siy € R"\ B, et sin > 0, il existe R(y,n) > 0 tel que I’image de la boule
B(y, R) par lapplication J o F o J est contenue dans la boule de centre J o F o J(y)
et de rayon K3(1 + n)R pour tout R < R(y, n).
Ceci résulte des points (1) et (2) suivants:
(1) Puisque F et son inverse sont K -lipschitziens et fixent I’origine, on a pour tout y €
BpnonnuletR > 0: 1/K |yl < [FO)Il < Klyllet F(B(y, R)) C B(F(y), KR)).
(2)Siy € R" non nul et u € R™, alors

u y fluell

dIG)ull =l =20 - WGl < =
14I )l = = =20 0Pl < o

Ceci implique que si n > Oil existe r(y, n) > 0tel que I’image de laboule B(y, r) par
I’application J est contenue dans la boule de centre J(y) et de rayon (1 + n)r/|| ylI?
pour tout r < r(y, n).

On démontre (*) en choisissant R(y, n) inférieur a r(y, n) et a %%Mf

Preuve de la proposition 1. On peut supposer que Y est contenu dans [—1, 1]* x
R™ et que les fibres Y, ne rencontrent pas la boule unité B,,. Notons Z le sous-
analytique relativement compact Z = {(x,z): x € [—-1,1]";3y € Y,z = J(y)}.
En appliquant les résultats de Parusiriski 2 Z on peut conclure. En effet, soit D;
un élément de la partition finie de [—1, 1]” obtenue. Si x, x’ appartiennent a D; il
existe un homéomorphisme bi-lipschitzien F de la boule unité qui fixe I’origine et
qui envoie Z, sur Z,. Ceci implique, d’aprés I’ Affirmation 2, que ’ensemble des
points x tels que le volume v(x) est fini est la réunion de certains D;.
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Preuve de la proposition 2. Nous montrons cette proposition en appliquant le
théoréme de préparation des fonctions sous-analytiques de [LR1] simultanément aux
fonctions Aj, ..., A, qui interviennent dans la définition de G(x, €). Quitte a se
restreindre & un sous-analytique global D de R"x]0, 1[ tel que tout point x de R"
est dans I’adhérence de (x x R) N D, le théoréme de préparation des fonctions sous-
analytiques permet de supposer €tre dans la situation suivante (voir la preuve du
théoreme d’intégration de [LR2]). La restriction de G(x, €) 2 D est une somme finie
de termes de la forme

8o (X)EP/ U, (8(x), b(x)e' /1) (log £)

otk €N, peZ,q €N, gp.(x)estun polyndme en des fonctions sous-analytiques
globales et en leurs logarithmes, b(x) est une fonction sous-analytique globale,
0 = (61,...,0n) avec les 6;(x) sous-analytiques globales et u, . est une fonction
analytique définie sur (8, by!/9)(D) telle que u,,(6(x), 0) # 0si x € D. Contraire-
ment 2 la preuve du théoré¢me d’intégration de [LR2], il n’apparait pas ici de mon6me
de la forme c(x)/y'/9 dans I’unité u,, ., car on a supposé que si x € R”, x est dans
I’adhérence de (x x R) N D. La fonction G(x, &) s’écrit donc sous la forme

G,e)= D D 8pu(®)e?lup, (O(x), b(x)e"")(loge)".

—l<p<l0=«k=<d

La proposition résulte alors de la remarque suivante. Soit x € R”. La limite g(x) =
lim,_,o G (x, €) est finie si et seulement si go,. (x) = 0 lorsque k¥ > Oet g, ((x) =0
lorsque p < 0. Et alors g(x) = go,0(x)uo,0(0(x), 0).

Pour conclure. L affirmation admet une version semi-algébrique: si Z est semi-
algébrique alors la partition Dy, ..., D, obtenue est semi-algébrique. En effet les
diverses étapes de la preuve de cette affirmation sont valides dans le cadre semi-
algébrique. C’est en particulier le cas de la démonstration de I’existence de stratifica-
tions lipschitziennes adaptées aux ensembles semi-analytiques compacts [Pa2] (voir
aussi [Pal]). On peut également citer le théoréme 4 de [CR] qui donne une stratifica-
tion semi-algébrique localement triviale de maniere lipschitz (mais non bilipschitz)
d’un semi-algébrique.

La proposition 1 admet donc comme corollaire le théoréme suivant:

THEOREME 3. Soit Y un semi-algébrique de R"*™. On suppose que les fibres
Y, = Y N ({x} x R™) sont de dimension au plus k. Le lieu des points x de R" oui le
volume k-dimensionnel v(x) est fini est un semi-algébrique de R".

En revanche, I’exemple suivant montre qu’on ne peut pas améliorer la seconde
affirmation du théoréme 1’ lorsque Y est supposé semi-algébrique. Considérons
I’ensemble semi-algébrique

Y ={(x,y2:x€[0,1], Y’ +22=1,220,0<y<vV1-x2.
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Pour tout x le volume 1-dimensionnel de la fibre Y, est arccos(x), qui n’est pas de la

forme P(A;,..., A, log Ay, ...,log A,) avec les A; semi-algébriques et la fonction
P polyndme.
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