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Supplément.

ljéveloppements en séries trigonométriques de fonctions abélien-
nes résultant de Yinversion d’intégrales hyperelliptiques.

La méthode que nous avons suivie dans le premier cahier, pour calculer
les coefficients des développements en séries trigonométriques de fonctions
abéliennes résultant de l'inversion d'intégrales ultraelliptiques, peut étre
étendue & des intégrales hyperelliptiques dont le genre p est quelconque.

C'est ce que nous allons montrer en supposant, pour simplifier, p = 3
et en partant de la relation algébrique

st = (.91 . z)(k1 — z)(g, - z)(h? - Z)(g3 - z)(ha - 2)(94 - z)(k4 - Z)
oug,, k9, by 89,y by, g, b, désignent des constantes inégales. La surface
R,. de Riemann correspondant a cette relation se trouve figurée dans
I'Ouvrage de C. Neomanx (loc. cit. page 179); nous la reproduisons ici
en donnant aux coupures ¢, et ¢, la disposition particuliére que mnous
sommes convenus d’adopter:
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Soient alors

2z

o 2
w,(s) = f ntaztnd,

Zp

z

; 2
0,(3) = f Bt nitns,

%o

z

/ 2
w,(2) =/‘1—————)a + q”—: Ll dz,

2y

les intégrales abéliennes normales de premiére espéce relatives & cette
surface de Riemann, p ,q,,7,,0,,9,, 7,45, 7, étant des constantes
convenables. Les modules de périodicité de ces intégrales sont (C. NEru-
MANN, page 246) donnés par le tableau suivant

Coupures|—> a, a, a, b, b, b,
wl(z) L1 o 0 bll bl? bl3
w,(2) o m o b,y b, b,
wy(#) c o m by, Zfaa bys
avec
bjk = bkj .

Considérons les équations de Jacosr

1 =wy(%) + w,(2,) + w,(2),
(I) u? w?(zl) + w?(zﬂ) + w?(zb})’
\ u3 wﬂ(zl> + w3(zﬂ) + w3(z3)’

u

I

|

définissant #,, 2,, #, en fonction de u , u,, u,.
Appelons a; et f les points ou la droite g % rencontre les deux
bords de la coupure @, (voyez page 145), a, et f, les points ou la droite
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g,h, rencontre les deux bords de la coupure a,, a, et 5, les points ol1 la
droite gk, rencontre les deux bords de la coupure a,. Alors, d’aprés les
valeurs des modules de périodicité, on a

wl(ﬂl) _'wl(%):m.’ w?(ﬂl) — w,(a,) =0, w3(181) - ws(“;):O’
w1(ﬁ2) - wl(aZ) ==0, wz(ﬂs) - wz(an) = 7, wa(ﬂa) - ws(ag) =0,
W, (ﬂa) - wl(a3) =0, w?(ﬁa) - w?(as) =0, wa(ﬁs) —_ wa(as) =7i.

Supposons que les variables z,,2,, 7, partent respectivement des points
o, a,,a, et décrivent des contours L , L,, L, aboutissant aux points
Bys B, Py» ces contours étant choises de telle facon que les différences

U, — (ul)o’ Uy — (”’2)0 ’ Uy — (“3)0

varient par valeurs purement imaginaires de o & mi quand z,, z,, 2, décrivent
les contours L,, L,, L,. Par exemple, dans le cas particulier ou les
constantes g,, h,, 9,,h,,9,,h,,9,,k, sont réelles, et rangées par ordre
de grandeur, les contours L, , L,, L, sont infiniment voisins des segments
de droites a,g, , a,9,, a,9, dans le feuillet supérieur, gk s 95k, 5 g.h, dans
le feuillet inférieur, %, f,, ,pB,, h B, dans le feuillet supérieur (voyez la
figure de la page 145). Clest sur ce cas particulier que nous exposerons
la méthode qui s'applique immédiatement au cas général, & condition que
les contours L,, L,, L, ne se coupent pas.

Développement de la fonction abélienne 8,2,2,.
La fonction abélienne
zlzﬂzS

est une fonction uniforme de wu,,wu,,w, aux périodes zi par rapport &
chaque variable. Cette fonction sera pour les valeurs purement imaginaires
des différences ‘
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développable en une série trigonométrique de la forme:

. — 2V U — 2Vt — 2V, .
2,52, =2 P, ¢ By

17273
ou la sommation est étendue aux valeurs entiéres des indices vy, de
— 00 a 4 0. Le coefficient P,,, est donné par la formule

(gt mi (gt i (uy)g+ i
== —I . 2y u
P W+ Qvgug+ guy
(2) ViVg¥y (72‘1:)5 dul (ZZ(/? du:} . 512223 LTI

(ty)g (uz), (u3)

les différences
U, — (“1)0 ’ U, — (“2)0’ Uy — (us)o

prenant, dans l'intégrale triple, des valeurs purement imaginaires.

Suivant la méthode employée dans la troisieme partie, faisons dans
cette intégrale triple (2) le changement de variables défini par les équations
de Jacosr

Uy = wl(z]> + wl(zﬂ) + wl(‘%)’
U, =w2('zl> + w,(z‘,) + w2(za)’
Uy = wa(zl) + ws(z2) + ws(za)

et prenons pour mnouvelles variables ¢, 2,,2,. Comme ce changement
de variables se raméne immédiatement & un changement de variables
réelles, puisque le long des contours L,, L,, L, les variables 2, 2,, 2,
peuvent étre regardées comme dépendant chacune d'une variable réelle,
il suffit, d'aprés les régles élémentaires bien connues, de remplacer
du, du,du, par

D(u, , u,, u,)
Dz, 2, 2,)

dz dz,dz,,

la notation

D(u, , u,, u,)
])(Zl ) 22 b zs)
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désignant le déterminant fonctionnel

Comme nous avons posé

ou, ou, Ou,
%, 92, 0Oz,
ou, du, Ou,
9, Oz, 9z,
du, du, Oou,
3z1 9z, 9z,

P, )
- ftaztets,

%

z

2
i) [0

%

3
w,(2) =f s qs: +13i'dz)
%

149

nous avons, en appelant s ,s,,s, les valeurs que prend s pour z=z¢,,

Z=12,, 2=2,,

»n+ a2 + na
P+ 9:2 + 7'22?

D+ 62 + 752}

D(uw, ,u,,u) 1
D(zl b} zZ b] 23) slsﬂsa
1 24 4
A
818288
1 2 2

ou A désigne une constante

A

»+ a2+
Dy + 9.2, + 1,4
s + 22 + 1.4

A
= 8,88, (zl - za)(zﬂ - za)(zs
n ¢4 7
P 9 7
by, 4 7

n + 2 + 17
P+ 25 + 1545
Ps + 02 + 1343
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Posons en outre

— oI wy(2) 4 2v510,(2) 4 2vat04(2) .
E(Z) — pwm 205 ()

alors 'équation (2) qui donne P,,, devient

A zlz?zﬂ
| P,,l,zu‘=(n7)afdzl A/\ol;;2 f;;;;E(ZJE(Z,)E(@) 1 2, 2 |dz,
4 L2 Zs 1 2 7

les indices L,, L,, L, dont sont affectés les signes d'intégration signifiant
que les variables z,2,2, doivent prendre la suite des valeurs figurées par
les contours L,, L,, L, définis & la page 147.
L’intégrale triple ainsi obtenue se décompose en intégrales simples.
Nous pouvons l'écrire en faisant entrer les facteurs 2, z,, s, dans le dé-
P 1773173

terminant
E(z)E(z,)E(z,)
”"““3 (m)"‘ 8,88,

Ly Ly I

o4 4

2, 7 4y | dzdzdz,.

2, & 4

Considérons les intégrales simples

23 B (2

2

Av?"_ 2)d27

L,
[ zE(z)
A= sza
Ly
ou v est un entier positif ouw nul. I'expression ci-dessus de P,,, deviendra
4y A4, Ay
P, =24, 4, 4
(‘3) - 12 22 32

AXB A23 Aaa
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et se trouvera ramenée a un déterminant de neuf intégrales simples; ce
qui constitue la généralisation immédiate de la formule trouvée & propos
des intégrales ultraelliptiques.

L'intégrale
_ [#7E(2)
d.(2) = f ——ds

est une intégrale de fonction & multiplicateurs; et les constantes

Avl ’ Av? ? Avx

sont les modules de périodicité de cette intégrale le long des coupures
a,,a,,q,.
En effet I'exponentielle

E( z) e pWIy(2)+ 2y09(2) + Bvy10(2)

est uniforme sur la surface de Riemann R, figurée & la page 145. Les
valeurs que prend cette exponentielle aux deux bords d'une coupure ne
différent que par un facteur constant qui se déduit immédiatement du
tableau des modules de périodicité de w,(2), w,(2), w,(2). Appelons,
comme dans la théorie génerale, m, , m,, m, les multiplicateurs de E(z)
le long des coupures a,,a,, a,, et n,,n,,n, ses multiplicateurs le long
de b,,0,,b,. Nous aurons .
m=e""=1, m=e"=1, m=e""=1,

(4)
n, = e?"lbll+2yzbﬂl+2“sbsl’ n, = 6‘2“1”12+2V2b22+?“sb32’ n, = bt bt Dby

La fonction
z‘ E(s ) ’

v étant un entier positif ou nul, admet les mémes multiplicateurs que
E(z); cette fonction est, pour des valeurs trés grandes de #, développable
en une série ordonnée suivant les puissances décroissantes de z, et le
premier terme du développement est de l'ordre de

24,
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Donc les intégrales de fonctions & multiplicateurs
4= [LE@E 9= [1Baa 06— [TEG

sont de premiére espéce comme restant partout finies; tandis que

g(s) = f ® B(e)ds

est de {froisiéme espéce, car cette intégrale a pour points critiques loga-
rithmiques les deux points j, et j, situés & l'infini, le premier dans le
feuillet supérieur, le second dans le feuillet inférieur.

Appelons
Avl ’ Av?’ Av3 ’ Bvl ) Bv‘l ’ BV3 ’ Cﬂ ’ Cv3

les modules de périodicité de l'intégrale

4,(2) = f 2 B(s)dz,

le long des coupures a,,a,,4a,,b, ,b,,b,,¢c,,¢,. Sipestégald 1ouz2,
cette intégrale est de premiére espéce, et, d'aprés les relations établies
dans la deuxiéme partie entre les modules de périodicité et les multipli-

cateurs d'une intégrale de premiére espéce (page 34), on aura

B, (1 —m) — 4,,(1 —n,) 4+ 0,0, — o0,
Biy(1 — my) — Ay (1 — ny) — myn, G,y + 0,0y — o0,
By(1 — my) — Ap(1 — n5) — myn, C,y = 0.

Mais actuellement m; = m, — m, — 1; donc

- An(I — ”1) + 0,0, == 0,
(5) ""‘Alz(l "_”2) + ”2(013‘_ C,)=o,

— A (1 — ny) — n, Oy, =0.
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On a de méme pour lintégrale ¢,(2)

— Am(l _"1) + 0,0y =0,
(6) — Ay (1 — ny) 4 1y(Cy — C) =0,
— Agg(1 — n5) — 0Oy — 0.

L'intégrale ¢.(2) qui est de troisicme espcce n'est plus uniforme sur la
surface de Riemann R,,: malis elle devient uniforme sur la surface R,
obtenue en tracant sur R, les deux coupures nouvelles I et m que nous
figurons ci-dessus conformément & la disposition adoptée dans la théorie
générale:

dans cette figure nous avons représenté, comme étant a distance finie, les
points critiques logarithmiques j, et 7, qui sont situés a I'infini.

Appelons
A31’ A327 A337 B317 B3‘.” B337 C/Y32’ 0337 27 %

les modules de périodicité de Tintégrale ¢,(z) le long des coupures
@, 8y, a0 ,0,,0,,¢,¢c,0 et m. Les modules de périodicité £ et INT
sont aisés & calculer, comme nous P'avons montré dans la théorie générale
des intégrales de troisiéme espéce. De plus, les relations entre les modules
de périodicité et les multiplicateurs d’'unc intégrale de troisiéme espéce

deviennent ici, puisque m, = m, = m, = 1:
— Ay (1 —n) + 0, (Cpy —£) =o0,
(7) — A (1 — 1) + 05(Cyy — Cy) =0,
— Ay (1 — ny) — 1,0y —o.

Acta mathematica. 13, Imprimé le 12 novembre 1890. 20*
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Les relations précédentes (5), (6) et (7) permettent de simplifier expres-
sion (3) de P, , indiquée a4 la page 150. En effet, si I'on remplace

Ay, Ay, Ay, Ay, Aoy, Ay, Ay, 4y, Ay, par leurs valeurs tirées de ces
relations (5), (6), (7), on a

Au Al? A13 012 013 - 012 - 013
_ r”’1’”2"”3 )] Yo AT -

A-zz A22 4423 = (I — "nl)(I _ 7"a)(1 - ,"8) ‘ (122 (J-zs (/22 (/23

Ay Ay Ay Cp—5C Cy—0Cy —Cy

-

ou, en ajoutant les éléments de la premiére et de la derniére colonne
ceux de la seconde,

012 o — 013
Y Y
(/22 o - (’23 ’

032"_2 —£ —("33

RRT
(1 —n)(1 — 2, X1 —a,)

ce qui donne en développant

n,n,n,
(I - “1)(1 - 7"2)(1 - “3) )

£. (013022 - 012 (/'23)-

On a donc enfin, pour le coefficient P,

vy vyt

Vexpression

(8) P =B Ty yMy £.(CyCyy — Cuy Gy,

Yvyvy (mj)” ([ — '“’x)(l —_— 1),2)(1 — ’ll,_,)

qui, en vertu des relations (5) et (6) des pages 152 et 153, peut aussi s'écrire

(9) P A @ (A Ay — Ay Ay).

wes T (i)t 1 — o,

Le calcul de ce coefficient se trouve ainsi ramené a celul d'un déter-
minant de quatre intégrales simples. Ces quatre intégrales simples

Au :‘f
Iy

22dz, 5d2g
A= [H2 ), 4, = [E2 5,

1
Ly Ly

d d
“UaBe), A= [ E(),
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se rameénent immédiatement & des intégrales rectilignes d’aprés la défini-
tion méme des contours I, et L, (page 147). Il suffit de leur appliquer
la méthode dont nous nous sommes servis dans la troisiéme partie, pour
ramener des intégrales analogues a la forme

d(m,n) + $(—m, —n).

Développement de z, + z, + 2,.
Si V'on fait
V), Ve, Vg= + oo

H+e+e = z wQVIMIVS6_21‘11‘]—2"2"2_21‘3"3

VYo Vy=—

on trouvera comme ci-dessus, en prenant garde & l'identité

1z 2
I oz
R
ot et = P
I 2y 2
I 2,
1 2 2
A 1’](21)E(ZQ)E(23) 3
@y, = iy s, 1 2, 4| dsdzds,,
ol b 1 2, 2
ou encore
Ay A, Ay
A
Qu,v,va == (m-)s Ao2 Alz A32 ’
Aoy Ay Ay

avec les notations de la page 150.
Les constantes

Ay, Aoz ’ Aos H Au 3 Awy Al3
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sont les modules de périodicité des intégrales de fonctions a multiplicateurs

xl
dz wdz
Oo(e) = [ T E(2), (o) = | = E(2)
le long des coupures a , «,, a,; ces deux intégrales sont de premiére espéce.
Les constantes
A31 ’ A32 ) A33

sont les modules de périodicité, le long de ces mémes coupures, de
lintégrale

o) = [22 1)

(%

qui est de froisiéme espéce avec deux points critiques logarithmiques a
Vinfini. Cette intégrale ¢ (z) est uniforme sur la surface de Riemann
=) 3
R représentée a la page 153; appelons £ et M ses modules de pé-
abclm 5 OB
riodicité le long des coupures ! et m; nous verrons, comme nous l'avons
fait aux pages 153 et 154, que l'on a

(10) QVIVMZ(A, s Q (A Ay — Ay Ay).

m)® 1 —n,

Le calcul de ce coefficient peut d’aillcurs se ramener & celui de P,

VYavs®
En effet on a ,
E(Z) —_ e‘lv,w,(z)+2v2w2(z)+2v3w3(z)

ou

fa+bz+cz"dz
E(z) = )

en faisant pour abréger
a = 21)11)1 + 2”7]’2 + 3”31’3’
b= 2v,q, + 2v,9, + 2v,9,,

C= 291 + 20,7, + 2V,7,.
Done

JE(z) = o2 B(s) + V2 B(s) 4 2 1(s)

et en intégrant

E(2) = ady(2) + b¢,(2) + ¢, (2) + C°.
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Les modules de périodicité du premier membre E(z) étant nuls,
il en est de méme de ceux du sccond membre et I'on a, entre autres
relations,

ady + b4, + cdy = o,

ady, + 04y, + cdy = 0,

ade 4+ VA + cdyy = 0,
d’ott en éliminant & entre la premiére et la derniére,

(11) a(Aydy; — A dyy) + c(dy 4y — Ay 4y5) = 0,

formule qui raméne le calecul du coefficient @,,, & celui de P,,

¥s°

Développement de z.z, + 2,2, + 2,2,.

En faisant
ViyVgsVs= +

— 2y, Uy — 20y %, — 20, U,
5 ~ — 18— 2vy g — 2y Uy
4,2, + 2,2, + 2,2, 2 R,.c

Yy =—®

et prenant garde a l'identité bien connue

| P S

| S

I 2z
2,8, + 2,8, + 2,2, = I 2, 2|

I 2z, 2

1z,

on trouvera, comme ci-dessus pour les développements de 22,2, et

51+22+53’

1 5 2

— A E(Zl)E(Zg)E(ZS) 2 3
R, = Wfff 58,5, I 2 2 | dzdade,

L L, I 2 3
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ou encore
IAM 4, Ay,
oy, = (ﬁ)a A, Ay Ay,
Ay Ay Ay

Les éléments de ce déterminant sont les modules de périodicité, le
long des coupures @, , a,, a,, des intégrales de fonctions & multiplicateurs

dz 23dz

0= [TED, )= [TFBD. 6 = [ZEE),

En transformant ce déterminant, comme le déterminant analogue (3)
de la page 150, nous aurons

= _é“ - L. (A01A23 — A21A03)7

7)1 —m,

VY,V

formule qui raméne aussi le calcul de ce coefficient & celui de P, . En

effet les relations entre les modules de périodicité établies & la page 157

ady + 04, 4+ cd,, = o,
ady + bA4y; + cdy = 0,

donnent par l'elimination de ¢
(I 2) a(A01A23 - A21A03) + b(AuA'z_s - A21A13) = 0.

D’apres cela, on a

(&Rv,vzva + b'PV = O;

la formule (11) de la page 157 nous donne de méme

aQu,vzv3 - CPv = O.

1V2Vs

Donc enfin

(I 3) 1)11,112123 . va.ys . Rv,v._,v3 .
a ¢ —b’



Sur les intégrales de fonctions & multiplicateurs. 159

dans cette formule importante a, b, c ont les valeurs déja indiquées

(page 156)
= 2(”1171 + VoD, + 93103),

a
b= 209, + v,90 + v1),
c =21 + v,r, +v,1,);

on voit que cette formule (13), qui raméne les trois coefficients P,,, ,

Qu1v2v3! I‘Evlvzv3

analogue établie pour les fonctions abéliennes de genre 2 et ramenant
4 H pl ’

les développements de z, 4 z, et 2,2, I'un a Pautre.

a 'un d’entre eux, est I'extension, au cas actuel, d’'une formule

Développements d’autres fonctions abéliennes résultant
de Vinversion des mémes équations.

On pourra appliquer la méme méthode au développement en série
trigonométrique d'une fonction abélienne des variables u,, u,, u, exprimée

S, .

par un polynéme symétrique en z,,2,,2, et s ,S,, s,

Si Pon suppose une fonction de cette forme

(25 2,5 2,585 85 8,)
développée en série

V1VgVa= + 0

S,

e—2v,u1—2v1u,—2u3u3
V1, Vg,V w Vs ’
LY2yY3=—

le calcul du coefficient S,,, se rameénera par les mémes méthodes au
calcul d'intégrales simples qui ne sont autre chose que les modules de
périodicité d’intégrales de la forme

¢v(z) =fz”sz(z)’ 50,(2) =fsz(z)dz ¥=0,1,2,...,0)

le long des coupures «,, a,, a,.
Comme l'on a

b 2
a+bz+c2 az

E(2) = ef :
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la différentiation des expressions

2 E(z), s2 E(2)

y=0,1,2,...00,

fournira des formules de réduction pour ces intégrales ¢, et ¢,, formules
enticrement semblables a celles que nous avons établies a la fin de
la troisiéme partie.

Par exemple, on a identiquement

a2 B(z) = v~ B(z)de + “CFEEE) gy,

d’oll en intégrant

#E(2) =ve,1(2) + ady(2) + bd, 1 (2) + cd,yo(2) + C°,

formule qui raméne toutes les intégrales ¢,(2) & des intégrales ¢, (z).
Puis la différentiation de

s E(z2)

donnera une formule ramenant, par voie récurrente, toutes les intégrales
¢,(¢) aux premiéres d'entre elles. Il est inutile de donner le détail de
ces formules qui est entiérement élémentaire.

On conclut de la que toutes les intégrales définies qui figureront
dans les coefficients tels que §,,, se raméneront par voie récurrente i
un nombre fini d'entre elles.

On raménerait de méme au calcul d’intégrales simples la détermination
des coefficients du développement en série d’exponentielles e+t
d'une fonction abélienne ayant 1'une ou l'autre des formes

R(s;s 2,) + R(s,, 2,) + R(s,, ),
Rls,, 2)E(s, 2) + sy, )R, 2) + R(s, 2)EG, » ),
B(s,, #,)R(s,, 2,)R(s, , 2,),

ou R(s,z) désigne une fonction rationnelle de s et z, 4 condition, bien
entendu, que ce développement soit possible.
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Ces mouvelles intégrales définies simples seront encore les modules
de périodicité de certaines intégrales de fonctions a multiplicateurs: mais
elles ne peuvent plus, par voie récurrente, se ramener 4 un nombre fini
d'entre elles. On leur appliquera les théorémes généraux indiqués dans
la seconde partie.

Développements de certaines fonctions algébriques
de fonctions abéliennes.

On peut développer par la méme méthode certaines fonctions ration-
nelles mais non symétriques de s, , 25 8,,4,55,, 2, cest a dire certaines
fonctions algébriques de fonctions abéliennes.

Prenons par exemple la fonction

I I
2,y 2, = :
f(zl ) %99 ) (z — 3 )(2;2 — Zs)(za -— zl) I 2 2
|
I 2z, 2

qui reste finie et continue quand #,, #,, 2, décrivent les contours appelés
L,,L,, L. Cette fonction, qui est la racine carrée dune fonction
abélienne, sera développable en une série trigonométrique de la forme

Vi Vg = + o

f(zl ) 2y 23) _ z T et

YiVaVs
thz’ll3= -—

convergente, comme les précédentes, pour des valeurs purement imagi-
naires des différences

Uy — (ul)o’ Uy — (’M?)O, Uy — (uz)o :
On trouvera immédiatement, en suivant la méme méthode que plus haut,

E(a DE(z,) E(z )

8,8,8,

dz dz,dz,,

Vl“z“s (m)

l Ll 3

cest a dire, d'aprés nos notations de la page 150,

Tv,v,vs ( A)s on Aoz A03 .
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162 P. Appell.
Le coefficient T,,, est ainsi exprimé en fonction des trois modules de
périodicité
‘A01 ’ AO? ) ‘A03
de l'intégrale ¢ (2). Si l'on appelle
002 b ('}03

les modules de périodicité de cette intégrale ¢ (2) le long des coupures
¢, et ¢,, on a, comme a la page 152,

- Am(l — "1) + n,Cp =0,
_A02(1 “‘"2) + ”2(003_ Co‘z) =0,
— Aos(I - ""3) — 130y =0,
d’ou
I—n, 1I—n, I—mn, -
m, 4, + , 4 + , Ay = 0.

Il restera donc a calculer 4, ct A,;.

On raménera au calcul des modules de périodicité de ces mémes
intégrales ¢,(2), le calcul des coefficients des développements en séries
trigonométriques de toute fonction égale a un polynéme non symétrique
en 8., 3 S5, 5 8,723 ou du produit d'une pareille fonction par
f(Zl 1 8y 23).

Mais il nous parait sans intérét d'insister davantage sur ce sujet, et
nous terminerons par quelques remarques, qui nous semblent fondamen-
tales, sur une classe d’équations différentielles linéaires & coefficients
algébriques. Voyez un Mémoire de Riemanx intitulé: Zwei allgemeine
Sctze diber linedre Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten, et
les recherches de M. Pomncars sur l'intégration des équations différentielles
linéaires a coefficients algébriques.



