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Supplement. 

Developpements en series trigonometriques de fonctions abelien­
nes resultant de !'inversion d'integrales hyperelliptiques. 

La methode que nous avons suivie dans le premier cahier, pour calculer 
les coefficients des developpements en series trigonometriques de fonctions 
abeliennes resultant de !'inversion d'integrales ultraelliptiques, peut etre 
etendue a des integrales hyperelliptiques dont le genre p est quelconque. 

C'est ce que nous allons montrer en supposant, pour simplifier, p = 3 
et en partant de la relation algebrique 

S
2 = (g1 - z)(h1 - z)(q2

- z)(h2 - z)(g3 - z)(h3 - z)(g4 - z)(h4 - z) 

ou g1 
, h1 

, g2
, h2

, g3 , h
3 

, g4 
, h4 

designent des constantes inegales. La surface 
Rabc de Riemann correspondant a cette relation se trouve figuree dans 
l'Ouvrage de C. NEUMANN (loc. cit. page 1 79); nous la reproduisons ici 
en donnant aux coupures c

2 
et c

3 
la disposition particuliere que nons 

sommes convenus d'adopter: 

.Acta mathemat{ca. 13. Imprlme le 11 novembre 189<1-. 
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Soient alors 

z 

ws(z) = fPa + q,: + r,.z' dz, 

les integrales abeliennes normales de premiere espece relatives a cette 
surface de Riemann, p1 , q1 , r1 , p 2 , q2 , r2 , p3 , q3 , r3 etant des constantes 
convenables. Les modules de periodicite de ces integrales sont (C. NEu­
MANN, page 246) donnes par le tableau snivant 

avec 

(r) 

Coupures 1-* a] a2 as ~· b2 

W1 (z) 7rt 0 0 bll bl2 

w2 (z) 0 m 0 b21 022 

W3 (z) 0 0 7rt 0s! b32 • 

Considerons les equations de JACOBI 

ul = wl(zl) + w1Cz2) + wl(za), 

u2 = w2(zl) + w2(z2) + w2(zs), 

U3 = w3 (zJ + w3(z2) + ws(z3), 

definissant Z1 , Z2 , Z3 en fonction de u,1 , u
2 

, us . 

bs 

bl 3 

b23 

0as 

Appelons a1 et {11 les :eoints ou la droite g1 h1 rencontre les deux 
bords de la coupure a1 (voyez page 145), a2 et {12 les points ou la droite 
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g,h, rencont.re les deux bords de la coupure a, , a3 et (33 les points ou la 
droite g

3
h8 rencontre les deux bords de la coupure aa. Alors, d'apres les 

valeurs des modules de periodicite, on a 

w1 ((31)- w1 (a1) = 1ri, w2 ((31)- w,(aJ = o, W3 ((31)- W3 (a1) = o, 

w1((3,)- w1 ( a2 ) = o, w,(fi,)- w2 (a2 ) = 1ri, w3 ((32)- w3 ( a,)= o, 

W1 (fia)- W1 ( aa) = o, w,((33)- w2 ( a3 ) = o, wa(fia)- w3 ( a3 ) = 7ri. 

Supposons que les variables z
1 

, z
2 

, Z
3 partent respectivement des points 

a
1

, a,, aa et decrivent des contours L
1 , L,, L

3 
aboutissant aux points 

fit '(3,' fia' ces contours etant choises de telle fac;on que les differences 

varient par valeurs purement imaginaires de 0 a 1ri quand Z1 , Z
2 , Z3 decrivent 

les contours L 1 , L 2 , La. Par exemple, dans le cas particulier ou les 
constantes g

1 , h1 , g
2 , h

2 , Ua, h
3

, g4 , h
4 sont reelles, et rangees par ordre 

de grandeur, les contours L 1 , L 2 , La sont in:finiment voisins des segments 
de droites a1g1 , a2g2 , aag3 dans le feuillet superieur, g1 h1 , g,h,, gah3 dans 
le feuillet inferieur, h1 (31 , hJ1,, haf3a dans le feuillet superieur (voyez la 
figure de la page 1 45). C'est sur ce cas particulier que nous exposerons 
la methode qui s'applique immediatement au cas general, a condition que 
les contours L 1 , L, , L 8 ne se coupent pas. 

La fonction abeliennc 

est une fonction uniforme de u1 , u, , ua aux periodes 1ri par rapport a 
chaque variable. Cette fonction sera pour les valeurs purement imaginaires 
des differences 

u2 - (u2 ) 0 , 
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developpable en une serie trigonometrique de la forme: 

ou la sommation est etendue aux valeurs entieres des indices v
1
v

2
v

3 
de 

- oo a + oo. Le coefficient Pv
1
"•"• est donne par la formulc 

les differences 

prenant, dans l'integrale triple, des valeurs purement imaginaires. 
Suivant la methode employee dans la troiRieme partie, faisons dans 

cette integrale triple (z) lc changement de variables dcfini par les equations 
de JACOBI 

ul = wl(.zl) + wl(.z2) + wl(.za), 

u2 = w2(.zl) + w2(z2) + w2(.za), 

Ua ~ wa(.zJ + wa(.z2) + wa(.za) 

et prenons pour nouvelles variables .z1 , .z2, z3. Comme ce changement 
de variables se ramene immediatement a un changernent de variables 
reelles, puisque lc long des contours L 1 , L, , L

3 
les variables Z1 , Z2 , .z3 

peuvent etre regardees cornme dependant chacune d'une variable reelle, 
il suffit, d'apres les regles elernentaires bien connues, de remplacer 
du

1 
du

2
du

8 
par 

la notation 

D ( u,1 , 11, , 1t~) 

D(z1 , z2 , Z3 ) 
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designant le determinant fonctionnel 

3u1 3u1 C3u1 

3z1 cz9 3z1 

cui 37~2 3u1 

cz1 czj 3z8 

Clu
8 cus CUB 

Clz1 Clz2 
Clz

8 

Comme nous avons pose 

( ) -JPz + q2z + r,z'd w, z - 8 z, 
~ 

nous avons, en appelant s1 , s,, S3 les valeurs que prend s pour z = Z1 , 

Z = Z2 , Z= Z3 , 

P1 + q1Z1 + r~z~ Pt + q1Z2 + r~z~ Pt + qtZa + rtzi 
D(u

1
, u 2 , u 8) I 

p, + q2Z1 + r2z~ p, + q,z, + r2z; p, + q,z8 + r,z: =--
D(z1 , z21 z3 ) 8111288 

Pa + qsZt + razi Pa + qaz, + razi Pa + qaZa + r3z: 

I Zt zi 
a z; ~ =-- I z2 =- (z1- z,)(z,- z3)(z3 - z1), 

818288 818183 

I Za zi 

' a designe nne constante ou 

pl q1 rl 

a= I 

p, q, r, 
2 

Pa q8 ra 
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Posons en outre 

alors !'equation (2) qm donne Pv.v,v, devient 

Zt zi 

Pv1v2v3 =(~sf dz1 J dz, J:::::: E(z1)E(z2 )E(z3 ) I z2 z; dza, 
L1 Lz La I Za 'zi 

les indices L 1 , L 2 , L 3 dont sont affectes les signes d'integration signifiant 
que les variables z1z,z8 doivent prendre la suite des valeurs figurees par 
les contours Ll ' L,' La definis a la page I 47. 

L'integrale triple ainsi obtenue se decompose en integrales simples. 
Nous pouvons l'ecrire en faisant entrer les facteurs Z1 , z,, z3 dans le de­
terminant 

Zt zi z~ 

p = ~ f f JE(z.)E(z2)E(za) z2 zi z; 
"•"•"• (rri)s lllssss I 

L1 L2 La 
Za zi z! 

Considerons les integrales simples 

A -fz~E(zs) d 
v2- s z2, 

• 2 

. 
v est un entier positif ou nul. L'expression ci-dessus de P ••• deviendra ou 

I 2 a 

Au A.21 ABl 

(3) A A.12 A22 AB2 p =-
"•"•"• (m)s 

AlB A.23 A a a 
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et se trouvera ramenee a un determinant de neuf integrales simples; ce 
qui constitue la generalisation immediate de la formule trouvee a propos 
des integrales ultraelliptiques. 

L'integrale 

t/J.(z) jz•~(z) dz 

est une integrale de fonction a multiplicateurs; et les constantes 

sont les modules de periodicite de cette integrale le long des coupures 

al' a2' aa. 
En effet I' exponentielle 

est uniforme sur la surface de Riemann Babe figuree a la page 145. Les 
valeurs que prend cette exponentielle aux deux bords d'une coupure ne 
different que par un facteur constant qui se deduit immediatement du 
tableau des modules de periodicite de w1 (z),w2 (z),wa(.~). Appelons, 
comme dans la theorie generale, m1 , m

2
, m

8 
les multiplicateurs de E(z) 

le long des coupures a1 , a2 , a3 , et n1 , n2 , n3 ses multiplicateurs le long 
de b1 , b2 , b3 • Nous aurons . 

(4) 

La fonction 
z• 
-E(z), 
8 

11 etant un entier positif ou nul, admet les m~mes multiplicateurs que 
E(z); cette fonction est, pour des valeurs tres grandes de z, developpable 
en une serie ordonnee suivant les puissances decroissantes de z, et le 
premier terme du developpement est de l'ordre de 

z--•. 
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Done les integrales de fonctions a multiplicateurs 

¢'0(z)-J; E(z)dz, f z' 
rf'~(s) = ; E(z)dz, 

sont de premiere espece comme restant partout finies; tandis que 

est de troisieme espece, car cette integrale a pour points critiques loga­
rithmiques les deux points Jo et Jl situes a l'infini, le premier dans le 
feuillet superieur, le second dans le feuillet inferieur. 

Appelons 

les modules de periodicite de l'integrale 

f z" 
¢.(z) = ; E(z)dz, 

le long des coupures al ' a~ ' as ' bl ' b~ ' b3 ' c~ ' c3. Si J,l est egal a I ou 2' 
cette integrale est de premiere espece, et, d'apres les relations etablies 
dans la deuxieme partie entre les modules de periodicite et les multipli­
cateurs d'une integrale de premiere espece (page 34), on aura 

B 12(I - m2)- A12(I- n2)- m2n2012 + n20 13 = o, 

B 18(I- m3)- A 13(I- n3)- m3n3 013 = o. 

Mais actuellement m1 = m2 = m3 = I ; done 

(s) ! 
-A11(I- n1) + n10 12 = o, 

- A12(1- n2) + n2(~1s- CI2) = o, 

- A13 (I - n8)- n3C18 = o. 
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On a de meme pour l'integrale ¢2(z) 

(6) 
{ 

- ..A21 (I - n1) + n1 022 = o, 

- ..A22(1 - n2) + n2(~2a- 022) = o, 

- ..A2a(I - na)- naC23 = o. 
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L'integrale ¢
3
(z) qui est de troisieme espece n'est plus uniforme sur la 

surface de Riemann Babe: mais elle devient uniforme sur la surface Babclm 

obtenue en trayant sur Babe les deux coupures nouvelles l et m que nons 
figurom; ci-dessus conformement a la disposition adoptee dans la theorie 
generale: 

dans cette figure nous avons represente, comme etant a distance finie, les 
points critiques logarithmiques Jo et jl qui sont situes a l'infini. 

Appelons 

les modules de periodicite de l'integrale ¢
3 
(z) le long des coupures 

a1 , a2 , a3 , b
1 

, b
2 

, b3 , r
2 

, r
3 

, l et m. Les modules de periodicite £ et ~ 
sont aises a calculer, comme nous l'avons montre dans la theorie generale 
des integrales de troisieme espece. De plus, les relations entre les modules 
de periodicite et les multiplicateurs d'une integrale de troisieme espece 
deviennent ICI, pmsque m1 = m

2 
= m

3 
= I: 

(7) 
{

- Aat(r- n1) + n1 (032 - £) = o, 

- ..A32 (I - n2) + n2 (033 -- 032) o, 

- ..Aaa(I - na)- naOaa - o . 
.Acta mathematica. 13. Imprlme le 12 novembre 1890. 
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Les relations precedentes (5), (6) et (7) permettent de simplifier !'expres­
sion (3) de p"'"""' indiquee a la page I so. En effet, si l'on rem place 
An , A 12 , A1a , A 21 , A 22 , A 23 , A31 , A32 , A33 par leurs valeurs tirees de ces 
relations (5), (6), (7), on a 

Au A12 A1s 012 013-012 -013 

A21 A22 A23 
n

1
n

0
n

3 022 028- 022 -023 
(1- r1 1)(I- n.)(I- '11 3 ) 

Aa1 Aaz A a a 032 -£ 033- 032 -033 

ou, en ajoutant les elements de la premiere et de la derniere colonne a 
ceux de la seconde, 

012 0 -013 

n,n,n3 
022 0 -023 (I- n1 )(r -- n 2)(I- n 3 ) ' 

032-£ -£ -033 

ce qm donne en develop pant 

n, n. n3 £ (O O _ O O ) 
(I -n,)(I -n

2
)(r _ 113)' • 13 22 12 23 · 

On a done enfin, pour le coefficient P"•"•"•' !'expression 

(8) 

qui, en vertu des relations (S) et (6) des pages I 52 et 153, peut aussi s'ecrire 

(9) P""" = (~"~.£.(AuAn-A1aA.,1). 
I " ' 7r~) I - 11 2 • -

Le calcul de ce coefficient sc tronve ainsi ramene a celui d'un deter­
minant de quat1·e integrales simples. Ces quatre integrales simples 

A -Jz,dz,E( ) 
11 - Zt , 

s, 
L, 

A f zidz, E( ) 21 = -- Z1, 
81 

L, 

A -Jz3 dz3 E( ) 1a - ~ Za , 
"a 

L, 

A f z:dz3 E( ) 23 = -- Za, 
83 
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se ramiment immediatement a des integrales rectilignes d'apres la defini­
tion meme des contours L 1 et L 3 (page I4 7). Il suffit de leur appliquer 
la methode dont nous nous sommes servis dans la troisieme partie, pour 
ramener des integrales analogues a la forme 

cp(m, n) + ¢(- rn,- n). 

Si l'on fait 

on trouvera comme ci-dessus, en prenant garde a l'identite 

Zt z~ 

z2 ,..3 
i:-2 

Z3 z3 

zl + z2 + Za 
ll - 2 ' z Zt 1 

z~ z: 

Za z: 

I zl z~ 

Q v = 4--f f fliJ(z 1 )E(z,)E(z3 ) I z2 z; dz
1 
dz

2
dz

3
, 0

1°23 (7rt) 3 8 8 8 
1 2 3 

L 1 L 2 L 3 I Za z: 

ou encore 

.Aol .All .Aal 
~ 

Ao2 .Al2 Aa2 Q"t"•"• = (rri)s ' 
Aoa Ala Aa3 

avec les notations de la page I so. 
Les constantes 
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sont les modules de periodicite des integrales de fonctions a multiplicateurs 

J
"zdz 

¢1 (z) = --;- E(z) 

le long des coupures a1 , a2 , a~; ces deux integrales sont de premiere espece. 
Les constantes 

sont les modules de periodicite, le long de ces memes coupures, de 

l'integrale 

qui est de troisieme espece avec deux points critiques logarithmiques a 
l'infini. Cette integrale ¢'a(z) est uniforme sur la surface de Riemann 

Rabclm representee a la page I 53; appelons £ et ~ ses modules de pe­
riodicite le long des coupures l et m; nous verrons, comme nous l'avons 

fait aux pages I 53 et 1 54, que l' on a 

(w) 

Le calcul de ce coefficient peut d'aillcurs se rarnener a celui de P.,v,v3 

En effet on a 

ou 

f a+bz+cz2 

--dz 

E(z) = e • 

en faisant pour abreger 

Done 

et en integrant 

a = 2v1p1 + 2 V~P2 + 2 VaPa' 

b = 2V/f1 + 2V2q2 + 2V3 q:;, 
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Les modules de periodicite du premier membre E(z) etant nuls, 
il en est de meme de ceux du second membre et l'on a, entre autres 
relations, 

a .A<• I + bAn + cA21 = o, 

aAo2 + bA12 + cA22 = o, 

aA03 + bA13 + c.A23 = o, 

d'ou en eliminant b entre la premiere et la derniere, 

(I I) 

formule qm ramEme le calcul du coefficient Qvlv2v3 a celui de PVIVzVJ 

En faisant 

et prenant garde a l'identite bien connue 

z~ z~ 

z~ z~ 

zlz2 + z2za + ZaZI = 
z: z; 
z1 z~ 

z2 z2 
2 

z 3 z: 

on trouvera, comme ci-dessus pour les developpements de z1 z2 z~ et 

zl + z2 + Za' 

I zi z~ 

R = a f f JE(z 1 )E(z.)E(z3 ) 

"t"•"• (rri)s 81 8!183 
I z~ z; dz1 dz2dza, 

Lt L2 La z; 3 
Za 
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ou encore 

I Aul A21 Aal 

R = A. A A22 Aa2 v1v2v3 ( rri) al oz 

Aoa A2a Aaa 

Les elements de ce determinant sont les modules de periodicite, le 
long des coupures al ' a2' a3' des integrales de fonctions a multiplicateurs 

¢ o ( Z) = f dsz E ( Z) ' 

En transformant ce determinant, comme le determinant analogue (3) 
de la page I so, nous aurons 

formule qui ram(me aussi le ealcul de ce coefficient a celui de Pv,vzva· En 
effet les relations entre les modules de periodicite etablies a la page I 57 

aA01 + bA11 + cA21 = o, 

aA03 + bA13 + cA23 = o, 

donnent par l' elimination de c 

(12) 

D'apres cela, on a 

la form u1e (I I) de la page I 57 no us donne de me me 

Done enfin 
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dans cette formule importante a , b, c ont les valeurs deja indiquees 

(page I 56) 
a = 2 (v1p1 + v~p~ + V3P3), 

b = 2 (v1q1 + v~q2 + V3q3), 

c = 2 (v1r1 + v2r2 + JJ3 1·3); 

on voit que cette formule (I 3), qui ramene les trois coefficients P.,.,.,, 
Q.,.,v,, R.,",v' a l'un d'entre eux, est I' extension, au cas actuel, d'une forrnulc 
analogue etablie pour les fonctions abeliennes de genre 2 et ramenant 
les developpements de .zl + z~ et zl.z2 l'un a l'autre. 

Developpements d'a1ttres fonctions abeliennes resultant 
de l'inversio'n des memes equations. 

On pourra appliquer la meme methode au developpement en ser1e 
trigonometrique d'une fonction abelienne des variables u

1
, u

2
, u

3 
exprimee 

par un polynome symetrique en .z1 , z2, Z
3 

et S
1 

, S2, S3. 
Si l'on suppose une fonction de cette forme 

developpee en serie 

le ca]cul du coefficient sv,v"v' se ramenera par les memes methodes au 
calcul d'integrales simples qui ne sont autre chose que les modules de 
periodicite d'integrales de la forme 

f z"dz 
¢.(.z) = -s E(.z), 

le long des coupures a1 , a
2 

, a
3

• 

Comme l'on a 

~.(.z) = Jz" E(z)d.z 

Ja+bz+cz• --dz 
E(.z) = e • 

(v=O,l,2, ... ,oo) 
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la differentiation des expresswns 

z"lV(z), sz"lV(z) 

ou 

li=O,I,2, ... co, 

fournira des formules de reduction pour ccs integrales if•. et Vv• formules 
entierement semblables a celles que nous avons ctablies h la fin de 
la troisieme partie. 

Par exemple, on a identiquement 

z"(a + uz + cz 2
) dz" lV(z) = l1Zv-11V(z)dz + · lV(z)dz, 

8 

d' ou en integrant 

formule qui ramene toutes les integrales r.(z) a des integrales if•.(z). 
Puis la differentiation de 

sz" lV(z) 

donnera une formule ramenant, par voie recurrente, toutes les integrales 
¢v(z) aux premieres d'entre elles. Il est inutile de donner le detail de 
ces formules qui est entierement elementaire. 

On conclut de la que toutes les integrales definies qui figureront 
dans les coefficients tels que sv,v"v" se rameneront par voie recurrente [t 

un nombre :fini d'entre elles. 
On ramenerait de meme au calcul d'integrales simples la determination 

des coefficients du developpement en serie d'exponentielles e2"'"'+ 2v•u•+ 2•,u· 

d'une fonction abelienne ayant l'une ou l'autre des formes 

R(s1 , zJ + R(s2 , z2 ) + R(s3 , Z3 ), 

R(s1 , z1 )R(s2 , Z2 ) + R(s2 , z2)R(s3 , z.) + R(s1 , z
1
)R(s

3
, z

3
), 

R(s1 , zJR(s2 , z2)R(s3 , z3), 

ou R(s, z) designe une fonction rationnelle de s et z, a condition, bien 
entendu, que ce developpement soit possible. 



Sur les integrales de fonctions h multiplicateurs. 161 

Ces nouvelles integrales definies simples seront encore les modules 
de periodicite de certaines integrales de fonctions a multiplicateurs: mais 
elles ne peuvent plus, par voie recurrente, se ramener a un nombre fini 
d'entre elles. On leur appliquera lcs theorernes generaux indiques dans 
la seconde partie. 

Developpements de certaines jonctions algebriques 
de fonctions abeliennes. 

On pent developper par la merne methode certaines fonctions ration­
nelles mais non symetriques de s

1 
, z1 ; s2 , z2 ; s:1 , Z

3
, c'est a dire certaines 

fonctionR algebriques de fonctions abeliennes. 
Prenons par exemple la fonction 

qui reste finie et continue quand z1 , Z2 , Z
3 

dccrivent les contours appeles 
L

1 
, L

2 
, L

3
• Cette fonction, qui est la racine carree d'une fonction 

abelienne, sera developpable en nne serie trigonornetrique de la forme 

convergente, comrne les precedentes, pour des valeurs purement Imagi­
naires des differences 

On trouvera irnmediatement, en suivant la meme methode que plus haut, 

Tv,v
2
v, = (~)sff!E( z,)E(z2 )E(z,) dz

1 
dz

2
dZ

3
, 

rrL s1 s~s3 
L 1 L 2 L3 

c'est a dire, d'apres nos notations de la page I 50, 

~ 
Tv v v = (-;-)s Ao1 Ao2 Aos • 

12 s 7!'L 

Acta mathematica, 13. Imprlme 1e 18 novembrc 1890. 21* 



162 P. Appell. 

Le coefficient Tv,v
2
v

3 
est ams1 exprime en fonction des trois modules de 

periodicite 

de l'integrale ¢'0 (z). Si l'on appelle 

les modules de periodicite de cette integrale cjJ
0
(z) le ·long des coupures 

C
2 

et C3 , on a, comme a la page I 52, 

- A01(I- n1) + n1 C02 = o, 

- Aoz(I- nz) + n2(Co3- Co2)= o, 

d'ou 

I - n 1 A + I - n, A + I - n3 A _ 0 n o1 n oz n os - • 
1 2 3 

I1 rester a done a cal euler A02 et A03 • 

On ramt'mera au calcul des modules de periodicite de ces memes 

integrales tPv(z)' le calcul des coefficients des developpemE:)nts en series 

trigonometriques de toutc fonction egale it un polynome non symetrique 

en 8
1 

, z
1 

; 8
2

, Z
2 

; 83 , z
3

; on du produit d'une pareille fonction par 

f(zt' z2' Za)· 
Mais il nous parait sans interet d'insister davantage sur ce sujet, et 

no us terminerons par quelques remarques, qui nons sem blent fondamen­
tales, sur une classe d'equations differentielles lineaires a coefficients 

algebriques. Voyez un Memoire de RIEMANN intitule: Zwei allgemeine 
&itze iiber lineare Differential.rJleichungen mit algebraischen Coefficienten, et 
les recherches de M. PoiNCAHE sur !'integration des equations diffcrentielles 

lineaires a coefficients algebriques. 


