
Sur les iotegrales de fooctioos a multiplicateurs. 

Troisieme partie. 

Developpements des fonctions abeliennes en series 
trigonometriques. 
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Pour montrer, par un exemple simple, comment Ies integrales de 
fonctions a multiplicateurs s'introduisent dans lc probleme du developpe
mcnt des fonctions abeliennes en series trigonometriques, nous traiterons 
d'abord un exemple relatif aux fonctions elliptiques qui fera bien saisir 
!'esprit de la methode. 

Considerons le relation algebrique 

s2 = ( 1 -- z2
)( I - k 2z2

) 

a. Ill 
:·.:;;;;:.~-.;,;;;;;;.-_-.;=,;:..-1 
1 I I I 
I I II I: -A~--il+l ---ll.-
11 all• II 
II 
II 
II 

:• 
ror-n--~ 

II k 
II 
II 
II 
II 
II i-ll h :: au 
1• a, i.. al 
''·--~---------~1 , ____________ f ______ l9' 

o1I nous supposons k njel et plus petit que l',unite. La surface de Riemann 
correspondante possede deux feuillcts et quatre points de ramification 

+ I ' - I ' + f ' - ~ situes sur l'axc des quantites reellcs O.rc. On passe 
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d'un des feuillets a l'autre en traversant l'u,ne ou l'autre des lignes de 

passage ( Ubergangslinien) 

+I,P,P',-1; 
I 

+ k ' Q ' Q'' - k 0 

On transformera cette surface de Riemann en une surface Rab sirnple

rnent connexe a l'aide des coupures a et b, cornrne le montre la figure. 

Le point de croisernent des deux coupures est a l'originc 0 qui appartient 

au bord droit de la coupure a ct au bord gauche de la coupure b. 

Enfin nous supposerons que, dans le feuillet superieur, la valeur de s 

est positive pour z = o. 
L'integrale elliptique de premiere espece 

f dz f dz 
w(z) = s = V(I- z')(I -- k'z') 

0 0 

est uniforrne sur la surface de Riemann Ra~ figuree a la page precedente. 

Le long de la coupure a, on a 

w(A)- w(p) = 4/{ 

et le long de la coupure b 

w(A)- w(p) = 2iK', 

K ct K' ayant la signific~tion que leur donne .T.Acom et les lettres ). , p 

designant comme toujours deux points situes en face l'un de l'autre sur 

les deux bords d'une coupure, ). sur le bord gauche et p sur le bord 

droit. En efl'et, si l'on designe par o, a, f3, r les sonnnets des quatre 

angles formes par les bords des coupures a et b en leur point de croise

rnent, la valeur constante de la difference w().)- w(p) le long de la 

coupure a est egale en particulicr a w(r)- w( 0 ), c'est a dire a l'inte

grale w(z) prise le long du bord gauche de la coupure b depuis le point 

o jusqu'au point r, ce qui donne bien 4K; de meme la valeur constante 

de w(A)- w(p) le long de la coupure b est egale en particulier a 

w(o)- w(a) =- [w(a)- w(o)] 
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et la quantite entre crochets est l'integrale prise de 0 en a sur le contour 

L qui contourne les deux pointR + I et + i dans le scns positif, inte

grale egale a - 2iK'. 
En vue de ce qui suit, calculons Ies valeurs de l'integrale w(z) aux 

points a l'infini dans les deux feuillets que no us des-ignerons par fo et JI' 
le point io etant a l'infini dans lc feuillet superieur ct Jl dans le feuillet 
inferieur. Pour· cela remarquons que le long de l'axe Ox des quantites 
reelles on a, pour s, la suite des valcurs suivantes: 

feuillet superieur: 

entre 0 et +I, s > o, 

entre et 
I 8 

I + k' --; < o, 
~ 

entre 
k 

et + oo, s > o; 

feuillet inferieur: 

entre 0 et + I, s < o, 

entre et 
I 8 

I +k' --; > o, 
~ 

entre 
I 

et + oo, k s < o. 

Les raisonnements qm conduisent a ces signes sont bien connus: ils sont 
detailles plus loin a !'occasion d'une question analogue, a la page 88. 

D'apres cela l'on a pour l'integrale w(z) les valcurs suivantes aux 
I 

points + I et + k : 

w(1) = K, w(~)\ = K- iK', 
!.· 

car, pour aller le long de l'axe des X de l'origine au point i, i} faut a 
partir du point + I suivre l'axe dans le feuillet inferieur de fa9on a 
passer sous la coupure b. Si maintenant a partir du point + ~ on 
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s'eloigne a l'infi.ni le long de l'axe Ox, on aura Sl l'on s'eloigne dans le 
feuillet superieur 

w(i0 ) = w(i) + f~~z, 
1 

k 

s etant pris positivement, et si on s' eloigne dans le feuillet inferieur 

w(j) = w(~) +J~~ 
I /.- S ' 

l 

s etant negatif. Or on a 

+oo 

f dz. = /{; 
+ y(I - z•)(I - k'z") · 

I 

k 

les fonnules precedentes donneront done 

w(JJ =- iK'. 

Ces preliminaires etant poses, faisons 

() f dz 
u- w z-

- - ~1-z~I-k~,, 
0 

d'oi1 par !'inversion 
;; = sn u, 

la fonction sn u admettant les deux periodes 4K et 2iK'. Lorsquc tt 

varie 'par val curs reelles de o a 4K, la variable z decrit sur la surface 
Rab de Riemann un chemin C compose de la portion o , + I de l'axe 
des quantites rcellcs Ox dans le feuillet superieur, de la portion +I' -I 
de ce meme axe dans le feuillet inferieur, enfi.n de la portion - I , o 
de ce mcme axe dans le feuillet superieur. La fonction periodique sn u 
est done pour ccs valeurs de u developpable en nne serie de Fourier de 
la forme 

Y=+oo v;nd 

z = sn u = L p.e ~K 
Y=-~ 
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avec 
4K 

I - 2K f 
vr.ui 

p. = 
4

K ze du, 

0 

!'integration etant fnite par nn (·hemin reel on un chemin infinimcnt 
VOISin. Pour evalucr cette integrale definic, faisons-y le ehangcment de 
variable 

nons aurons 

(34) 

?t = w(z), 
dz 

dn=-i 
.~ 

__ I_ Zl ,z - ;;I{ 11•(z) r l >::i 

Pv - 4K .~ e ' 
L 
c 

l'indicc (} rnppelant que ln. vuriahle z doit parcourir, sur la snrfuce de 

Riemann R"b' le chemin nppelc () ct dcfini a la page precedcnte, on un 
chemin infinimcnt voiRin cornme celui que nons figurons ici et qui va, 
du point 0 au point r, apres avoir contonrne les deux points + I , - 1 

en s'ecartnnt infiniment pen de l'axe Ox. 

Dans l'integrale (34) qui donne Pv, la fonction sons le s1gne d'inte· 
gration 

lltri z ---.r(•) 
f/J ( z) = ~ e 2K • 

s 

est nne fonction i't multiplicateurs, reguliere sur la surface de Riemann Rab' 

Comme l'intcgrale w(z) admet le long des coupures a et b les modules 
<le periodicitc 4K et 2iK', la fonction f/J(z) admet le long de ces memes 
coupures les multiplicatcurs 

I' 
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c'cst a dire que cette fonction verifie les relations: 

le long de la coupure a, l/J(I.) = l/J(p), 

le long de la coupure b, l/J().) = q-v r/J(p ), 

en faisant, comme il est d'usagc, 

q=e 
/{' 

-r:
K 

Cettc fonction a multiplicatcurs l/J(z) rentre dans le cas special 
examine a la page 14, car ses multiplicateurs sont ceux de l'exponen
tie11e 

~;:-j 
-- U'(Z) e 211 

L'integra1e 
z 

/11 '.Jiil 'I 

J 
zdz -- n "·(zJ j .. 

w(z) == ----;;- e = •. r/J(z)dz 

est done nne intcgra1e de fonction a multip1icateurs. C'est nne integrale 
de troisieme especc adrnettant pour points cr·itiques 1ogarithrniques les 
deux points j

0 
et j 1 situes it l'infini dans les deux feuillets. En efl'et, 

dans le voisinage du point j
0

, c'est h dire pour des valeurs de z appurte
nant au feuillet superieur et dont le module surpasse un nombre suffi
samment grand, on a 

Yrri Yrri -----w(zJ __ ,,(j l (.) 
1
n 

2/( - ~/( 0 + J::.l + _?_2_ + e - e • . ... 
z z 

Corn me 

amst que nons l'avons montre, on a, en multipliant les developpements 

ci-dessus, 
v 

_v;ri1ofz} ( )~,~ 2 (\ (\ 
"''( ) = : 2 K · = - I q + 0 1 + o• + wz e k 2 a .... s ·z z z 
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Done l'integrale 
• 

w ( z) = J f/J ( z) dz 
0 

devient au point j
0 

infinie comme 

(- I)"q2 
--k-logz. 

On verra de m~me que, dans le voisinage du point ) 1 , on a 

f/J(z) = - qk2 + ~ + ~ + ... ' z z z 

et que l'integrale w (z) devient au point j
1 

infi.nie comme 

-q2 
-k-logz. 
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Nous pourrons appliquer a cette integrale w(z) ce que nous avons dit 
aux pages 53 et suivantes: il suffira de supposer les points critiques lo
garithmiques z

0 
et z1 places a l'infini aux points }0 et }1 • 

L'integrale w(z) n'est pas uniforme sur la surface de Riemann Rab: 

__________________ pl 
ir·-----------·•' l ; __ ..... .,.___ 
11 

1~1 II a• 
Jl 
II 
II 
II 

--H-::-1. 
11 K. 
II 
II 
II 
II 
II I I 
11 II 

~~~--~~~~~=~~~=~: 
~ 

elle est uniforme sur la surface Rabzm que l'on obtient en entourant les 
deux points j

0 
et j 1 d'un lacet l + m, commen9ant et finissant au point 

de croisement des coupures a et b. Ce lacet est represente dans la 
figure schematique ci-dessus ou les points a l'in:fini Jo et jl sont repre-

Acta matlllmatlca, 13. Imprime le 21 avril 1890. 11* 
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sentes comme s'ils etaient a distance finie, l'un _j
0 

dans le feuillet supe

rieur, l'autre j 1 dans le feuillet inferieur. Appelons 

les modules de periodicite de l'integrale 

• 
-( ) - z z -2K111(1) fd vrri 

w z - -e 
s ' 

0 

c'cst a dire, supposons que l'on ait 

le long de la coupure a: w ( ), ) - m(p) =a, 
le long de la coupure b: w(A)- q-•m(p) = <ffi, 

le long de la coupure l: w(,l.)- w(p) = £, 

le long de la coupure m: w(A)- w(p) = ~lr, 

car les multiplicateurs sont I et q-•. La formule qui donne p. (page 

79) est 

l'integrale etant prise le long du contour c qui va du point 0 au point 

r apres avoir entoure les deux points + I et - 1 en s'ecartant infini

ment peu de l'axe Ox; on a done 

(35) 

rant les points ;"
0 

r a 
p. = Kr[w(r)- w(o)] = -K. 

4 4 

Ainsi le calcul de p. se ramene au calcul du module 
de periodicite a. Or ce module est facile a calculer 
par les relations generales que nous avons etablies 
et que nous allons reprendre pour le cas particulier 
actuel. Figurons les coupures l et m raccordees par 
deux circonferences infiniment petites 0"

0 
et 0"1 entou-

et j 1
• On a, pour le module de periodicite le long de l: 

£ = w(A)- w(p ). 
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Ce module £ est done l'integr~le w(z) prise sur la eireonferenee 0'
1 

dans 
le sens de la fl.eehe: or, dans le voisinage d u point j 11 on a (page 8 I) 

v 

fb( z) = - qk2 + E~ + E~ + . • • ' 
z z z 

done 1 'integrale 

m(z) = J <P(z)dz 

pr1se sur la petite eireonference 0'1 dans le sens de la fl.eehe est 

On trouve ainsi 

La figure donne auss1 

~ = m(O)- m(x), 

d'ou en retranehant 

~- £ = m(O)- m(c) + [w(17)- m(x)J, 

ee qui montre que ~- £ est l'integrale m(z) pri:;;e dans le sens de la 
flee he sur la eireonferenee 0'

0 
entourant le point j

0
• Com me, dans le 

voisinage de j
0

, on a (page 8o) 
v 

'" ( ) = (- I)" q2 + ~ + ~ + V!Z I 2 s ... , 
tiZ Z Z 

l'integrale 
m(z) = J <P(z)dz 

prise sur la eireonferenee 0'0 dans le sens de la fl.eehe est 

. " 
<'M7 0 ( )"2m q;;;a~ - .l. = - I k q·. 

On aura done, d'apres la valeur que nous · venons de trouver pour £: 
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Il va de soi que, comme les points j 0 et j 1 sont a l'i:nfini, la petite 
circonference 0'

1 
entourant le point j

1 
est en realite une circonference 

tres grande de centre 0 situee dans le feuillet inferieur et parcourue de 
p jusqu'en .A dans le sens positif autour de 0; il en est de meme pour 0'0 • 

Le point de croisement des coupures a , b , m donne la relation 

ou 

C'est ce qui resulte de la relation generale de la page s6; en VOlCl 

d'ailleurs la demonstration. On a, d'apres la definition meme des mo
dules de periodicite, les relations suivantes 

m(r) = m( o) + a, 
m(r) = q-"m((i) + ~, 
m((i) = m( o) + a, 

m(e<) = m(a) + ~' 
ii) ( 0 ) = q-" ii) ( (l) + ~ . 

Multipliant ces relations respectivement par + I , - I , - q-", q-", + I 

et ajoutant, on a la relation cherchee 

d'ou 
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c'est a dire, d'apres la valeur trouvee pour m 

.C'f _ 2 rri q 
2 

[ ( )"] u--- I- -I . 
k I -- q-v 

Enfin comme le coefficient Pv est egal a 

on a 
m 1-<- q 

Pv = zKk. ~ -~ . 
q2 -q 2 

Ce coefficient est nul quand v est pair, et quand v est 1mpa1r, 

v = 2n + I, 

il a pour valeur 

On a done pour le developpement cherche 

. Y=+ct:> Vit'Ui 

v=+«> vrru• rri L e"2K 
z = sn u = L p.e 2K = -. " • ' Kk +-- __ 

v=-oo >=-"' q 2 _ q 2 

IJ ne prenant que des valeurs impaires 2n + I. En reunissant les termes 
qui correspondent a des valeurs de IJ egales et de signes contraires, on 
o btient enfin 

_ zrr..)c/~ q" . (zn + I)'ltU 
Z- Kk f::o I -q2n+lsm 2K ' 

ce qui est le developpement bien connu que JAcOBI a donne pour sinamu. 
II nous parait remarquable que l'on puisse ainsi obtenir ce developpe
ment sans se servir des fonctions 0 ni de la theorie des fonctions elliptiques. 

La methode que nous venons de suivre donnerait, de meme, les de
veloppements en series trigonometriques de toute fonction de u exprimee 
par une fonction rationnelle R(s, z) de s et z, c'est a dire de toute 



86 P. Appell. 

fonction elliptique. Le calcul des coefficients se ram(mera au calcul des 
modules de periodicite des integralcs de fonctions a multiplicateurs de la 
forme speciale 

--w(z) f 
vn:i 

R(s,z)dz.e 2
K • 

Ces modules se calculeront par les methodes generales que nous avons 
donnees dans la deuxieme partie. 

Plus generalement on pourrait, en suivant la meme voie, calculer 
les coefficients du developpement en serie trigonometrique d'une fonction 
doublement periodique de seconde espece admettant la periode 4l( et se 
reproduisant, multipliee par un facteur constant arbitraire, quand la va
riable u augmente de 2iK'. 

Mais no us laissons de cote ce cas particulier, ou p = 1, qui ne 
pourrait nous donner que des developpements plus faciles a obtenir par 
d'autres methodes, et nous entrons dans un ordre de recherches entiere
ment nouveau, en abordant les problemes analogues pour les integrales 
ultraelliptiques (p = 2) et les fonctions abeliennes de deux variables qui 
naissent de leur inversion. 

Integrales ultraelliptiques et fonctions abeliennes de genre 2. 

Employons les notations de RosENHAIN dans son Memoire couronne 
(Memoires presentes par divers savants a l'Academie des sci
ences de Paris, Tome I I, r 85 r, page 36I), et considerons I' equation 
algebrique 

ou en abregeant 
s~ = (zk).p.). 

La surface de Riemann correspondante possede deux feuillets et six points 
de ramification 

I I I 

0 ' I ' k~ ' 1• ' 2 ' 00 • • II. f1 

Figurons ces points en supposant les q uantites k , ). , p. reelles positives et 

I > lc > A > p.; 
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de plus figurons le point a l'infini comme s'il etait a distance finie sur 
la partie negative de l'axe des quantites reelles. II y aura trois lignes 

de passage d'un feuillet a l'autre (Ubergangslinien d'apres C. NEUMANN), 

a savoir les lignes 

Pp I QQ' I I R o 'I , k" ,{ 2 , 
11 

.. R 'oo. 

N ous conviendrons de prendre Ia valeur positive de 

S = y(zkAp) 

en tous les points du feuillet superieur situes sur l'axe des quantites reelles 
Ox entre o et 1. Alors les valeurs de s aux differents points de l'axe 
Ox des quantites reelles sont de la forme suivante: 

o<z<I s>o, 

I 8 
I< Z < k' . -:-<o, 

~ 

I I 

k' < z <I' s<o, 
Feuillet superieur. 

z reel. 
I I s 

,{2 < z <, -:->o, 
fl ~ 

I ,<z<+oo s<o, 
f1 

8 -oo<z<o -:->O. 
~ 



88 

Feuillet inferieur. 

z reel. 

P. Appell. 

o<z<~ 

I 

I< Z < k' 

I I 

k' < z <A' 

I I 

All< Z < p.' 

I 
1 <z<+oo 
p. ' 

-oo<z<o 

s<o, 
8 -;->o, 
~ 

s>o, 

8 -;-<O, 
~ 

s>o, 

8 -;-<0. 
~ 

Les valeurs de ce tableau resultent de la proposition elementaire suivante. 
Soit un point ex sur Ox et n une determination du radical vz a en un 
point s infiniment voisin de ex situe b. gauche de ex; si la variable z 

decrit autour de ex comme centre, avec cxe comme rayon, un demi-cercle 
situe au dessus de Ox, eCs', la valeur n' du radical vz- a au point s' 
sera 

En effet sur le cercle on a 

n' =-in. 

z -ex= re01
, 

(/j 

.,-- .r2 vz- a= vre . 

Supposons qu'au point s on prenne () = 1r, alors 

1ri 

n = .Jre2 = ivr; 
quand z decrit le demi-cercle sCs' , () decrott de 1r a o, et le radical 
v;::::::;;. prend en e' la valeur 

' .r n = vr· 

On a done, comme nous l'avons annonce, 

' . n =- ~n. 

Si, au lieu de decrire de s en s' un demi-cercle au dessus de Ox, la 
variable z decrivait un demi-cercle au dessous de Ox, la valeur de vz- a 

au point s' serait + in. 
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Il suffira d'appliquer ce resultat successivement a chacun des points 

de ramification o, I , ~~, ;, , _; pour avoir les va]eurs des en tousles points 
. p. 

de Ox, telles qu'elles sont indiquees dans le tableau des pages precedentes. 
Surface de Riemann Rabc• Pour rendre la surface de Riemann con

sideree simplement connexe, il faudra tracer deux coupures a1 et a2 , deux 
coupures b1 et b,, enfin une coupure c2 • Figurons ces coupures avec la 
disposition que no us sommes con venus d' adopter (page 3 1 ). 

L b I . I I I £ 'I a coupure 1 entoure es pomts 1i, -;s et se trouve sur e 1em let 
" i( 

superieur; Ia coupure b, entoure Ies points o, I et se trouve sur le 
feuillet superieur. Les coupures a1 et a2 sont en partie sur un feuillet, 
en partie sur l'autre: Ies portions de ces coupures situees sur le feuillet 
inferieur sont ponctuees. Enfin Ia coupure c2 va du point de croisement 
des coupures al ' b1 a ceiui des coupures a, ' b,. 

Appeions V(z) et W(z) Ies integrales abeliennes normales de pre
miere espece correspondant a Ia relation algebrique 

s' = z(1- z)(x- Pz)(I- .A 2z)(1 -p 2z). 

Ces integraies sont, en adoptant Ies notations de RosENHAIN (Memoire 
couronne Ioc. cit. pages 432-435) 

• • 
V(z) = JB-;Ozdz, JB'-O'z 

W(z) =-
8 

dz, 
0 0 

Acltl mal.lltmalica. 13. Imprlme le 12 aoftt 1890. 12* 
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B, 0, B', 0' designant des constantes d•:Hinies par les equations 

1 1 1 1 

irr = Bfdz _ ofzdz, 
2 8 8 

_ B'fdz 0,fzdz 0- -- __ , 
8 8 

0 0 0 0 

1 1 1 1 
.<• 12 12 .<• 

o = B f~z-C fz~z, irr = B'fdz _ o·fzdz, 
2 8 8 

1 1 1 1 

ou les integrations sont faites le long de l'axe des quantites reelles et 
ou s est pris positivement. 

Ces relations montrent que B et 0 sont des quantites purement ima
ginaires positives, c'est a dire des quantites de la forme 

iP, 

P etant reel positif. En effet la troisieme de ces relations ecrite sous 
la forme 

1 

12 

JB-Ozd 
0= z 

8 

1 

v 

montre que (B- Oz) s'annule pour une valeur reelle de z comprise entre 

I I d 1 B '1 '. ' L ., 1 ~~~ et As: one e rapport 0 est ree et superieur a 1. a premwre re a-

tion (36) montre alors immediatement que B et 0 sont de la forme iP, 
la quantite p etant reelle positive. 

De meme 1' equation 
1 

JB'-O'z 
o = --

8
--dz 

0 

montre que le rapport ~: est reel positif et moindre que I, et alors 1' equation 
1 1 

12 .<• 

in = B'fdz _ o·fzdz 
2 8 8 

1 1 

v to 



Sur les intl~grales de fonctions a multiplicateurs. 91 

montre que B' et C' sont purernent imaginaires negati(s c'est a dire de 
la forme 

-iP, 

p etant reel et positif. 
Les valeurs de ces quatre constantes B, C, B', C' sont d'ailleurs 

donnees par RosENHAIN (loc. cit. page 43 3). 

(3 7) 

On a de plus les quatre equations 

0 

-lorrp = dz, I JB-Cz 
2 ° 8 

-oo 

0 

JB'-C'z A= 
8 

dz, 
-oo 

1 
p.2 

A= JB-; Czdz, 
1 

i2 

1 

Pf 

I JB'-C'z 
2Iogq = 

8 
dz 

1 

F 

avec ~ < o. (RosENHAIN, Memoire couronne, loc. cit. page 435.) Ces in
"' 

tegrations sont encore faites le long de l'axe Ox des quantites reelles, s 
est alors purement imaginaire et son signe est fixe comme il suit. 

Dans la premiere integrale qui est egale a ~ logp, la quantite 
2 

(B- Cz) est purement imag!naire positive d'apres ce qui precede; comme 
la valeur de l'integrale est negative, puisq ue p est reel positif et moindre 

que l'unite, il faut prendre 

negatif. Dans la derniere 

pour s une valeur imaginaire telle que ~ soit 
t 

integrale qui est egale a ~log q' la quantite 
2 

B'- C'z est purement imaginaire positive; comme la valeur de l'inte
grale est negative puisque q est reel positif et moindre que l'unite, il 

faut aussi prendre dans cette integrale ~ negatif. Enfin, dans les deux 
t 

integrales qui donnent A, les numerateurs 

B- Cz, B'- C'z 
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restent purement imaginaires negatifs; nous prendrons, dans l'une et 

l'autre, le signe de s de fayon que ~ soit negati{; alors A sera positif. 
'1. 

En resume dans les quatre integrales (3 7) de la page precedente, 

nous prenons ~ negatif. 
'1. 

Modules de periodicite des integrales normales. 

Les deux integrales 

JB-Oz 
V(z) = s, dz, JB'-O'z 

W(z) =-
8 

dz 
0 0 

sont uniformes sur la surface de Riemann Babe figuree a la page 8g. 
Leurs modules de periodicite le long de la coupure c

2 sont nuls, d'apres 
une propriete generale des integrales abeliennes. (V oyez C. NEUMANN, 

loc. cit. p. 2 1 6.) Calculons les modules de periodicite de ces integrales 
le long des coupures a1 , a

2
, b1 , b

2
• 

Prenons d'abord l'integrale V(z). Le module de periodicite de V(z) 
le long de la coupure a

1 er;t la difference V(J.)- V(p) constante tout 

y 

..... 

\\\t 

le long de a1 ; ce module est done en particulier V((3)- V(rx), rx et p 
etant les points oi1 l'axe Ox rencontre les bords de la coupure a1 • Or 
cette difference 

V([i)- V(rx) 
est l'integrale 
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prise du point a jusqu'au point p sur un contour entourant les deux points 

).
1
2 ' ~n comme celui que nous avons figure; ct cette integrale est egale a 

1 
"fi 

2 JB--; Cz dz 

1 

i2 

prise le long de l'axe Ox sur le feuillet superieur. Mais cette derniere 
integrale est nulle, en vertu des equations (36) de la page go. Done le 
module de periodicite de V(z) le long de a1 est nul. 

Le long de a
2 

le module de periodicite de V(z) est de meme 
V( o)- V(r), r et a etant les points ou l'axe Ox rencontre les bards de 
la coupure a2. 11 est done egal a l'integrale 

prise le long de l'axe Ox dans le feuillet superieur (s > o), c'est a dire a m. 
Pour l'integrale 

W(z) = -f(B' -
8
C'z)dz 

0 

le module de periodicite le long de a1 est W(fi)- W( a) c'cst a dire 
1 'integrale 

1 

"fi 

-JB'-;C'z dz 

1 
ii 

prise le long de l'axe Ox dans le feuillet superieur (s < o) (d'apres le 
tableau de la page 87); ce module est done m, car l'integrale 

1 
"fi 

JB'-; C'z dz 

1 
ii 
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ou s est positi( est egale a m Enfin le module de periodicite de W(.z) 
2 

le long de a, est nul. 
Passons maintenant aux coupurcs b1 et b,. Le long de b1 le module 

de periodicite de V(.z) est egal a 

V(a)- V(s) 

c'est a dire a l'integrale 

pr1se depuis le point s jusqu'au point a sur le contour sTTi. qui cntourc 

1 d • d 'fi • I I es eux pomts e ram1 catwn ~ , 1 . 
,{ p. 

Cette integrale se reduit a son tour a 
1 

P-2 

JB-O~:d 
2 .z, 

8 

1 

fi 

!'integration etant faite le long de l'axe Ox des quantites reelles sur lc 
8 

feuillet superieur, c'est a dire etant pris positivement (tableau de la 
~ 

page 87). Or on a 
1 

Iii 

A = JB--: Oz dz 

1 

I2 

avec ~ negatif: done le module de periodicite de V( .z) le long de b1 est 
~ 

- 2.A.. 
Le module de periodicite de W(z) le long de la coupure b1 

est egal 
a l'integrale 

a 

JB'-O'z 
- d.z 

8 

E 
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prtse sur le meme contour eTT'a., c'est a dire a 
1 

Jli 

JB'-O'zd 
-2 z 

8 

1 
Xi 

!'integration etant faite le long de l'axe des quantites recllcs dans lc 

feuillet superieur G > o). Comme on a (page 9 I) 

1 

Jli 

JB'-O'z I 
--

8
--dz = 2logq, 

1 
Xi 

le module cherche est log q. 
11 nous reste a calculer les modules de periodicite de V(z) et W(z) 

le long de la coupure b
2

• Le module de periodicite de V(z) est egal a 
la difference V(a)- V(~ ), c'est a dire a l'integrale 

prise sur le contour ~SS'a qui entoure les deux points de ramification o 
et - oo. Cette integrale se reduit, comme il est bien connu, a 

prtse dans le feuillet superieur le long de l'axe des quantites reelles 

G > o). Or on a (page 9 I) 
0 

JB-Oz I 
---dz = -logp, 

8 2 

-ao 

le module de periodicite cherche est done logp. 
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De meme le module de periodicite de W(.z) le long de b2 est 

-oo 

JB'-O'zd 
-2 .z 

s ' 
0 

c' est a dire (page 9 I) - 2 .A.. 
En resume les modules de periodicite des integrales V(.z) et W(.z) 

sont donnes par le tableau suivant 

Sur Ia coupure Sur Ia coupure Sur Ia coupure Sur la coupure 

at a, bl b2 

V(.z) 0 

~ 
- z.A. logp 

W(.z) m logq - z.A. 

ll importe, en vue de ce qui suit, de calculer les valeurs des inte
grales 

• • 

JB-Oz 
V(.z) = 

8 
d.z, JB'- O'z 

W(.z) = -
8 

d.z 
0 0 

aux points de ramification oo et ~2 • 

Calculous d'abord V( oo) et W( oo ). Pour aller du point o a l'infini 
sans traverser une coupure, il suflit de suiv.re l'axe des quantites reelles 

negatives dans le feuillet in{erieur (~ < 0). 0~ aura done 

JB-Oz 
V(oo) = 

8 
d.z, JB'- O'z W(oo) =-

8 
d.z, 

0 0 

!'integration etant faite le long de l'axe des quantites reelles et ~ etant 
~ 

pris negativement. On a done, d'apres les formules (3 7) de la page 9 I 

I 
V(oo) =- -logp, z W(oo) =.A.. 
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Nous avons de meme vG.) et wG~) en allant du point 0 au point 

~' lc long de I' axe des q uantites reelles Ox dans le feuillet inferieur, de 

fa9on a passer sous les coupurcs. Done 

1 
1 kz 

vc;.) = JB---: Oz d2 + JB---: Oz dz, 

0 

1 

1 k' 

(I) JB'- O'z J"B'- O'z TV Jc'. =-
8 

d.z-
8 

d.z, 
0 1 

les integrations etant faites sur l'axe Ox et s etant pris negativement 

entre o et I, ~ positivement entre 1 et k". Dans ces conditions on a 

l 

JB- Ozd rri .z = __ , 
s 2 

I 

JB'- O'z d.z = 0 . 
8 

0 

Puis, d'apres des formules dues a JACOBI et reproduites par RosENHAIN 

(Minnoire couronne, loc. cit. page 38 I, formules 29), on a 

J 1 
~ 0 ~ 

J
B- Oz dz =JB- Oz d.z +j~B- Oz d.z, 

S S B 

1 I 
Ii 

I l 
~ 0 ~ 

! B' -- O'z JB'- O'z JB'- O'z . ~= ~+ ~ 
s s s 

t 
1 -"> I 

~ 

s 
ou on prendra partout .., > o. Done, en vertu des equations (3 7) de la 

'/, 

page 9 I dans lesquels ~ est negati(, on aura actuellcment: 
'/, 

Acta mathematica. 13. Imprlm6 le 13 aoftt 1890. 13* 
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1 

k2 

---dz = --1ocrp- A, JB-Cz I 

s 2 ° 
1 

1 

k2 

JB'-C'z I 
--

8
- dz = ·- A - 2Iog q. 

1 

Par consequent 

(
I ) r.i I V --:- =----loo-p- A 
k" 2 2 ° ' wG.) =A+ ~logq. 

Cela pose les equations differentielles de JACOBI sont les suinmtcs 
(d'apres RosENHAIN, loc. cit. page 432) 

ou 

dv = 

dv = dV(z1 ) + dV(z2 ), 

dw = dW(z1 ) + dW(z2 ) 

B' - C'z B' - C'z 
dw = - ~~--' dz - ---2 dz 

s, I sl 2' 

en faisant, pour abreger, 

Dans ces equations on rernarquera que le second rnernbre de la seconde 
a un signe contraire au signe du second rnernbre de la seconde equation 
de RosENHAIN: ce petit changement nous est impose par la disposition 
des coupures et le choix des integrales normales V(z) et W(z) qui en 
resulte. La variable que nous appelons w est done egale a cel1e que 
HosENHAIN appelle w changee de signe. Nous n'en pourrons pas moins 
appliquer toutes les formules de RoSENHAIN a condition d'y changer partout 
le signe de A. Ainsi nous ecrirons la fonction 9s,a(v, w), (voyez RosEN
RAIN, Memoire couronne, page 388) 

m=+oo n=+oo 

9s,a(v, w) = L L em•logp+n•logq-4mn.4+2m•+2nw, 
m--oo n=-oo 
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en mettant - 4rnnA au lieu de 4nmA; et de m~me pour les autres 

fonctions $Or,•· En effet, changer le signe de A revient a changer le signe 
de w, comme on le voit en changeant n en - n. 

lntegrons maintenant les equations differentielJes de JACOBI ecrites 

a la page precedente, et prenons pour valeur initiale de z2 la valeur 0 
I 

et pour valeur initiale de z1 la valeur P; nous aurons, pmsque 

{ 

v = 

W= 

V(o) = W(o) = o, 

V(z1 ) + V(z2)- V(;2)' 

W(zl) + W(z2)- wGz)· 
L'inversion de ces equations donne, d'apres RosENHAIN (Memoire couronne, 

page 422), 

(39) 
3; 

I . 
' 

51'~, 0 (v, w) _ k~ 
-2----- - /\f.l.ZtZ2, 
Y'o,o(v, w) 

51':,1 (v' w) = __3!!:_ (I - k 2z )(I - k 2z ) 
51'~, 0 (v, w) kt).kflk 

1 2 

ou nous n'ecrivons que la premiere et la troisieme formule de RosENHAIN. 

Les fonctions 
$C't,o(v, w), (/a, 1 (v, w) 

s'annulent pour 
v = w = o, (RosENHAIN, loc. cit. p. 416) 

de sorte qu'alors on a 

z
2 

= o, 

ce qui est bien d'accord avec la fa<;on dont nous avons fixe les valeurs 

initiales de zl et z2 en ecrivant les equations (38). 
Reprenons la surface de Riemann de la page 92 et appelons, comme 

plus haut, ex, f3, r, a les points ou I' axe Ox des quantites reelles ren
contre les bords des coupures a1 et a2 • Si l'on suppose Z2 = r, Z1 = ex, 
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les variables V et W prennent des valeurs V
0 

et W
0 

donnees par les equa
tions 

v0 = V(r) + V( ~)- vG.), Wo = W(r) + W(a)- wG.)-
Supposons ensuite que z

2 
parte de r, decrive la portion r1 de l'axe Ox 

duns le feuillet superieur, la portion 1 , o du meme axe dans le feuillet 

inferieur, et enfin la portion oo du meme axe dans le feuillet superieur; 

supposons en meme temps que z1 parte de a, decrive la portion a ;
3 

de 

l'axe Ox dans le feuillet superieur, la portion ;. , ~~ du meme axe dans 

le feuillet inferieur, et enfin la portion ~2 j3 du meme axe dans le feuillet 

superieur. Alors les variables v et tv definies par les equations de JA
COBI 

partent des valeurs vo et 'Wo qui sont purement imag-inaires (c'est a dire 
sans partie reelle) et varient par une suite continue de valeurs purement 
imaginaires de Vo et Wo a vo + i7r et wo + i~r. Cela resulte immediate
ment de ce que, sur l'axe des quantites reelles, dans l'un et l'autre 
feuillet, les integrales 
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0 

•• 
V(zl)- vG,) = f B -~. Cz. dzl, 

I 

k' 

101 

sont purement imaginaires, (pages go et suivantes) et de ce que l'on a 

V(fi)- V(ct) = o, 

TV(fi)- W(a) = JTi, 

V(o)- V(r) = rri, 

W(o)- W(r) = o. 

Inversement, comme, par !'inversion, z1z2 et z1 + z
2 

deviennent des fonc
tions uniforrnes de v et w, lorsque v et w varient par valeurs pure

ment imaginaires de 'l.'o et wo a vo + m ' wo + m, les points zl et z2 
restent sur l'axe Ox des quantites reelles et decrivent: le point z2 un 
chemin L

2 
forme de la droite Tl dans le feuillet superieur, de la droite 

I , o dans le feuillet inferieur, enfin de la droite oo dans le feuillet 

superieur, et le point z1 un chemin L1 forme de la droite ct :~ dans le 

feuillet superieur, de la droite ; 2 ~~ dans le feuillet inferieur, enfin de la 

droite ,:.fi dans le feuillet superieur. Nous avons, dans la figure de la 

page precedente, represente ces chemins L
1 

et L
2 

par des contours 
fermes voisins de l'axe des quantites reelles: d'apres ce que nous venons 
de dire, ces contours doivent etre supposes infiniment voisins de cet axe. 

La fonction abelienne 

(/l~.o(v' w) = - k). Z Z 
m2 (v w) p. 1 2 
T 0,0 , 
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admet par rapport a chacune des variables la periode 1ri et reste :finie 
quand v et w partent des valeurs purement imaginaires v0 et w

0 
et va

rient par va}eurs purement imaginaires de V0 et W0 a V0 + m et W0 + m. 
On a done, par la serie de Fourier, 

9 ( ) m=+oo n=+oo 
f{!t,o V' 10 = L . L p -2mv-2nw 

• ( ) m, n e ' lfo,o V, W m=-oo n=-oo 

m et n etant des entiers qui prennent toutes les valeurs de - cx:dt + 00 

et Pm,,. un coefficient independant de v et w. 
Ce developpement est valable pour toutes les valeurs purement ima

ginaires de v et w: il aura encore lieu pour des valeurs de v et w suffi
samment voisines de valeurs purement imaginaires. En d'autres termes, 
si l'on fait '+ .. , v = v w' w = w' + iw" 

et s1 l'on represente les variables imaginaires v et w sur deux plans 
v'Ov" et w'Ow", le developpement sera valable pour les valeurs de v 

v" w" 

situees dans une bande parallele a l'axe Ov" et les valeurs de w situees 
dans une bande parallele a. l'axe Ow". Ces deux bandes sont ombrees 
sur la figure. . 

Le coefficient Pm,n est donne par l'integrale double 

v0+m w0+rri 

p = _ _:_Javflfi.o(v, w) e2mv+2""'dw 
m, n rr• ,,. (v w) ' 

ro. o ' 

!'integration etant etendue a des valeurs purement imaginaires de v et w, 
de sorte qu'il suffirait de poser 

v = v0 + iv", w = w0 + iw" 

pour !lVOlr une integrale double etendue a des valettrS reelles V" et W". 
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Le calcul de cette integrale double se ram€me au calcul des modules 
de periodicite d'integrales de fonctions a multiplicateurs. Pour le montrer, 
faisons-y le changement de variables defini par les equations de ,J ACOBI

1 

en prenant pour nouvelles variables z1 et z,. Comme nous l'avons explique 
en detail, pour faire varier v et w par valeurs purement imaginaires de v0 

et W0 a V0 + i7r et W
0 
+ i7r, il suffit de faire varier Z2 par valeurs reelles 

de T a I dans le feuillet superieur (voyez }a figure de la page 100), 

puis de I a 0 dans }e feuiliet inferieur, puis de 0 a U dans }e feuillet 

superieur, et de faire varier zl par valeurs reelles de (l a ;. dans le 

feuillet superieur, puis de ;. a ~· dans le feuillet inferieur, enfin de 

; 2 a ft dans le feuillet superieur. Ainsi que nous en sommes convenus, 

nous dirons, pour designer d'une maniere abregee ces successions de va
leurs reelles de z

1 
et z

2
, que les variables Z1 et z

2 
decrivent les contours 

L 1 et L 2• 

Nous devrons alors, en appliquant les regles elementaires du change
ment de variables reelles dans une integrale double, remplacer 

par 

Or les equations 

1 voir page 99· 

dvdw 

v = v,zJ + V(z2)- vG.), 

w = W(z1) + W(z2) -W G.) 
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donnent, pmsque 

d', ou 

JB-Cz , 
V(z) = 

8 
dz, 

0 

~w B'- C'z 
-=-· 1 

JV(z) = -JB'-: C'z dz, 

0 

8, 

~w B'- C'z 
- i --------, 

ozll 82 

Nous devrons done faire, dans l'integrale double, 

Comme dv et dw sont purement irnaginaires positi{s, le produit dvdw est 
njel negatif; dans le second membre, le facteur (BC'- CB') est reel po
sitif J'apres les valeurs de B, C, B', C', la difference z2 - z1 est negative 

puisque z2 est reel et cornpris entre o et I, z1 reel et compris entre ~~ 

et ~, enfin dz. et dz2 sont tous deux positifs d'apres la suite des valeurs 
,{ 81 82 

que prennent zl et z2 dans les rleux feuillets, sl etant pris positivement 
quand zl croit et negativement quand zl decroit, et de meme 82 a l'egard 
de Z

2
• Comme on a de plus 

¥'~. 0 (v, w) k 1 
2 ( ) = - r.p.zlz2, 

¥'o,o V, W 

l'integrale ( 4 I) q Ul donne le coefficient Pm, n devient, a pres le changement 
de variables, 

(4 2) Pm,n = ~e-2mv(&)-2n w(M f fz1z2(:>-: z.) e2m[V(z,H V(z,l]t2n[lr(z,H W(z,lldzl dz2, 

L 1 L, 

la lettre ~ designant le facteur constant 

~ = k:~ (BC' - CB') 
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et les indices L
1 

et L
2 

rappelant que les variables reelles z
1 

et z
2 

doivent 
decrire sur la surface de Riemann les chemins definis plus haut et appeles 
L 1 et L 2 • 11 se presente une petite difficulte a propos de cette trans
formation, c'est que les elements des deux integrales se correspondent 
bien deux a deux, mais les elements appartenant a la limite de l'une 
n'appartiennent pas a la limite de l'autre. Pour montrer la legitimite 
de la transformation, no us allons verifier que la nouvelle integrale (4 2) 
est bien equivalente a la premiere (41). Si l'on pose: 

ou A1u1 et A 2u2 sont des quantites qui restent reelles et positives pour 
toutes les valeurs reelles de u1 et u2 , on fera decrire a .z1 le chemin L 1 

et a .z2 le chemin L
2 

en faisant varier u1 et u
2 

de o a 1r par valeurs 
reelles. L'integrale double (42) deviendra ainsi une integrale double 
etendue aux valeurs reelles de ul et u2 telles que 

o < ull < "'· - -

D'autre part, posons comme precedemment 

v = V0 + v"i, + II' 
W = W0 W ~, 

v'' et w'' etant reels, et designons par p un point ayant pour coordonnees 
v" et w" par rapport a deux axes rectangulaires 0" v", 0" w". 

On peut alors dire que l'integrale (41) est etendue a l'aire du carre 
O"A" B"C" dont les cotes sont egaux a "'· Les elements des integrales 
(4 1) et (42) sont egaux; pour comparer les champs d'integration, donnons, 

Acta mathtmatlca. 18. Imprlme le 31 octobre 1890. 14* 
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dans l'integrale (42 ), a u2 une • valeur constante et faisons varier u
1 

de 
o a rr: le point P de coordonnees_ v" et w" decrira une courbe P

0
PP

1 

telle que le segment POP! so it parallele a l'axe 0" v" et ait pour longueur 
rr; car si, dans les equations (38) de JACOBI, on laisse z

2 
constant en 

faisant decrire a z1 le contour L 1 , w revient a la meme valeur et v aug
mente de 1ri. A chaque valeur constante donnee a u

2 
correspond ainsi 

une courbe P
0
PP

1 
dans le plan v" 0" w"; si l'on fait varier cette valeur 

constante donnee a u,
2 

de o it 1r, la courbe P
0
PP

1 
se deplace ct se de

forme d'une maniere continue depuis la position 0" Q0 A" correspondant 
a zt2 = o, jusqu'a la position C" Q

1 
B" correspondant a u

2 
= 1r, de fa<;on 

a recouvrir une fois et une seule fois l'aire 0" Q
0
A" P

1 
B" Q

1 
C" P

0 
0". Cette 

aire est limitee par quatre courbes: la courbe C" Q
1 
B" se deduit de 0" Q

0
A" 

en augrnentant les ordonnees de cette derniere courbe de rr ( Q
0 
Q

1 
= rr), 

et Ia courbe A" P 1 B" se ded uit de 0" P0 C" en augmentant les abscisses 
de cctte derniere de 7r (POP! = 7r). L'integrale double (42) est done egale 
a l'integrale double (41) etcndue a l'aire curviligne 0"Q

0
A"P

1
B"Q

1
C"P

0
0"; 

rnais, comme la fonction de v ct w qui figure dans l'integrale (41) admet 
par rapport a v" et w" Ia, periode 7r, ]a valeur de cette integrale etendue 
a l'aire curviligne est egalc it la valeur de cette merne integrale etendue 
au carre O"A" B" C", c'est a dire aux valeurs 

o < v" < 7r = =' o < w" < rr. = =:::::::;; 

C'est ce qu'il fallait demontrer. 
Il est done bien etabli que b premiere integrale double (41) donnant 

Pm,n peut etre remplacee par la nouvelle intt.~grale (42); mais, et c'est 
la un premier point d'une grande importance, dans cette nouvelle integrale 
double, les variables se separent, et l'integmle se ramene tt quatre integmles 
simples. En effet, si l'on pose 

on a 

AI =fz! dz! e2m V(ztl+2n II'( ttl' 

st 
Lt 

at =j"zidzle2ml'(zl)+2nll'(zl)' 

st 
Lt 

P = Ae-2mvU.)·-2nlr(~) (A a -A a) 
m,n 1 2 2 1 ' 
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ou encore, puisque (d'aprcs pag. g8) 

V --;- =--- -loO'p- A (I) m I 
,.,~ 2 2 ° ' wG2) =A+ ~logq, 

(43) 

Le calcul du coefficient Pm,n est ainsi ramene au calcul des quatre 
integrales definies 

Or ces quatre constantes sont les modules de periodicite, le long des 
coupures a1 et a~, des integrales de fonctions it multiplicateurs 

f z dz 2m V(z)+2n Jl'(z) -e 
s ' 

fz 2l, 
~ e~m J'(z)+2n W(z) • _ 

s 

Pour le montrer, considerons l'exponentielle 

E ( z) = e2m V(z)+2n W(z) 

qui est, ams1 que V(z) et W(z), uniformc sur la surface R"o de Riemann 
avec les coupures a1 , a~ , b1 , b~. Cette exponentielle ad met le long des 
coupures a1 , a~ , b1 , b~ les multiplicateurs respectifs 

m~ = 1, 

en faisant pour simplifier 

C'est ce qui resulte immediatement du tableau des modules de periodicite 
des integrales V(z) et W(z) tel que nous l'avons donne a. la page 96. 

Ainsi, le long de la coupure a1 , on a 

E ().) - e2m[V(A)- V(p)]+2n[ IV( A)- W(p)] 

E~)- ' 

et, comme le long de a1 , 

V(J.)- V(p) = o, W(A) - W(p) = 1ri, 
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on a 

E(A) = E(p); 

ce qui montre que le multiplicateur m1 relatif a la coupure a1 est l'unite. 
On voit de meme que le multiplicateur m, relatif a la coupure a, est 
l'unite. 

Le long de la coupure b1 , on a 

E (A) = e2m[ V(A)- V(p)]+2n[ W(A)- W(p)] 

E(p) 

c'est a dire, pmsque 

V(A)- V(p) = -- 2A, W(A)- W(p) = logq, 

ce qui rnontre que le rnultiplicateur n
1 

relatif a la coupure b
1 

est r 2mq2n. 
On voit de meme que le multiplicateur n

2 
relatif a la coupure b

2 
est 

p2mr2n. 

Alors la fonction 

tb(z) = :=_e2n•V<zJ+2nW<•> = :E(z) 
8 8 

est auss1 uniforme sur la surface Rab de Riemann et admet le long des 
coupures a1 , a2 , b1 , b2 les memes multiplicateurs queTexponentielle E(z) 
a savoir 

L'integrale de cette fonction 

w(z) = fz~z e~mV(t}l-2nW(z) 
0 

est uniforme sur la surface de Riemann Rabc avec les coupures a1 , a,, 
b1 , b,, c,, telle qu'elle est figuree a la page 1oo. Cette integrale est de 
premiere espece, car elle est partout finie. Le module de periodicite de 
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cette integra~e w ( z) le long de la coupure. a1 est la valeur constante 
que possede la difference 

c' est a dire w (A) - w (p) pmsq ue m1 = 1 , le long de la coupure a1 • 

Or cette difference est 

w((3)- w(a), 

a et (3 designant comme plus haut les points ou l'axe Ox rencontre les 
deux bords de la coupure a1 • Le module de periodicite de w(z) le long 
de a1 est done la valeur de l'integrale 

{1 

f zdz e2mV(z)+2nW(z) 

8 

. d' L 1 d . II pr1se e a a (3 sur un contour 1 entourant es eux pomts A2 , k'J' et 

pouvant etre pris infiniment voisin de l'axe des quantites reelles. Ce 
module de periodicite est done la constante appelee precedemment A

1 

(page xo6) 

On verra de meme que le module de periodicite de cette integrale w(z) 
le long de a2 est la constante appelee precedemment A2 (page 106). 
Nons appellerons en outre B1 , B 2 et 02 les modules de periodicite de 
cette integrale w(z) le long des coupures b1 , b

2
, c

2
, de sorte que l'on 

aura 
le long de a1 : w(A)- w(p) = AP 

le long de a
2

: w().)- w(p) = A
2

, 

le long de b1 : w (A) - n1 w (p) = Bp 

le long de b
2 

: w().)- n2w(p) = B
2

, 

le long de C
2 

: w(A)- w(p) = 02 , 
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les multiplicateurs m1 et tn2 etant egaux a I et n
1 

et n
2 

ayant les 
valeurs 

Les modules de periodicite et les multiplicateurs de l'integrale de premiere 
espece w(.z) sont lies par les deux relations suivantes, deduit.es de lacon
sideration des points de croisement des coupures a

1 
, b

1 
, C

2 
et a2 , b2 , C

2 
, 

B1(I- m1)- A 1(I- n1) + n1 02 = o, 

B 2(I- m2)- A 2(I- n2)- m2n2 02 = o. 

Ce sont la en effet les relations generales (I 2) de la page 34 appliquees 
au cas actuel ou lc genre est egal a 2. D'apres les valeurs des mul
tiplicateurs m1 , m2 , n1 , n

2
, on a I - m

1 
= o , 1 - m

2 
= o et il vient 

les deux relations 

(44) 
- At(r- r2"'q2") + r2mq2"02 = o, 

- .A2(I - P2mr2")- P2mr2n02 = o. 

Considerons maintenant la fonction 

z2 z2 lfJ·(.z) = -e2mV(z)+2niV(z) = -E(.z). 
8 8 

Cette fonction est uniforme sur la surface Rab de Riemann et admet le 
long des coupures a1 , a2 , b

1 
, b

2 
les memes multiplicateurs m1 , m2 , n1 , n2 

que l'exponentielle E(.z). 
L'integrale de cette fonction 

w(.z) = f lft(.z)d.z = JZ
2

:Z e2mV(z)+2nlV(z) 

0 0 

est partout fi.nie excepte a l'infini ou elle possede un point critique loga
rithmique; c'est done une integrale de troisieme espece qui n'est plus uni
forme sur la surface Babe de Riemann com me l'integrale precedente w ( .z). 
Cette integrale w ( .z) sera uniforme sur la surface Rabel o btenue en ajoutant 
aux coupures a1 , a2 , b

1 
, b2 , c2 un lacet l commen-;ant et fi.nissant au point 
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de croisement des coupnres a1 , b1 , c
2 

et tournant deU:."'C fois antour du 
point oo, comme le montre ]a figure scbematique suivante ou le point 
00 est figure par nn point a distance finie. 

On voit, sur cette figure, comment le lacet l Re termine par un 
contour ferme (] tournant deux foi::J autour du point oo en passant 
d'un feuillet a l'autre chaque fois qu'il traverse la ligne de passage 

~RR'oo. 
p 

L'integrale w(z) uniforme sur cette surface de Riemann Rabel possede 
six modules de periodicite relatifs aux six conpures a

1
, a

2 
~ b

1
, b

2
, c

2 
et l; 

les modules de periodicite relatifs aux coupures a1 et a2 sont les constantes 
appelees precedemment tl1 et tl2 (page I 06) 

al = fz~ dz, e'Zm V(z,)+2n !V(z,)' 

s, 
£, 

les indices L
1 

et L
2 

signifiant que les integrales sont prises sur les con

tours L
1 

et L 2 qui entourent le premier les points ~·, ; 2 , le second les 

points 0' I' infiniment pres de l'axe Ox des quantites reelles. Ces con
stantes al et a2 etant les modules de periodicite de l'integrale 

w(z) = fz':z e2mY(t)+2nW(t) 

0 



112 P. Appell. 

le long des coupures a1 et a
2

, nous appellerons en outre @3
1 

, @3
2 

, ~2 , £ 
les modules de periodicite de cette integrale le long des coupures bP b

2
, c

2
, l. 

De sorte que l'on aura: 

le long de la coupure at: w(A)- w(p) = ap 

le long de la coupure a2: w(A)- w(p) = tl2, 

le long de ln. coupure bl: w (A) - n1 w (p) = $P 

le long de la coupure b2: w(A)- n2w(p) = $ 2, 

le long de la coupure c2: w(A)- w(p) = ~2' 

le long de la coupure l : w(A)- w(p) = £, 

les mu}tiplicateurs m1 et m
2 

etant egaux a I et }es multiplicateurs n
1 

et n
2 a r2m q2n et p2m r2n. 

Le point de croisemcnt des coupnres a1 , b1 , c
2

, l ct celui des coupures 
a~ , b

2
, c

2 
fournissent chacun une relation entre les modules de periodicite 

et les multiplicateurs, ainsi que nous l'avons montre dans la deuxifmle 
partie (page 56 par exemple). Ces relations sont les suivantes 

$ 1(1- mJ- tl1(1- n1)- m1n1£ + n1<?2 = o, 

$2(1 -m2)-tl2(I --n2)-m2n2~2 = o, 

ou il faudra faire 

On aura done 

D'ailleurs on a trouve precedemment (page I I 0 eq. 44) 

A - n102 
1 -I- nl' 

A =- n202 • 
2 I- n2 

Done le coefficient Pm,n donne par la formule (43) de la page 107, ou 
l'on fait e-2A = r, 
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devient 

nO ou encore, en rempla-;ant - 2
-

1
- par sa valeur - .t1

2 
et n1 par r2mq2n, 

I- n
1 

(45) 

Ce coefficient Pm,n est ainsi exprime a l'aide de A 2 et £ seulement. Or la 
eonstante £ est aisee a calculer. Cette constante est egale a Ia difference 

w(A)- w(p) 

tout le long de la eoupure l: elle est done en partieulier egale a 
w(O) -- w(x), 

0 et X etant les points ou le contour 17 qui entoure deux fois le point 
oo se raceorde avec les bords de la eoupure l (V oyez la figure de la 
page I I I). La constante £ est done la valeur de l'integrale 

(} 

fz':z e2mV(z)+2nW(t) 

X 

prise sur ce contour 17 dans le sens marque par une fleche. 
Dans le voisinage du point oo, c'est a dire pour des valeurs de z 

dont le module depasse un nombre suffisamment grand, on a 

I I I ( 1)-}( I)-}( I)-}( I)-} s = V(zk).p.) = k'i.pz~ I - Z I - k2z I - Atz I - p.2z 

d'ou en developpant en serie suivant les puissances croissantes de ~: 
z 

La fonction 

2 m V(z) + 2n W(z) =!2mB- znB' ~ (zmO- znO')z dz 

0 

Acta mathtmatlca. 13. Imprlme le 6 novembre 1890. 15* 
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sera done, pour ces memes valeurs de z, developpable en une serie de 

la forme 

2mV(z) + 2nW(z) = K + 2(2m0-,2n0')[I + p, +P: + .. ·] 
k).pz'l z z 

oil K designe une constante d'integration et m1 nous n'avons calcule 
I 

exncternent que le coefficient du terme en 1 . La constante K est aisee 
zl! 

a determiner: en efl'et en faisant z = 00' on a 

2m V(oo) + 2n W(oo) = K, 

et comme (voyez page g6) 

on a 

I 
V(oo) =- -logp, 

2 
W(oo) =A, 

K= -mlogp + 2nA. 

D'apres cela l'exponentielle 
K 2(2mC-2nC') [ {31 J 

E(z) = e2mV(z)+~nW(~> = e + U.uz~- 1+-;-+ ... ' 

se developpe en une serie de la forme 

E( ) - -m -n [ + 2(2m0- 2n0') ( + r, + r2 + )] z -P r 1 ! 1 1 ••• , 

. k).pz z'l z 

car 

En vertu de ces developpements de ~ et E(z), on a, pour les memes 
8 

valeurs de z, 

La constante £ est, comme nous l'avons vu, l'integrale 

X 
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prise sur un contour n entourant deux fois le point oo dans le sens 
negatif (figure de }a page I I I), c'est a dire sur une circonference tres 
grande de centre 0 parcourue deux fois dans le sens positif autour de a. 
Or cette derniere integrale est le produit de 4r.i par le coefficient de -z 

2 

dans le developpement ci -dessus de ~ E (z). On a done 
s 

"' I6m -m -II( a a') ;. = k2 A2 p.'p r m .- n • 

La constante £ etant ainsi calculee, !'expression (45) trouvee pour Pm,,. 
a la page I I 3 devient 

ou encore, pmsq ue 

A = kJ.f (Ba' - aB') 
11: 

(page I04), 

P ( )m I6(BO'- OB')i ( a a') A 2 --I m -n 
m,n - nkJ.p. r-m q-n - rm q" 

ou il ne reste plus d'inconnu que le coefficient A2 exprime par l'integrale 
definie 

A =fzdz e2mV(z)+2nW(z) 
2 8 

prise de r en a sur le contour L 2 infiniment voisin du segment de droite 
OI (figure de la page I I I). 

Cette derniere integrale peut s'ecrire d'une fa<;on 
un peu plus commode. Figurons le contour L

2 
forme f 

de l'axe des quantites reelles Je T en I dans le feuillet 
superieur, de I en 0 dans le feuillet inferieur (partie 
ponctuee) et de 0 en a dans le feuillet superieur. 
Appelons z un point de l'axe des quantites reelles 
situe dans le feuillet superieur entre 0 et I, et z' ~ 

le point du meme axe situe au dessous de z dans ~~<z 
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le feuillet inferieur, et soient 8 et 8' les valeurs correspondantes de 8, 

de sorte que 8' = - 8. L'integrale qui donne .A.2 pourra s'ecrire 

b 1 0 

.A2 = Jz:z E(z) + Jz:z E(z) + fz':,z' E(z'). 
o r 1 

Comme l'exponentielle E(z) admet le multiplicateur m2 = 1 le long de 
la coupure a2 , elle ne change pas quand on franchit cette coupure, et, 
par consequent, les deux premieres integrales peuvent etre reunies en 
une seule 

1 

fz~z E(z). 
0 

D'autre part on a le long de la droite oa 

z' = z, s' =- s, V(z') =- V(z), W(z') = - W(z); 

car on a, par exemple 

i z 

JB-Oz' JB-Oz V(z')= 
8

, dz'=-
8 

dz=-V(z) 
0 0 

et de meme pour l'integrale W. Puis le long de la droite r1, on a 

z' = z, s' = - s, V(z') = - m- V(z), W(z') =- - W(z). 

En effet on a, sur cette portion de 1' axe Ox, 

z' 

V(z') = V(1) + JB-;Oz' dz' = V(1) -JB--;Oz dz 
1 1 

et 

J
B-Oz V(z) = V(1) + 

8 
dz 

1 

d'ou en ajoutant 

V(z') + V(z) = 2 V(1) =- m; 
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on trouvera de meme 

car 

W(z') + W(z) = 2 W(1) = o; 

1Ci 
V(I) =- -, 

2 
W(I) = o. 

Il resulte de la que 1' on a entre 0 et r 
E (z') = e2m V(z')+2n W(z') = e-2m V(z)-2n W(z) 

et entre r et I 

E (z') = e2m V(t')+2n W(i) = e-2m V(z)-2n W(z)' 

117 

car le facteur e-2
mni egale I . On a ainsi la me me expression de E (z') 

entre 0 et I, et la formule qui donne .A.
2 

peut s'ecrire 

1 0 1 1 

A =fzdz E(z) +Jz'~z' E(z') =fzdz e2mV(t)+2nW(z) +Jzdz e-2mV(z)-2nW<•>. 
2 s s s s 

0 1 0 0 

Done, en posant 
1 

(47) ¢(m' n) . fzdz e2mV(t)+2nW(t)' 

• B 
0 

!'integration etant faite le long de l'axe Ox dans le feuillet superieur en 
traversant la coupure a

2
, on aura 

.A.2 = ¢( m , n) + ¢ (- m , - n) 

et 1' expression de P "'•" deviendra 

p = (- I)"' 16(BO'- OB')i (mO _nO') ¢(m, n) + ¢(- m, - n) 
m,n 1Ck).p. r-mq-n -,r"'q" 

ou il n'entre plus que rintegrale simple rectiligne ¢(m , n) definie ci-dessus. 

(49) 

Le developpement de la fonction abelienne consideree est done 

~~.0 (V, w) 

~~.0 (v, w) 

= 16(BO'- OB')i"'·~"'(- I)"'(mG _nO') ¢(m, n) + ¢(- m,- n) e_2,.._2,.., 

1Ck).p. L- r-mq-n- r"'q" ' 
m,n-=-QQ 
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les constantes B' B', 0' 0' ayant les valeurs que donne RoSENHAIN a la 
page 433 de son Memoire. Comme le premier membre est une fonction 
paire de v et w, il doit en etre de meme du second. C'est ce qu'on 
verifie immediatement, car si l'on change v et w en - v et - w, pms 
m et n en - m et - n, le second membre ne change pas. En reunis
sant dans la serie les termes qui correspondent a des valeurs de m et n 
egales et de signes contraires, on aura la serie trigonometrique suivante 
ne contenant que des cosinus 

~~.o(v, w) 
~.0 (V, w) 

32(BO'-OB')im~oon~oo( )m( O C")cj;(m,n)+¢(-m,-n) ( • + •) = k, L- L- - 1 m - n cos 2mw 2mw 
1C Afl. m~-oo n=O . r-mq-n -1'm'Jn 

Il faut remarquer que, dans ces formules, le coefficient P0,0 corres

pondant a m = n = o se presente sous forme illusoire ~· On obtiendra 

directement ce coefficient en faisant dans la formule (42), page 104, 
m = n = o. On a ainsi 

ou bien 

en faisant. 

L, 

Le coefficient Po,o est ainsi cxprime a l'aide de quatrc constant.es dont 
les deux premieres A~ et A~ sont les modules de periodicite de l'integrale 
ab6lienne 

jz:z 
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le long des coupures al et a~, et les deux dernieres a~ eta~ les modules 
de periodicite de l'integrale ahelienne 

fz 2:z 
le long des memes coupures a1 et a2 • Les deux premwres constantes 
A~ et A~ se calculent immediatement a l'aide des equations (36) de Ia 
page go; il est inutile d'insister sur ce calcul. 

Developpement de la jonction abelienne qui donne la somme z
1 

+ z2 

exprimee en v et w. 

Nous venons de trouver le developpement de - k).p.z
1
z

2 
en ser1e 

trigonometrique: nous formerons de meme celui de - k).p.(z1 + z~)· En 
supposant 

m,n=+CI) 

_ k)., (z + z ) = I: Q e-2mv-2nw 
r 1 ~ m,n ' m,n=-oo 

on trouve, comme pour Pm,n (pages 102-104), 

(so) 

formule qui se deduit de Ia formule (42) de Ia page 104 en y rempla
<;ant z1 z~ par z1 + z2 • L'integrale double ainsi obtenue se decompose en 
quatre integrales simples dont deux 
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sont les memes que precedemment et dont les deux nutres 

A~= fds:l e2mV(tl)+2nW(zJl, 

.£1 

se ram{ment facilement a celles que nons avons appelees A
1 

et A
2

• Avec 
ces notations, la formule qui donne Qm,n s'ecrit 

Q ( )mk 1 BO'- OB' m -n n-m(cc A' cc A') 
m,n = - I Afl ns p q r u-2 1 - u-r 2 ' 

car 

a = k)p (BC' - CB') 
n' ' 

(
I ) ni I V- = ----logp-A k' 2 2 ' 

'I ) I 
W (/c' =.A+ 2Iogq. 

En repetant les calculs qui ont ete faits pour la determination de 
Pm,n on trouvera la formule 

Q ( )m I6(BO'- OB')i ( O O') A; = -I m -n 
m,n nk).p. r-mq-n- r"'qn 

ne differant de la formule (46) de la page I I 5 que par le changement 
de .A, en A~. Cette constante A; 

A; = f ~z e2m V(zJ+2n W(t) 

Lt 

peut s'ecrire plus simplement 

.A;= ¢'(m., n) + ¢'(- m,- n), 

en posant 
1 

¢'(m 
1 

n) = f~z e2mV(:)+2nW(t)j 

0 
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il suffit, pour le voir, de repeter le raisonnement fait pour A 2 aux pages 
I I 5-I I 7· On aura done le developpement 

(5 I) 

6(Bo' OB') o m,n= +oo ~'( ) I'( ) 
= I - ~ ~ (- I )m (mC- nO') rp m I n + l.j' - m , - n e-2mv-2nw 

nlc).p. L r-mq-n _ rmqn 
m,n=-oo 

que l'on pourrait ordonner suivant les cosinus des arcs (2miv + 2niw). 
Le coefficient Qo,o devra etre calcule a part, comme nous l'avons fait 

pour Po,o· 

11 est important de remarquer que la fonction cj;'(m, n) peut se ra
mener a cp ( m , n); cela 0 revient a dire que les constantes A~ et A; peuvent 
s'exprimer en fonction de A1 et A

2
• En e:ffet, comme 

z 

JB-Oz 
V(z) = 

8 
dz, JB'-O'z 

W(z) ==- s dz, 
0 0 

l'on a, pour l'exponentielle E(z), !'expression 

. . 
2(mB-nB) --2(mC-nC') -, Jdz Jzdz 

E(z) = e2mV(z)+2nW(z) = e 0 8 0 • 

d'oi1 l'on deduit, en di:fferentiant, 

~ z~ 
dE(z) = 2(mB- nB') -E(z)- 2(mC- nO')-E(z). 

8 8 

Integrons cette identite de 0 a I' _l'integrale du premier' membre sera 

E( I) - E( 0) = (- It - I ' 
car 

V(o) = W(o) = o, 

on aura done 

V( ) 
'i7r 

I=--, 
2 

W(I) = o; 

(- I)m- 1 = 2(mB- nB')cj;'(m; n)- 2(mO- nO')cj;(m, n), 

formule qui exprime cj;'(m' n) en fonction de cj;(m' n) a condition toutefois 
que (mB- nB') ne soit pas nul. En retranchant de la relation ci-dessus 

Acta matM1nalicao l3o Imprlme le 25 septembre 1890o 16* 
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celle qu'on en deduit par le changement de m et n en - m , - n, 
on a 

(mB - nB') [¢1' (m , n) + ¢' (- m , - n)J 

= (m0-n0')[¢(m, n) + ¢(-m, -n)], 

formule qui permettra d'exprimer [¢1'(m, n) + ¢'(-m,- n)] en fonc

tion de [¢1(m, n) + ¢'(-m,- n)J, it condition que (mB -nH) ne soit 

pas nuL 
Connaissant ainsi les dcveloppements en serie de z

1 
t

2 
ct .~ 1 + Z

2
, on 

ecrira immediatement les developpementg en Reries trigonornetriques UeR 

cmq fonctions abeliennes 

srio(u, w) sc~o(t•. w) soL (v, w) sc~. 2 (1J. w) sc;,3(v ~ w) 
SO~,o(v, W)' SO~.n(V 1 w) 1 SC~.o(l!, w) 1 SC'~.o(V, w)' SO~.n(V, 11') 

qui, d'apres les formules donnees par RosENHAIN it la page 4 2 2 de son 

Memoire, s'expriment toutes lineairemcnt en z1 z2 et z1 + Z2 • (Nos variables 

z
1 

et z
2 

sont celles que RosENHAIN appelle x1 et x:2). Dans ces cmq 

developpements figurera la seule integrale definie appelee ¢(m, n) 

1 

¢ (m, l n) = f z ~z e2m l'(z)+2n JV(z)' 

0 

le chemin d'integration etant rectiligne. 
Il est essentiel de remarquer que les modules des integrales 

1 

¢!('111' n) = fz~z t2mV(z)+2nlV{z)' 

0 

1 

¢•' (1n ' n) = fdz e2m V(z)+2n H'(z) 

8 

0 

restent finis quand m et n croissent indefiniment par valeurs positives ou 
negativeR. En effe.t, ces deux integrales sont prises le long de l'axe Ox 

des quantites reelles: or, le long de cet axe les integrales 

!B-Cz 
V(z) =. -

8
-dz, JB'-C'z 

W(z) =- s dz 

0 0 
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sont purement imal}inaires, puisque les constantes B, 0, B', 0' le sont 
(pages go et 9 1); le module de l' element differentiel de l'integrale ¢ (m , n) 

est done 6gal a 

Z dz 2m Y(z)+2n IV(z) -e 
8 

zdz 

et, le module de l'integrale ¢(m, n) etant plus petit que la. somme des 
modules des elements differentiels, on a 

1 

f zdz 
l¢(m,n)l< ---;-' 

0 

ou, d'apres la notation· de M. WEIERSTRAss, nous appelons I u lle module de 
la quantite imaginaire 'U. On ttouve de meme, pour le module de ¢' (m' n) 

I ¢' (m ' n) I < f ~z. 
0 

Cette remarque permet de voir comment convergent les series que nous 
avons obtenues. 

Sur un cas particulier dans lequel certains coefficients des series 
precedentes se presentent sous forme indeterminee. 

Dans la determination des coefficients Pm,n et Qm,n nous avons suppose 
que le denominateur de ces coefficients 

est different de zero. Ce denominateur est toujours nul pour m = n = o; 
aussi faut-il, comme nous l'avons vu, calculer a part les coefficients P0,0 

et Q0,0 • Mais, si l' on ne se trouve pas dans 2tn cas de reduction des fonc
tions 8 de deux variables a des fonctions () d'une variable, ce denominateur 

ne sera nul que pour m = n = o. 
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En effet, supposons-le nul pour m = rn', n = n' 

alors, comme on a pose r = e-2
A, on aura 

e-4m'A+2n'Jogq = I 
1 

d' ou, .A et log q etant reels, 

- 4m'.A + 2n'logq = o. 

Dans ce cas, il y aurait done 1·eduction pour les fonctions 8 et les fonc
tions abeliennes correspondantes. ,T'en rappelle rapidement la raison. 
Les fonctions abeliennes precedentes de v et w admettent les couples de 
periodes suivants: 

pour v: logp , -zA 

et pour w: - zA, logq. 

En appelant F(v, w) une de ces fonctions, on aura done 

F(v + mlogp- znA, w- 2mA + nlogq) = F(v, w), 

m et n designant des entiers quelconques. Si l'on fait, en particulier, 
m = m', n = n', la quantite ajoutee a w devient nulle d'apres !'hypothese 
faite, et il vient 

F(v + m'logp- zn'A, w) = F(v, w) 

comme on a auss1 

F(v + 7li, w) = F(v, w); 

on voit que la fonction abelienne F(v, w) est une fonction doublement 
periodique de v aux periodes m' logp- zn'A et ni. Il y a done reduction, 
comme nous l'avons annonce. La quantite 

m'logp- zn'A 

ne peut pas etre nulle en meme temps que 

- un'A + n'logq, 
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car on aurait 
4A 2 -logp .logq = o 

et les series de RosENHAIN qui definissent les fonctions ~r,,(v, w) seraient 
d i vergen tes. 

Supposons-nous places dans un cas de reduction de ce genre, c'est 
a dire supposons 

-- 2m'A + n'logq = o, 

m' et n' etant premiers entre eux. La quantite 

qui figure au denominateur du coefficient Pm,n dan~ la ser1e de la page 
I I 7, est nulle pour toutes les valeurs de m et n de la forme 

m = vm', n = vn', (v= ±1,±2, ... ,±oo) 

le numerateur 

A2 = ¢ (m , n) + ¢ (- m , - n) 

est alors nul auss1 et le coefficient Pm,n se presente sous une forme illusoire 
0 

0, qu'il est aise d'eviter, comme nous allons voir. 

En e:ffet, nous avons etabli les relations suivantes, pages I IO et I I 2 

_ _A
1 
(I _ r2m q2n) + r2m q2n 0

2 
= O 

1 

_ .A
2
(I -p2mr2n) _ p2mr2nc2 = o, 

_ et1(I _ r2mq2n) _ r2mq2"£ + r2mq2ne2 = o, 

-CL
2
(I -p2mr2n)-p2mr2ne, = o. 

Puisq ue no us supposons 

et que (I -p2mr2n) ne peut pas etre nul en meme temps, comme nous 
l'avons vu a la page precedente, ces relations donnent 

02 = o, e2 = £, 
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Le coefficient Pm,n' donne par la formule 

p = (- I)m ~pmq--nrn-m(A a -A a) 
m,n 1 2 2 1 

devient alors 

ou, d'apres la valeur de £ (page I I 5) 

a I6rri -m -n( C C') 
), = k 2). • P. • p r m -- n ' 

cette formule leve !'indetermination qui se presentait avec la premiere 

expression de Pm,n. La constante A1 est definie par l'integrale 

A = fz dz e2m V(z)+2n IV(~) 
1 8 ' 

L1 

l'integrale etant priSe sur le contour L1 qui entoure les points :2' ).12 figure 

a la page I I I. 

Si l'on pose 

(I) JB-
8 

Ozd", V1 (z) = V(z)- V k 2 = "' 

1 

k2 

z 

(I) JB' 0' W1 (z) = W( z) - W P = - --; z dz, 
1 

en remarquant que 

( 
I ) 1ri I V - = --- -loO'p- A 
k2 2 2 b ' 

wG.) =A+ ~logq, 

on obtient 

A1 = (- I )m p-m qn rm-n f z ~z e2m Yi(z)+2n JVI(z). 

L1 
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Cette derniere integrale peut s' ecrire 

s1 l'on pose 

¢"(m, n) + ¢"(- m,- n) 

l 
).2 

¢" (m, ' n) = f z ~z e2m v,(z)+2n w,(z)' 

l 
k'i 

127 

l'integrrile Ctant 1·ectili/}ne: c'est ce qu'on voit comme nous l'avonfl fait 
aux pages I I 6 et I 1 7 pour une intcgrale analogue. On aura done enfin 

Il serait d'ailleurs aise de voir que cette formule convient pour toutes 
les valeurs de m et n; de sorte qu'on a deux formules pour developper 

soi.o( v ' w) 
so~.o(v,w) 

suivant qu'on prend l'ancienne expression de Pm,n ou celle que nous venons 
d'obtcnir. Ces deux developpements se reconnaissent immediatement comme 
equivalents a cause de la relation 

qui se deduit des relations (44) de la page I IO par !'elimination de 0
2

: 

puisqu'on a 

A 2 =~ ¢(m, n) + ¢(- m,- n), 

Al = (- I)mp-mqnr-n+m[¢"(m' n) + ¢"(- m'- n)], 

on aura la relation 

(
- I )m ¢ (m , n) + ¢ (- m , - n) = ¢" ( m , n) + ¢" (- m , - n) 

r-mq--n- rmqn pmrn -·p-mr-n 

qui montre !'equivalence des deux developpements et permet de lever 
!'indetermination chaque fois qu'elle se presente. 
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On pourrait faire les memes remarques sur le coefficient Qrn,n. 
Mais nous laissons cette question de cote pour revenir au de,Teloppe

ment en series trigonometriques de fonctions abeliennes autres que celles 
que nous venons de considerer et qui se ram(ment a z

1
z

2 
et Z

1 
+ z

2
• 

Dcveloppement d'une fonction de v et w symetrique et entiiwe 
en z1 et z2 , s1 et s2 • 

Une fonction symetrique et entiere en Z1 et .z
2

, s1 et s2 est une 
sonune de termes de l'une des trois formes suivantes 

les exposants v et p etant des entiers positifs ou nuls. II suffira done de 
developper en serie chacune de ces trois expressions. 

Appellons f(z1 , z2) l'une de ces expressions et soit 

m,n=+oo 

fi(z z ) = L R e-2mv-2nw 
I ' 2 m,n ' m,n=-ctJ 

developpement valable pour des valeurs purement imaginaires de v et w 
et des valeurs vmsmes. On verra, d'apres la meme methode que ci-dessus, 
que le coefficient Rm,n est donne par l'integrale double 

obtenue en· rempla9ant, dans l'integrale de la page 104, Z1 Z2 par - k~J(z1 , Z2). 

Les indices L
1 

et L
2 

signifient, comme plus haut, que l'integrale est etendue 
aux valeurs reelles de z1 et Z2 representees par les contours L 1 et L 2 

supposes infiniment voisins de l'axe Ox. Designons par E(z) l'exponentielle 

E ( z) = e2m V(z)+2n ll'(z) ; 

alors en supposant 
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no us serons ramenes a cal euler I' expression 

for.mee d'integrales simples. 
De meme en supposant 

nous aurons, pour calculer Rm,n, a calculer !'expression 

composee d'integrales simples. 
Enfin si nous supposons 

nous aurons a calculer !'expression 

Jz~+ 1 E(z1 )dz1 Jz~E(z2 )dz2 - J zf E(z1 )dz1 Jz~+ 1 E(z2 )dz2 

L1 L2 L1 L2 

+ Jz~+ 1 E(z1 )dz1Jz~E(z2 )dz2 - Jz~ E(z1 ) dz1 Jz~+ 1 E(z2)dz2 , 

4 4 4 4 

formee d'integrales simples. 
Si l'on considere l'integrale de fonction a multiplicateurs 

>S;O, 

Acta mathematlca. 13. Imprlme le 29 septembre 1890. 
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les constantes 

A =fz~ dz. E(z ) 
l,v 8 1 ' 

1 

A =fz~dz2 E(z) 
2,v 82 ~ 

Lt L2 

sont les modules de periodicite de cette integrale le long des coupures 
a

1 
et a~; de meme, les constantes 

A;,v = Jz~E(z1 )dz1 , A;,v = Jz~E(z~)dz~ 
L, L2 

sont les modules de periodicite relatifs aux coupures a
1 

et a~ de l'integrale 
de fonction a multiplicateurs 

l't'v(z) = J zv E(z)dz. 

Ces fonctions a multiplicateurs 

zv 
-E(z), zv E(z) 
s 

ont d'ailleurs les memes multiplicateurs que l'exponentielle E(z), c'est a 
dire les multiplicateurs 

definis precedemment (page 1 o8) 

n = r2mq2n 
1 ' 

On voit que le calcul des coefficients Rm n se ram(me au calcul de 
determinants de l'une des trois formes suivantes 

A A -A A 1,11 2,p 1 ,p 2,11' 

ou Ji > 0 ' p > 0. 

Toutes ces integrales 

f zv 
¢v = ; E(z)dz, 

ou 
Ji=O, I, 2, ... ,00 
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se ramenent a trois d' entre elles. En effet faisons, pour abreger, 

• 
JM~Nz dz 

E ( z) = e2m V(zJ+2n JV(z) =eo 

avec 

M = 2 (rnB- nB'), N=- 2(mC-nC'). 

L'identite 

donne par !'integration 

(53) E(z) = McjJ0 + NcjJ 1 

cc qm ramene le calcul de c/Jo a celui de cp1. 
Puis l'identite 

z" zv+l 
dz" E(z) = vz"-1 E(z)dz + M -E(z)dz + N-E(z)dz 

8 8 

ou 11 > 1 donne par !'integration 

(54) 

formule qui ramEme le calcul des fonctions 

a celui des fonctions 

D'autre part, soit 

s~ = z( I - z)( 1 - k~ z)( I - A2 z)( I - p. 2 z) = 2a0 Z5 + a 1 z 4 + 2a2Z3 + a 3 Z
2 + 2a4 z 

d' ' ou 
d8 Saoz~ + 2a1z

3 + 3a.z2 + a3 z + a, 
dz= 8 ; 

la differentiation de !'expression sz" E(z) donne 

ds ) . dz d[sz" E(z)] = z"a- E(z)dz + vsz"-1 E(z dz + sz"\M + Nz) -E(z) 
z 8 
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ou en reduisant 
d[sz" E(z)] 

+ 21/z" E(z)dz + Nz"+ 1 E(z)dz. 

L'integration de cette identite donne: 

(55) sz" E(z) = (211 + s)ao¢•+4 + (11 + 2)a1¢.+s + (211 + 3)a2¢.+2 

+ (11 + r)a3¢v+1 + (211 + r) a4¢v + lrf(j. + NCfv+Ii 

rempla~tons, dans cette relation, (j. et 9v+l par leurs expressions deduites 
de la relation (54) de la page precedente dans laquelle on changerait 
successivement 11 en 11 + r et 11 + 2: 

Nous aurons 

(56) 

relation exprimant l'integrale ¢.+4 en fonction des quatre precedentes 
,,, ,,, cb ,,, En faisant successivement dans cette relation 
'f'v+3' 'f'v+2' T v+l' ')Vv' 

11=o,r,2, ... 

on exprlmera toutes les fonctions ¢. a l'aide des quatre premieres 

et comme ¢
0 

et ¢1 sont lies par une relation etablie precedemment, (re-
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lation (53) de la page I 3 I), ou pourra exprimer toutes les fonctions ¢v 
a l'aidc des trois 

Comrnc chaque fonction ~v sc ram€me aux fonctions ¢v par la formule 
(54) de la page I 3 I, on voit que toutes les integmles appeles 5C'v et ¢v, 
(11 = 0, I , 2 , 3 , ... , 00) s' expriment en fonction linea ire a coefficients 
constants de 

et de fonctions connues. 
Ces fonctions connues sont de la forme 

sz" E(z) , z" E(z), 

ct leurs modules de periodicite sont nuls. Les modules de periodicite 
d'une quelconque des integrales 5C'v et ¢v sont done des fonctions lineaires 
homogenes des modules de periodicite correspondants des trois integrales 

Par exemple 

Done 

.A.l,v = a.A.l,l + a' A1,2 + -a" .A.r,a, 

A2,v = aA2,1 + a' .A.2.2 + a" .A.2,a , 

.A.r,p=bAl,1 + b'.A.1,2 + b".A.1,a, 

A2,p = hA2,1 + b'.A.2,2 + b".A.2,a · 

.A.J,vA2,p- A2,vAI,p = (ab' - ba')(.A.1,1A2,z- .A.2,1.A.1,2), 

+ (ab" - ba")(.A.r,IA2,a -- .A.2,IAJ,a), 

+ (a'b" -- b'a")(A1,2A2,a- A2,2AI,3). 

Le calcul du determinant 

SC trouve ams1 ramene, quels que soient les entiers II et p, a celui des 
trois determinants 
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Il en sera de meme des determinants tels que 

qui peuvent aussi figurer dans !'expression de Rm,n' (Voyez page 130). 

On sera Jonc toujours ramene, par voie recurrente, au calcul des 
trois determinants (57) de la page precedentc. 

Or le premier de ccs trois determinants n'cst autre chose que celui 
,qui a ete designe a la page 106 par 

AI a.~ -- A2a.l; 
en effct on a 

ce determinant a ete calcule ct exprime a l'aide de l'integrale definie 
rectilignc 

1 

f zdz 
¢(m, n) = 8 E(s). 

Q 

Le second des determinants (57) 

A11A2 3- A21A1a 
J J ' ' , 

peut, par les memes methodes, etre exprime a !'aide de la meme m

tegrale definie rectiligne ¢(m, n). 
Entin le troisiemc de ces determinants 

A1,2A2,a- Az,2A1,a 

extge pour son expression deux nouvelles integrales reetilignes analogues 

a ¢(m' n) 
1 

rz2 dz 
x(m, n) =~ ---;- E(z), f z"dz 

w(m, n) = -
8
- E(z). 

0 0 

En effct les deux integralcs 

fz2 dz 
1·~(z) = ---;- E(z), f z"dz cf3 (z) = 8" E(z) 
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dont la premiere n'est autre chose que l'integrale appelee precedemment 
w(z) (pages I IO et suivantes) 

f z2 dz w(z) = -
8 

E(z) 

sont des integrales de troisieme espece de fonctions aux multiplicateurs 

ces integrales ont pour point critique logarithmique le point ro. Elles 
sont uniformes sur la surface de Riemann Rabel figuree a la page I I I. 

Appelons £ et £' les modules de periodicite de ces integrales ¢'
2 

et cp3 

le long de la coupure l; nous avons calcule £ precedemment aux pages 
I I 3- I I 5; en suivant la me me methode on aura £'. Le developpement 
que nons avons etabli a la page I I4 

donne immediatement 

alors 

Nous avons etabli les deux relations suivantes entre les modules de periodi
cite al' a2' G-2' £ de l'integrale ¢2(z) ou w(z), modules que nous ap
pelons ici, pour plus de symetrie dans les formules, A1,2 , A 2,2 , 0 2,2 , £ 
(voyez page I I 2) 

On aura de meme, en appelant 

A __ n2C2.2 
2,2- I- n2 



136 P. Appell. 

les modules de periodicite de cf'3 ( z) 

A _ 11 1 02 .3 -n,£' 
1,3- I-n, ' 

A = _ n202.s 
2,3 I - n •. 

D' ou l' on tire 

A A - A A -- n, n. (£0 - £'0 ) 
1,2 2,s 2,2 I,3-(I-n,)(I-n

2
) 2,3 2,2 

ou encore 

A .A -A A = _n_, -A £'- __ .,.,_~-A £ 
1,. 2,3 2,2 1,3 I _ 

11 
2,2 1 _ 

11 
2,3 · 

't '2 

Le calcul du troisieme des determinants (57) est ainsi ramene au calcul 
des deux modules de periodicite 

A =fz•dz E(z) 
2,2 II l 

L2 

Si l'on pose 

f z'dz 
x(m, n) = ------;--- E(z), 

0 

I 

f z3 dz 
w(m,n) • ------;-E(z), 

0 

}es integrales etant rectilignes, on voit, com me aux pages I I 5- I I7 1 

que l'on a 

A2,2 = x(rn, n) + x(- rn, - n), A2,s = w(m, n) + w(- m,- n). 

En resume, le calcul des coefficients des developpements en serie trigono
rnetrique d'une fonction abelienne exprimee par w:e fonction symetrique entiere 
de z

1 
et z2 , s1 et s2 , se mmene to-u;iours par des operations algebriques ele

mentaires au calcul des trois integrales definies 1·ectilignes 

1 1 

f zdz 
cp(m, n) = -

8 
E(z), fz2 dz x(m, n) = -

8
- E(z), fz3 dz 

w(m, n) = -
8
- E(z) 

0 0 0 

E(z) = e2mV(z)+2niV(z). 

Il serait, par exemple, bien facile d'appliquer cette methode generale 
au developpement de s1 s2 ou de s1 + s2 • 
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On peut, par les memes methodes, calculer les coefficients des de
veloppements en series trigonometriques de fonctions abeliennes de l'une 
des deux formes 

R(s1 , z1)R(s2 , z2), R(s1 , zJ + R(s2 , z2), 

R(s, z) designant une fonction rationnelle de s et z. Pour que ces de
veloppements soient convergents comme les precedents, il faut et il suffit 
que R(s' z) reste finie quand z varie par valeurs reelles de 0 a I et de 
I , I 

ki a 12. 

Developpements de fonctions non symetriques en z1 , s1 et z2 , s2 • 

Les methodes que nous avons appliquees au developpement des fonc· 
tions abeliennes en series trigonometriques procedant suivant les puissances 
de e2

" et e2w, peuvent, dans certains cas, donner les coefficients du develop
pement en series trigonometriques de fonctions non-syrnetriques en z1 , s

1 

et z2 , s2 , fonctions qui s'expriment par des racines carrees de fonctions 
abeliennes. 

Prenons, par exemple, la fonction 

ou nous supposons z2 reel et compris entre o et 1, z1 reel et compr1s 
I I 

entre k2 et 
1
•. Cette fonction s'exprime par une racine carree de fonc-

tions abeliennes, car 

lclp. klp. 

- z2 - zl = y(zl + z2)"- 4Zlz2' 

la racme etant prise positivement. Nous avons vu que, si les variables 
v et w partent de valeurs purernent irnaginaires v

0 
et w

0 
et varient par 

valeurs purement imaginaires de V0 et W0 a V0 + m, W
0 
+ -;ri, les variables 

Z2 et Z1 oscillent sur l'axe des quantites reelles la premiere z
2 

entre o 
I I 

et I, la seconde z1 entre k' et .. P de fac;on a decrire les lacets appeh~s 

.tela r11athemallca. 13. Imprlme le 10 novembre 1890. 18* 



138 P. Appell. 

L
2 

et L
1

• (Page I oo.) Lorsq ue v et w varicnt ainsi de V0 et w0 a V0 + rri 
et W

0 
+ m, }a fonction 

est done uniforme, finie et continue. Elle est pour ces valeurs purement 
imaginaires de v et w developpable en une serie de 1u forme 

. zz m,n~+oo 

·- kAfl __ _L2_ = L 8 e-2mt•-2nw 
z - z m,n 

2 1 m,n=-oo 

avec 

t'o t'iJ 

En faisant, dans cette integt~ale double, le changement de variables defini 
par Jes equations d'inversion de JACOBI 

on trouve, comme pour Pm,n (pages 102-104), 

formule qui se deduit de 1a formule (4 2) de la page 104 en y rcmpla-

L'on aura done, d'apres les valeurs des integrales 

v(t;.) et we;,.), 
BO'- OB' 

9 = (- x)mkAf'1---1J"'q--"r"-"'A A 
J.. m,'t 2 1 2' 

7: 

o-i1 A
1 

ct A
2 

designent comrne precedemrnent (pages 106 et suivantcs) 
le~ intcgrnles 
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dont les valeurs sont liees par les relations (44) de la page I I o: 

- AI(I -- r2mq2") + r2mq'2"02 = o, 

- A2(I - p2mr2n)- p2mr2nC2 = o, 

qm donnent par l'elimination de 0
2 

On a done 

et comme 

A2 = cp(m, n) + cp(- m, - n), 

on voit que le coefficient sm,n est encore exprime a l'aide de l'integralc 
dcfinie appelee cp (m , n). 

On trouverait de meme les developpements de fonctions de la forme 

f(.~~ ' zt ; ·~~ ' z2) 

z2- zt 

ou le numerateur f(s1 , z
1 

; s
2 

, z
2

) designe une fonction symetrique entiere 
de s

1 
, z

1 
et s2 , Z2 • 

Sans insister davantage sur ces developpements:, j'arrive a une autre 
question interessante, a savoir celle de !'inversion d'une integralc ultra-

elliptique, ~ V(z) par exemple, pour des valeurs 1·eelles de z et de l'integrale. 
~ 

Les integrales deflnies appelees cjJ(m, u), z(m, n), ru(m, n) se presentent 
dans une autre espece de problemes qui se posent sout•ent 

en mecanique rationelle. 

Soit, pour fixer les idees, la relation 

(s8) t=;JB- Ozdz 
~ 8 

0 
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ou B et 0 sont les memes constuntes purement imaginaires que precedem
ment et ou s est lie a z par la meme relation que ci-dessus 

Supposons que t designe le temps et z une variable reelle servant a fixer 
la position d'un mobile au temp t. Alors les variables z et t doivent 
rester reelles, et t aller toujours en croissant. 

D d. . B O d ' 11 .. ans ces con 1hons, com me -:- et -:-, sont es constantes ree es positives 
~ ~ 

Z croitra de 0 a I, }e radical 

s = v(zk).p.) 

etant pris positivement; puis Z decroitra de I a 0, }e me me radical 8 

etant pris negativement; puis Z croitra de nouveau de 0 a I, 8 ~tant 

positif; et ainsi de suite indefiniment. Nons avons vu (page 90) que l'on a 

1 

:: = ~JB- Oz dz· 
2 ~ 8 ' 

0 

d'apres cela, s1 dans la relation (58) de la page precedente 

(58) t= ~JB- Ozdz 
~ 8 

0 

on vent prendre le temps t comme variable independante et la variable 
reelle z comme fonction de t' on voit que z est une fonction reelle de t 
admettant la periode 1r et restant :finie (comprise entre o et I) pour toutes 
les valeurs du temps t. On pourra done developper z en serie trigono
metrique de la forme 

n=+'X) 
z = L Pm e-2mti 

n=-ao 
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convergente pour toutes les valeurs reelles de t. La connaissance des 
coefficients de ce developpemcnt permettrait done de realiser, a ce point 
de vue special, !'inversion de l'integrale (58). Le coefficient Pm est donne 
par l'integrale definie 

ou, en faisant, dans cette integrale, le changement de variable 

t = ~JB- Oz dz= ~ V(z), 
~ s ~ 

0 

= __I_f(B- Oz)zdz e2mV(z) 

Pm ire 8 ' 

Lo 

l'indice L
2 

signifiant com me precedemment (page 1 o 1 et figure de la 
page 100) que le point z decrit un chemin forme de la portion ri de 
l'axe Ox dans le feuillet superieur (s > o), de 
}a portion I , 0 du meme axe dans le feuillet 
inferieur (s < o), enfin de la portion oa du meme 
axe dans le feuillet superieur (s > o); a etant 
infiniment voisin de r· Pour pouvoir figurer ce 
chemin L,, nous l'avons represente non cornme confondu avec le segment 
01 (ce qu'il est en realite), mais comme infiniment rapproche de ce segment. 

Nous avons vu precedernment que l'on a 

fz~z e2mV(z)HnW(z) = ¢(m 
1 

n) + ¢(- m 
1 

_ n), 

L, 

f z'dz 
-8- e2mV(zJ+2nW(z)= x(rn' n) + x(- 1n'- n). 

On aura done, pour determiner Pm, !'equation 

B a 
Pm =---; [¢(m, o) + ¢(- m, o)]----; [x(m, o) + x(- m, o)], 

m. m. 
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1 

cj;(m, o) fz::z e2mV<z>, 

0 

1 ( ) f z'dz 2mV(z) xm,o = -e . 
8 

0 

On est done bien ramene, pour calculer p
111

, aux memes integrales que 
pour developper les fonctions abeliennes precedentes en series trigono
metriques. 

On verra de meme que si l'on veut developper non seulernent z 
mais z" ou bien sz" (JJ entier positif) en serie trigonometrique ordonnee 
par rapport aux puissances de e~ti' le calcul des coefficients se ramene a 
celui des trois integrales 

cj;(m, o) , x(m, o) , w(?n, o) 

en vcrtu des formules de reduction des pages I 3 I et suivantes. 
On arrive done (t cette conclusion retnarquable que, si l'on sait de-relopper 

en series trigonornetriques les fonctions abeliennes 

on sait en meme temps faire !'inversion de l'integrale ultrnelliptique 

z et t reels) et developper 

IJH- Oz t=-; --dz 
~ 8 

0 

2 v 2 v 
z ' z ' . . . ' z ' . . • ' s ' sz ' sz ' . . • ' sz ' . . . 

en series trigonometriques procedant suivant les puissances de e21
i. 

Ces resultats s'etendraient sans peine a !'inversion d'une integralc 
ultraelliptique de la forme plus generale 

t= ~J~- Oz dz + ~JB'- O'z dz 
~ 8 ~ 8 ' 

0 0 
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Ji et p etant des entiers tels que !'expression 

v(B- Gz) + p(B'- G'z) 

ne s'annule pas entre o et 1. 

Les integrales cjJ(m, n), ;c(rn, n), w(m, n) comprennent comme cas 
tres-particuliers les fonctions de Bessel. 

Dans les calculi< precedentg (pages I 3 I et suivantes) relatifs a la 
reduction des integrales de la forme 

¢.(z) Jz•:lz e2mV(zl+2nW(z)' 

ou JJ est un entier positif ou nul, a trois d'entre elles ¢1 , 1'~, ¢3 , nons 
avons suppose m et n entiers, d'apres la nature de la question qu'il 
s'agissait de resoudre. Les formules de reduction que nous avons etablies 
sont les memes lorsque m et n ne sont plus des nombres entiers, mais 
designent des constantes quelconques. 

On en conclut que, quels que soient m et n, entiers ou non, les 
integrales definies 

I 

f z• dz e2m V(z)+2n IV(z) 

8 ' 

f tl dz e2m V(z)+2n W(z) 

0 0 

se ramenent aux trois que nous avons appelees 

cp(m, n) , x(m, n) , w(m, n). 

Ces dernieres integrales sont des fonctions de m et n qui comprennent 
comme cas limites les fonctions de BESSEL. 

Par exemple m et n etant quelconques, l'expressibn 

2nrV(z) + 2n rV(z) 

est de la forme 



144 P. Appell. 

a et f3 designant des constantes arbitraires lineaires et homog(mes en tn 

et n. L'integrale ¢(m, n) devient alors 

• 
1 Ja+P•az 

f zdz 0 ' 
-e 

8 

0 

ou 

Supposons, comme cas limite, 

k =). = p. = o, 

l'integrale ci-dessus ou l'on fait 

S= Slll9COS9 1 

prend la forme 

integrale qm dans !'hypothese 

za + f3 = JJi, (JJ entier) 

dz 
-=2d9 
8 

se ramene immediatement a des fonctions de BESSEL de la variable ~. 
2 

(Voyez, par exemple, le Traite de ToDHUNTER: On Laplace's, Lame's and 
Bessel's Functions (pages 287 et suivantes). 

La methode employee dans le chapitre precedent s'applique aux 
fonctions abeliennes les plus generales. Dans un supplement, nous 
montrons en particulier comment cette methode s'etend aux 'fonctions 
abeliennes qui naissent de !'inversion d'integrales hyperelliptiques d'un 
genre quelconque. Puis nous indiquons comment nos recherches sur les 
integrales de fonctions a multiplicateurs peuvent etre etendues a l'etude 
de l'integrale generale d'une classe importante d'equations differentielles 
lineaires a coefficients a]gebriques. 


