SUR UN MODE DE TRANSFORMATION DES SURFACES MINIMA.
(Second Mémoire
PAR
E. GOURSAT

4 PARIS,

1. Le probléme traité dans le travail précédent * conduit & exa-
miner une question plus générale. Soient

l

lxl =1@,y,2;2,,9,, 2),

(1)

Y, =¢(x,y,z;xo,yo,zo),
|'2‘1 29[)(“:7?/73;9;0,?/0730)

trois fonctions de six variables indépendantes v Y5 2y Loy Yy £y.  Sup-
posons que x,y,z désignent les coordonnées d’un point d'une surface
minima gquelconque S, et z,, Y » % les coordonnées du point correspondant
de la surface adjointe S,. Le point de coordonnées %, Y, ,2 décrira
une certaine surface S. Quelles sont les fonctions f, ¢, ¢ les plus géné-
rales, telles que la surface S, soit aussi une surface minima, quelle que soit
la surface minima S?

On a vu dans le travail précédent qu'on peut satisfaire A cette
condition en prenant pour f, ¢, ¢ des fonctions linéaires convenablement
choisies de «,y,2,2,,y,,4,. Les propriétés connues des surfaces mi-

0
nima conduisent sans difficulté & la forme générale des fonctions £, ¢, ¢.

2. Soit m un point quelconque de Vespace de coordonnées a,b,ec,
M, un autre point de coordonnées a , J,, ¢, P et P, deux plans paral-

' Voir Acta mathematica, t. 11, p. 133,
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léles passant par ces deux points, a, 8,y les cosinus directeurs de la
normale & ce plan. Considérons une surface minima § passant au point
m et tangente en ce point au plan P; comme on peut déplacer la sur-
face adjointe S, parallélement a elle-méme, nous pouvons supposer que
le point correspondant & m sur S, est précisément le point m,. Les
formules (1) feront correspondre au point m un point m, dont les coor-
données a, , b,, ¢, ne dépendront que des coordonnées des deux points m

et m,. Des formules (1) on déduit

(Za:l=—dx+ (i’J—}———dz:—]-afd:r —I—afd +afd:0,
(2) dy, = E)g’(i/yc—l— (?J—{— (L—i— (?7‘ + d/0 -]—%dzo,

dz, = (Ix + (i’J + 39 dz + + (ZJO + dz
or on a'

dx, = fdz — rdy, dy, = ydx — adz, dz, = ady — fdz,

et, si on remplace dr,, dy,, dz, dans les formules précédentes, on voit
que les cosinus directeurs de la normale & la surface décrite par le point
z,, 4, ,2 ne dépendent que de x,y,z,%,,¥,,%,a,p3,r. Par consé
quent, si l'on considére toutes les surfaces minima S tangentes a un plan
P en un point déterminé m, telles que le point correspondant au point
m sur la surface adjointe S, soit un point déterminé m,, toutes les sur-
faces S, définies par les formules (1) sont tangentes a4 un plan déterminé

P

, en un point fixe m,.

Cela posé, soit ' une courbe minima quelconque représentée par
’
les équations

JX = A(t)r
(3) Y = B(t),
PR

' ScawARrz, Miscellen aus dem Geliete der Minimalflichen (Journal fiir Mathe-
matik, t. 80, p. 280; 1875).
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o A(t), B(¢), C(t) désignent trois fonctions d’une méme variable ¢

vérifiant la relation
dA* + dB? 4+ dC* = o;

soit I, une seconde courbe minima représentée par les équations
IXO = 14(¢) + 2,

(4) Y, =iB(t) + p,
l Z, =iC(¢t) + v,

0

ou A, pu,v sont trois constantes quelconques. Par la courbe I" faisons
passer une surface minima quelconque S et soit 4 la développable
circonscrite a § le long de I'; cette développable se réduit, comme on
sait, & un céne ayant son sommet en un point du cercle de linfini. La
surface adjointe S, n'est pas complétement définie de position; on peut
la transporter parallélement & elle-méme ou la remplacer par sa symé-
trique relativement &4 un point de l'espace. On reconnait aisément qu'on
peut, sans restreindre la généralité, la faire passer par la courbe 7, de
fagon que les points des deux courbes I', I, qui correspondent & une
méme valeur de ¢, se correspondent aussi sur les surfaces S, S,.

A la surface § les formules (1) font correspondre une surface S,
qui, par hypothése, doit étre une surface minima. A la courbe I, ces
formules font correspondre une certaine courbe C représentée par les
équations

X, = f[4(), B®), C@);id () + 4,iB(t) + p,iC(1) +»] = F(X, ¥, 2),
(5) VY, = ¢[4(), B(t),C(t);iA(t) + A, iB(t) + p,iC(¢) +v] = 0(X, ¥, 2),
lZl = ¢[A(), B(), C(t); 14 (8) + A,iB () + p,iC(t) +-v] = ¥(X, Y, Z);

soit 4, la développable circonscrite & S, le long de la courbe C. La
courbe C et la développable 4, resteront les mémes, on vient de le
voir, si les courbes /", I, et la développable 4 restent les mémes. Or
il existe une infinité de surfaces minima § inscrites dans la dévelop-
pable 4 le long de la courbe C, et on peut toujours supposer que les
surfaces adjointes passent par la courbe I,. On voit donc qu'il doit
exister une infinité de surfaces minima 8, inscrites dans la développable
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4, le long de la courbe C. Or cela ne peut avoir lieu que si cette
' Si on remarque mainte-
nant qu'on peut répéter le raisonnement qui précéde en partant d’ume
surface minima quelconque et d’une courbe minima quelconque située
sur cette surface, ou est conduit aux conclusions suivantes. Si les for-
mules (1) font correspondre & une surface minima quelconque S une
nouvelle surface minima §;

courbe C est elle-méme une courbe minima.

1° foute courbe minima I de S a pour transformée une courbe minima
Iy de S;; 2° on peut déduire la cowrbe I, de la courbe I' par des for-
mules de tramsformation (5), qui font correspondre un point & wun point et
qui changent toute courbe minima en une nowvelle courbe minima.

3. Daprés cela, voici comment on obtiendra la transformation la
plus générale satisfaisant aux conditions de I’énoncé. Soit § une surface
minima quelconque, S, une surface minima qui lui correspond par une
transformation de cette nature. La surface S peut étre considérée comme
le lieu du milieu d’'une corde joignant un point d’'une courbe minima
I' & un point d’une autre courbe minima [”. La surface S, peut étre
engendrée de la méme fagon au moyen de deux courbes minima 77, I7.
Soit y une courbe minima de S homothétique a I et y, la courbe mi-
nima qui lui correspond sur S,; cette courbe y, sora homothétique &
I'une des courbes Iy, I}, & la courbe 7/, par exemple. Il résulte alors
de ce qui précéde que l'on pourra passer de la courbe I' a4 la courbe
I, au moyen d'une transformation qui fait correspondre un point & un
point et & toute courbe minima une nouvelle courbe minima. La courbe
I sc déduira de I” par une transformation de méme nature.

Prenons, par conséquent, deux courbes minima quelconques I', I7,
représentées par les équations

X = A(2), lX = A(7),
riv = B(), I" ¥ = B(2),
Z = CO(t), 7 = C(z),

! DARBOUX, Legons sur la théorie générale des surfaces, t. 1, p. 396.
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et soient S, S, les deux surfaces minima, adjointes I'une de l'autre,
données par les équations

20 = A(t) + 4'(7),
s {2y — B) + B(9),
23 = C(t) + C'(z),
2, = i[A(t) — A'(7)],
S, {2y, = i[B(t) — B'(7)],
22, = i[C(¢) — C(7)],

d'ou Yon tire inversement

A(t) =z — iz, A'(7) =z + ix,,
B(t) = y —iy,, B(r) =y + @,
C(t) = 2z — iz, C(7) = 2 + iz,

Appliquons & chacune des courbes I", I'" une de ces transformations dont
il vient d’étre question, qui font correspondre un point & un point et
qui changent les courbes minima en courbes minima. On obtient deux
autres courbes minima I, I7}:

X, = F[A(1), B(¥), C(¢)],
I 1Y, = o[A(2), B(¢), C(1)],
Zy = Y14, B(t), O(1)),
Xi = F'[4(z), B(), O(7)),
Iy Y= ol4(e), B(7), 0(2)),
Z = ¥[d(z), B(7), ()],

et une surface minima S,

22, = X, + X|,
‘81 2y, = Yl + -Y;;
28, = 2, + Zi.
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Si on remplace dans ces formules A(t), B(¢), C(¢); 4'(7), B(z), C(z)
par leurs valeurs en fonction de z,y, 2; %y, Yos 2, €t si on divise par
2 les coordonnées z,,y,, 2, on aboutit aux formules suivantes pour re-
présenter 1a surface S,

[901 = Flz—ix,,y —iy,, 2 — iz + Flz + iz,, y + iy, , 2 + iz,],
©) )= Olz—iz,,y —iy,,2s—iz] + Oz + ix,, y + iy,, 2 + iz,],
lzl = ¥z —iz,, y —iy,, 2 — iz ] + Ple + iz, y + iy,, 2 + iz, ]
Ces formules sont bien de la forme (1) et, d'aprés ce qu'on vient de

voir, ce sont les plus générales qui satisfassent aux conditions du pro-
bléme proposé.

4. Nous sommes donc amenés 3 rechercher les transformations de
l'espace qui font correspondre un point & un point et qui changent toute
courbe minima en une nouvelle courbe minima. Soient

X =FX,Y, Z2),
(7) Y, = &(X, Y, 2),
Z, ="X,Y,Z)

les formules qui définissent une transformation de cette espéce; la somme
dXi 4 dY} + dZ} est égale a une forme quadratique homogéne de
dX,dY,dZ dont les coefficients ne dépendent que de X, ¥, Z. Mais,
puisqu’on doit avoir

aX; + dY} 4 dZt = o
toutes les fois que l'on a
dX? 4+ dY* 4 dZ* = o,
il faut évidemment que l'on ait identiquement
(8) AX? + dY? + dZ} = AdX? + dT* + d27),

A ne dépendant que de X, Y, Z. On connait toutes les transforma-
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tions de la forme (7) qui satisfont & cette condition.! Elles résultent de
la combinaison de transformations par rayons vecteurs réciproques avec un
déplacement, et dépendent de dix paramétres arbitraires. Ces transfor-
mations peuvent étre définies d’'une maniére élégante, si Pon emploie
les coordonnées pentasphériques; elles résultent alors d’une substitution
orthogonale & cinq variables effectuée sur ces coordonnées. Il n'y a
aucune difficulté & déduire de la lexpression générale des fonctions
FP,F,0,0,¥,¥ qui figurent dans les formules (6) et par suite
des fonctions f, ¢, ¢ des formules (1). Il est a remarquer que, si la
surface primitive S est réelle, les formules (1) donneront une infinité de
nouvelles surfaces qui seront toutes réelles, pourvu qu'on applique aux
deux courbes I', I" des transformations imaginaires conjuguées.

5. Supposons que les transformations appliquées aux deux courbes
minima I", I'"” se réduisent & une inversion par rapport a une sphére de
rayon R ayant pour centre l'origine des coordonnées. Les formules (7)
deviennent ici

R’X

X =iy
R'Y

(9) i O o3
7 R*Z

1 = X2 + Yfz + Za;
et les formules (6) nous donnent

lxl = Uz 4+ Vx,,

(10) lyl = Uy + Vy,,

g, = Uz + Va,

! LrouviLig, Jouwrnal de Mathématiques pures et appliquées. 1% série, t. 13, p.
220 et t. 1B, p. 103.

DARBoUX, Mémoire sur lo théorie des coordonnées curvilignes et des systémes ortho-
gonaux. Annales de 1'Ecole Normale, t. 7; 1878,
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en posant, pour simplifier 1'écriture,

U— B¥a* 4+ y* + 2 — g — y; — 2))
T @Y+ — @ — g — ) + 4, + gy, + 27,)

(1)

vV — 2RYzz, + yy, + #2,) )
@ +y' + 2 — g — s — ) + 4(xm, + yy, + 25,)°

Ces formules mettent en évidence la propriété suivante: les trois points
de coordonnées (v,y,2), (2,,Y,, %), (% ,¥,,%) sont dans un méme
plan passant par lorigine. La transformation qui précéde a déja été
employée par M. Lix.




