SUR LES GROUPES TRANSITIFS

DONT LE DEGRE EST LE CARRE D’UN NOMBRE PREMIER
PAR

L. SYLOW

4 FREDERIKSITALD

Si V'ordre d'un groupe est divisible par une puissance d’un nombre
premier, telle que p™, mais non divisible par p™*', cet ordre est, comme
on le sait, de la forme p™z(rp + 1); le groupe en contient un autre de
Iordre p™m; celui-ci contient &4 son tour un troisiéme groupe, de 'ordre
p", auquel toutes ses substitutions sont permutables; enfin le nombre des
groupes de l'ordre p™ contenus dans le premier groupe est np 4 1. La
détermination compléte de ce dernier nombre, dans les divers cas qui
peuvent se présenter, serait évidemment dune grande importance pour
la théorie des substitutions; malheureusement elle parait étre d'une ex-
tréme difficulté. Mais il sera possible de trouver des résultats plus ou
moins intéressants sur la forme du nombre » par rapport aux modules
p,p’,p’,...; & cet effet on n’aura qu'a poursuivre le raisonnement qui
m'a servi pour la démonstration du théoréme cité (Mathematische
Annalen, t. 5. Pour faire un premier pas dans cette direction, je me
propose, dans le travail présent, de considérer le cas le plus simple,
celui des groupes transitifs du degré p°

Je désignerai par G un groupe transitif du degré p® par O son
ordre, que je supposerai divisible par p“*?, mais non divisible par p**?
le nombre « pourra donc avoir les valeurs o, 1,2,...,p— 1. Je
désignerai de plus par I un groupe de l'ordre p"*? contenu dans @, et
par H le plus grand groupe contenu dans G dont les substitutions soient
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permutables 4 I. L’ordre du groupe H sera dénoté par p**?. .z, ou par
conséquent 7 est premier a p; on aura donc

O = p*’z(np + 1).

Je déterminerai dans un premier paragraphe la forme de I, dans
un deuxiéme celle de H; dans les deux paragraphes suivants je m’oc-
cuperai du nombre n; enfin dans le dernier je ferai des résultats trouvés
quelques applications, qui se présentent au premier coup d'oeil.

§ 1. Détermination du groupe I.

1. D’aprés le lemme de Caucuy le groupe symétrique du degré
p* contient un certain nombre de groupes de l'ordre p**', tous isomorphes
entre eux. Notre groupe I est contenu dans un de ces groupes de CaucHy,
et cn disposant convenablement des indices, nous pouvons choisir ce der-
nier comme nous voudrons. En désignant les éléments par le symbole

’lt_,,, ¥

les indices & et y étant pris suivant le module p, nous pouvons done
supposer que les substitutions de I soient contenues dans 'expression

T x4 a +ay+ eyt 4y
y y+0

qui d’ailleurs peut étre remplacée par cette autre

y y+0b

z w + aO + (l]y + ("L’(y)? + (13(:’/)3 + A + al”—1<y)17—1 ‘

ou, pour abréger, on a fait

_yy—ny—2)...(g—1+1)
- 1.2.3...1¢ ’

\Y)s
En posant

g o+ a, + ay+ a,(y), + ...+ aa(¥)
y y+1

U=
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on trouve

m—1

Tz T + ma, + @, {(y+m>2— (?/)2} + + ap—2{<y+m)p—l - (3/)11—1 } + @1 zo:r(y + r)p-—l

U —
v y+m

Si T'on fait m =p, on a, pour ¢ < p—1,

(y + m);—y, =0 (mod p),
et

m—1
%r(y + 7f)p—l = I,
donc

- z x4+ a,,

y vy

Ainsi Pordre de la substitution U est égal & p ou a p® suivant que a,_,
est congru & zéro, ou non.

Parmi ces substitutions toutes celles qui ne changent pas l'indice y,
sont échangeables entre elles. En faisant

y Y y y+1
on trouve
() T-18T v x+f(y—1)fl TST—1 z x+f(y+l)
I — : _ ,
y Yy Yy
d’ou
(2) ST AST=T7'8TS ' = v {f(y) o I)} !,
y Yy |
z a4+ 10—
(3) S—ITST— — TST'S§~* = ,
y Yy |
@ srg_ | ” &+ fly + 1)—f(y) + ¢(¥) |
4 A = ly
|

Yy Y+ 1
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2. Le groupe G étant transitif, I le sera également (voir le Mé-
moire cité plus haut, n° 4); donc I contient des substitutions de chacune
des formes S et T du numéro précédent. Or, si g désigne le plus grand
degré des fonctions f(y), les formules (2) et (3) font voir que le groupe
I contient aussi des substitutions dans lesquelles les fonctions f(y) sont
des degrés f—1,8—2,...,1,0. On en peut conclure qu'on a =g,
et qu'en faisant

0.=|2,y @+y,yl,
toutes les substitutions de I sont contenues dans l'expression
00y ... 0. T%
d’ailleurs les substitutions 6, peuvent étre remplacées par les suivantes
S=|z,y =+ () vl

Si Ton désigne, pour un moment, par g, le groupe dérivé des substitu-
tions 6,,6,,...,0,, et par I, celui qui dérive des substitutions de g, et
de T, on voit (équat. (2) et (3)) que les substitutions de I, sont échan-
geables entre elles & des substitutions de g,_, prés. Donc si 'on a a = o,
toutes les substitutions de I, sont échangeables entre clles; si a > o, les

0y sont les seules substitutions de I, qui soient échangeables & toutes
les autres.

Transformons maintenant le groupe I par la substitution
U=l|z,y o+ ¢y),yl
Les substitutions 6,, & conservent leurs formes, au contraire on a
UPTU={2,y o+ ¢@y) + ¢+ 1)—¢@),y+1]
Or, si en développant suivant les fonctions (y);, on a

gp(y) = + ay + a2<y>2 + e + a -—2(!/>p—2 + ap—l(y)p—l’

on peut faire

9’)(y + I) - ﬁb(f/) = [“o‘+ (lly + a’a(y>a + e + ap—2<y>P—?]’



]
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ce qui donne
U TU=!z,y 4+ @ (¥)pa,y+ =T

Si maintenant @,_, est différent de zéro, transformons de nouveau par la
substitution
V = l r,y bx,y ;9

qui évidemment est permutable au groupe g,; on trouve
VAT V=lu,y x4+ a 0y),,y+1|=1"
donc en faisant a, ;b==1 (modp), on a

T”={x,?j $+<3/),;-—11?/+Ii‘

Par un choix convenable des indices, la substitution T’ peut donc étre
réduite & 'une des deux formes suivantes

t='x,y x,y+1, t=lz, ¥y 4+ Yh,y+ 1]

On voit que, pour a < p — 1, on a deux espéces de groupes de lordre
p***, qui différent seulement par la forme de la substitution ¢; dans la
premiére espéce toutes les substitutions sont de I'ordre p; dans la seconde,
celles qui ne font pas varier l'indice y sont de l'ordre p, les autres de
lordre p?. Quand a = p—1, les deux cas ne donnent qu'un seul groupe,
puisque le groupe g, , contient la substitution

191"'*123‘%"?/ m+<y>}r-—17?/f’

Tous les groupes d'ordre p*® contenus dans G étant isomorphes, cette clas-
sification peut aussi étre appliquée aux groupes du degré p* en général;
nous comprendrons dans la premiére espéce les cas ot a = p — 1.

Des équations (1) on déduit les smivantes:

(5) T = 80};1&1;1 sk ;;11191'; 94" = Fea Py
(6) 0t = 050760 .. 07,0, Ot = 6,60 ...0._.0,.

En considérant les groupes de la seconde espéce, il est quelquefois
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commode d’employer un seul indice, pris suivant le module p* A cet

effet on peut faire
ap + y=£& (mod p?),

en ayant soin de remplacer toujours y par le plus petit nombre positif
qui lui est congru (mod p); on trouve ainsi

=& £41],
=0, =98, =& &+ pl
fo=1& E+pE)l, =& &4+ ¥

Evidemment le groupe I est non-primitif, les éléments qui répondent
a une méme valeur de y formant un systéme; de plus si a > 0, les
éléments ne peuvent étre répartis en systémes que de cette maniére,
comme on le voit aisément.

Un groupe d’ordre p*** contenu dans G est complétement déterminé,
quand on connait les substitutions qui sont échangeables & toutes les
autres, et qu'on connait de plus de quelle maniére les systémes sont per-
mnutés entre eux. Supposons, en effet, que le groupe I’, contenu dans
G, contienne la substitution & = lz,y = + a,y!| échangeable a toutes
les autres, et que celles-ci déplacent les systémes conformément a la sub-
stitution |y y + 0|. Lvidemment les substitutions de I’ sont comprises

dans Vexpression .
T'=iz,y v+ ely),y+0.

Or @, contenant 7 ct ¢, contient 7'.¢7°, substitution qui peut étre écrite
sous la forme suivante

Tt?r =2,y o+ Fly),y| =S5

Si maintenant S n'était pas contenu dans I, le groupe qui dérive de S
et des substitutions de I serait d’un ordre p**™, ol m > 2; donc §, et
par suite 7', font partie de I, c'est-a-dire que I’ coincide avec I. En
particulier, si G appartient 4 la seconde espéce, 1’ est complétement dé-
terminé par une substitution quelconque de 'ordre p°
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§ 2. Détermination du groupe H.

3. Considérons d’abord les groupes de la premiére espéce, en ex-
cluant préalablement les cas ou a = 0. Les 6 étant les seules substitu-
tions de I échangeables & toutes les autres, une substitution S de H doit
transformer 6, en 6;; par suite on doit avoir

S=le,y az+ ¢(y), 0,(») ],

¢ et ¢, dénotant des fonctions entiéres du degré p — 1 au plus. La
transformée de ¢ par S doit étre une substitution de I, ce qui donne
les conditions suivantes:

ey + 1) — ¢y)=b + biei(y) + ble.()) + ... + ble(y)
501(?/ + I)—¢1(y)zc

l (mod p).

La seconde congruence donne

e, (y) =cy + d;

en remettant cette valeur dans la premiére et développant suivant les
fonctions (y),, on a un résultat de la forme suivante

e+ 1) —eW)=b + by + b)) + ... + L (Y)as
d’ou
¢(¥)=¢0) + by + bi(y) + (9 + - -+ + iH)arr-
Done toute substitution de H est comprise dans 'expression
z ax + by + by + by* + ...+ b,y ! 1
y cy+d |

)
par conséquent elle est le produit d’une substitution de I par une autre
de la forme suivante:

T=|w,y ax+ by, cyl.

Evidemment les substitutions 7' forment un groupe, que nous désignerons
par H'.
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Quand « = p— 1, on a b = o; nous démontrerons maintenant que,
sans nuire a la généralité, on peut supposer b =0, méme si a < p— 1.
En supposant ¢"*!' =a (mod p) on trouve

T cm(a-{-l)m + ”Zbc(m—l)(a+1)ya+l

1')11 —

y "y

et en faisant m égal au plus petit exposant pour lequel ¢"=1 (mod p):

b
+1
T =|z,y 'x—{—m;y” Y

Or, si T'on n'avait pas b=o0, la substitution 7™ serait de Vordre p, et
par conséquent l'ordre de H serait divisible par p**?; cela étant contre
I'hypothése, on conclut que si dans une substitution 7 de H’ on a

a — ¢t =o,
on a en méme temps
b=o.

Supposons maintenant que H’ contienne les deux substitutions
T='z,y ax+ byt cyl, ' =lo,y ax+dy,eyl;

on trouve

+1 +1
@ x + abl —_ alb =+ bclf — bl (:a 1/a+1

T"]T]T. T]"l = a,caTLI )
Yy I

Cette substitution, qui est étrangére 4 I, doit étre identique, car autre-
ment son ordre serait p, ce qui est impossible; donc on a

b b
(7) 1a.+1 = TS (mod p).

a; — ¢}

Cela posé, transformons le groupe H par la substitution
pose, group

U= o,y o+ gty
qui est permutable a4 I; on trouve

U'TU={w,y ax+ [b—r(e— ™y, cy;
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donc en faisant
b

a —

d}

ct/,—*—'i ’
on a
U'TU=|z,y az,cyl;

de plus la congruence (7) fait voir que les transformées de toutes les
autres substitutions de H’ prennent la méme forme.

Il est donc démontré que, pour les groupes de la premiére espéce,
a étant > o, on peut supposer le groupe H' formé de substitutions de
la forme

oy ax,eyl;

: . ) — 1)? : p— 1)
l'ordre de H' cst done e Z ) , celui de H est p”“(‘l)——’;li--,

b étant un diviseur de (p — 1)°

le nombre

4. DPassons aux groupes de la seconde espéce. Quand a = o, le
groupe [ contient seulement les puissances de la substitution

t=1& &+ 1] (modp?),

par suite toute substitution de J/ est le produit d'une substitution de I
par une substitution de la forme &, a& ', ont « cst prenier & p, et ap-
partient & un exposant qui est premicr & p. Donc en désignant par ¢
une racine primitive du module p? les valeurs de « sont de la forme
7", par conséquent l'ordre de H est égal a

»p—n

L,
L étant un diviseur de p — 1.

En général toute substitution U de H doit vérifier I'équation

tl = US,
S étant une substitution de /. En faisant
U=15 ¢(8)],

on a ainsi la condition suivante:

e(§ + 1) —¢)=m, + plie @) + my(ed) + ... + a,(p€)"] (mod p?)

Acta mathematica, 11, TImprime le 27 Février 1888, 27
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On en tire

¢+ 1) —e@)=m, (mod p),
d’ou

¢ (&) =mé + ¢(0) (mod p).
En remettant ce résultat dans la congruence primitive, elle prend la forme
e+ 1) —p&) =n, + pin, & + 0,8 + ... 4+ n,&) (mod p?).
Comme nous avons supposé a < p — 1, on en tire
)=+ b+ p(a,E + 0,8 + ...+ @, &) (mod p°).

Donc toute substitution de H est le produit d’une substitution de I par
une substitution de la forme suivante

T=|& ag-+ pbe+|.

Ces substitutions forment un groupe H'. En supposant

on a
11"4 — i E amé + ))bnzam—l $u+l I;
si 1'on. fait m égal au plus petit exposant pour lequel ¢” = 1 + ph, il vient
Ir==|& &+ p(hs + bma™— &) |;

on en conclut que b =0, car autrement 7' serait de lordre p sans étre
contenu dans /. Ainsi la congruence

a =1 (mod p)
entraine celle-ci

b=o (inod p).

Or je dis que le groupe H ne peut contenir qu'une seule substitution
pour chaque valeur de a. En effet, s'il contient

T==|& af+ pb&*'| et T, =& af+ pbd|
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il contient aussi

T-T, =€ &4 prlen,

qui, étant de l'ordre p, doit étre contenu dans I; donc on a b, =5 (mod p),
1___
T—=T1T..
Par conséquent les valeurs du nombre @ sont les puissances d'une
certaine valeur primitive; donc les substitutions de H' sont les puissances
de Tune d’clles, T ; soit

En transformant H par la substitution
- o Lo -1
U=|& &4 pr&t,
I n'est pas changé, et lon a

UPT U= & @& + piby — ra, — agth)] &+ |,

Or, si b, n'est pas congru a zéro (mod p), @, — @' ne lest pas non
plus; nous pouvons donc faire
bo
;= -———75 (mod ;
Ay — ag-j.l < p)’

ce qui donne

U, U—=|& af

On peut donc supposer que les substitutions de H' soient de la forme
| & af|; d'autre part toutes les substitutions de cettc forme contenues
dans G appartiennent 4 H'. Si ¢ > p, faisons a=a + a’p, ou a’' < p;
on a

Iy

N all
& e =1§ o8 . & S+ p

et comme le dernier facteur appartient a I, on peut remplacer a par a'.

—_ pet2(p — ,
Donc l'ordre de H’ ecst 2—)—h——[, celui de H est I—%—ﬂ, h étant un

diviseur de p — 1.
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Il est facile d'exprimer les substitutions de H par deux indices
pris suivant le module p. En effet, ayant

I'=| & af]| (mod p?),
et faisant
g pr y<p.

ay =% (mod p), 7> 0, 7 <P,

et désignant enfin par E(m) le plus grand nombre entier contenu dans
la fraction m, on a

aé = apx + ay == apxr + ])E(%) + ;3
done

roar + E(C;—)y> : roar + _[_«j(ﬂ

| -2’) (mod p).
¥ oy w |

T=-

1

5. Tl nous reste # considérer l¢ cas ou lo groupe [ ne contient
que les p* substitutions

e,y w4+ a,y+ bl

Le groupe H dérive évidemment des substitutions de I et de celles d'un
certain groupe F' d'ordre 7, dont les substitutions sont de la forme

z,y ar + By, e+ oyl

Inversement I renferme toutes les substitutions linéaires de ¢. Il faut
donc trouver tous les groupes contenus dans le groupe linéaire homo-
gene a deux indices dont les ordres sont premiers & p. La résolution
de cc probléme, beaucoup plus compliqué que celui que nous avons
traité, peut d¢tre tirée de la détermination des groupes finis, contenus
dans le groupe linéaire infini & deux variables, faite par M. JorpAN
dans son Mémoire sur les équations différentielles linéaires a intégrale algé-
brigue (Journal fur Mathematik, Bd. 84).' En effet, I'analyse de

' Ainsi M. GIERSTER s'en cst servi dams son énumeration des groupes partiels

contenus dans le groupe lindaire fractionnaire & un indice (Inauguraldissertation, Leipzig

1831).
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M. JorpaN repose eutiérement sur la circonstance qu’un groupe fini ne
peut contenir aucune substitution de la forme

x,y 2@+ )‘?/) )y &Y

4 étant différent de zéro, son ordre ne pouvaut étre fini; pareillement,
dans notre probléme, l'ordre d'une substitution de cette forine est toujours
un multiple de p; elle ne peut donc appartenir & /’. En lisant la
déduction de M. JorpAxn, on voit aisément qu'on obtient toutes les formes
du groupe H’, en remplagant les variables x et y par des indices pris
suivant le module p, et changeant les équations de condition auxquelles
doivent satisfaire les constantes, en des congruences (mod p). Dans I'énu-
mération suivante les indices £,y sont ou réels, ou des nombres imagi-
naires et conjugués de la forme @ + be, e étant racine d’une congruence
irréductible du second degré; ils sont réels ou imaginaires cn méme
temps que les multiplicateurs de la premiére substitution, désignée par
A et donnée sous forme canonique. Nous appellerons, avec M. Jorpax,
substitutions de la premiére espéce celles qui, mises sous forme canonique,
multiplient les indices par des mnombres différents, substitutions de la
seconde espéce celles qui multiplient les deux indices par un méme
nombre, nécessairement réel; et nous dénoterons ces derniéres cn écrivant
simplement le multiplicateur, par exemple

=&y af,ap), —1=|&y —& -7

Premier type. lLes substitutions sont de la forme

A=|&,7 o,y

Deuxieme type. Le groupe dérive d'un groupe de premier type com-
biné avec une substitution de la forme

B=\|%,3 c¢y,d].

Troisiéme type {type tétraédrique). Lc groupe dérive des substitutions

A=1&4 4, —iyg|, ou "4 1:0 (modp)
B=|&,y iy,s5|, o rs+4 1=0,

| 1 — 1

& m——(§—17y)
C = i, m étant réel,
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et d’un certain nombre de substitutions de la seconde espéce. Parmi
celles-ci se trouvent toujours A®? = B’=— 1, (= —m?® L'ordre du
groupe est égal & 12w, w étant l'ordre du groupe formé des substitu-
tions de la seconde espéce contenues dans H'. Le groupe alterné entre
quatre lettres a, 3, r, ¢ est isomorphe a H’'. En désignant par le signe
~ qu'une substitution de H’ correspond a une substitution entre «, 4, r, &,

on a
a~ 1, ad~ (@) o), uB ~ (ad)(fr) , aC ~ (afy).

On doit évidemment omettre ce type quand p = 3.
Quatriéme type (type octaédrique). Les groupes de ce type dérivent
d’'un groupe du troisicme type et d'une substitution de la forme

D=|&,9 e&,cip|,
ou ¢’ =fi, f étant réel. Dans l'expression de la substitution C on peut
toujours faire m=1. Le groupe symétrique entre 4 lettres est isomorphe
a H'; on a

aD ~ (ayf30) , aBD ~ (y6).

L'ordre du groupe est 24w; par conséquent il doit étre omis quand p== 3.
Cinquieme type (type icosaédrique). Le groupe dérive de substitutions
de la seconde espéce et des trois substitutions suivantes:

A==&,p 65,07'y]|, ou T =0,

B==|&,9 rp,s&], ol rs4+ 1=0,
& X+ oy . .

(= U A= ==
| 7 -—8//-'——)771’ ey =Tk

et ou par conséquent

P4+ pi4r=o

Le groupe contient toujours la substitution B®’= C’= — 1; son ordre
est égal a4 60w, w ayant la méme signification que plus haut; il n'existe
que pour les nombres p de la forme 10k + 1. Le groupe alterné entre
cinq lettres a, B, , ¢, ¢ est isomorphe au groupe icosaédrique; on a

ad ~ (affyée) , aB ~ (Be)(yd) , aC ~ (0)(re) , ad’C ~ (afy).
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L.e groupe H' appartient donc toujours a l'une de ces cinq types,
et il peut étre réduit & l'une des formes canoniques ci-dessus par une
transformation linéaire, qui est réelle ou imaginaire en méme temps que
les indices £ et 3. S'ils sont réels, on peut simplement changer & et
en x et y, puisque toute substitution linéaire et réelle est permutable au
groupe I. Au contraire, si £ et » sont imaginaires, et qu'on veuille
conserver I sous sa forme réelle, il faut réduire 4, B,C, D & des formes
réelles, ce qui ne présente pas de difficulté. Mais comme, dans la suite,
nous pourrons nous servir des formes canoniques méme s'ils sont imagi-
naires, nous omettrons ces calculs.

§ 3. Sur le nombre n.

6. Le groupe G contient np + 1 groupes de lordre p**’, que nous
désignerons par
I,1,I,...,1

np*

En les transformant tous par les substitutions de I, on obtient un groupe
de substitutions entre les I, isomorphe & J,. Si I'on réunit en systémes
ceux qui sont permutés entre cux d'une maniére transitive, le nombre
des groupes contenus dans chaque systéme est une puissance de p, I,
seul formant un systéme du degré 1. On a donc une équation de la
forme suivante:

np = nP" 4 NPk 4 N, p" A4 ..

les nombres 7, , ,, 7, , ... étant tous égaux ou supérieurs & 1. Suppo-
sons que I, fasse partie d'un systéme du degré p"; I, est évidemment
permutable aux substitutions d’'un groupe K de l'ordre p***~" contenu
dans I,. Le groupe K sera aussi contenu dans I ; en effet, si le nombre
des substitutions communes a I, et a K est égal a p“**"~* le groupe
dérivé des substitutions de I, et de K aura pour ordre p"+***, d’on l'on
conclut que s=o0, lordre de G n'étant pas divisible par p“*°. Inverse-
ment, si les substitutions communes a I, et & I, forment un groupe de
Vordre p*+*—, I, fait évidemment partie d'un systéme du degré pm.
Spécialement, si », = 1, I, appartient & un systéme du degré p; or K
étant dans ce cas permutable aux substitutions de I, il sera contenu
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dans tous les groupes du systéme, et sera permutable a leurs substitutions.
Done, si l'on désigne par K , K,,..., K, les groupes de l'ordre p**'

contenus dans &, 'un quelconque d'entre eux, K,, sera contenu dans les
groupes d'un nombre », de systémes, et 'on aura

Wp =P A P A e A np 4 WP

les nombres T2y My o 0e, B, pouvant étre nuls, tous ou en partie. Pour
discuter cette équation nous distinguerons dans la suite plusieurs cas, qui
différent par Vespéce du groupe ct par la valeur de a.

7. Commengons par les groupes de la premiére espéce olt a=o0.
Les groupes K, sont en nombre p 4 1, chacun d’eux contenant les puis-
sances d'une seule substitution

S=|w,y v+a,y+Dbi;

vy b :
nous ferons lindice + congrn au rapport -. Supposons que K, soit con-
a —
[
tenu dans les groupes des n, premiers systémes, savoir les groupes
IL,1,,...,1,,, et soit G le groupe formé des substitutions de G qui
sont ¢changeables & . Les substitutions de chacun des groupes I étant
échangeables entre elles, ¢, contient [ , I, ,..., I, ,, mais il ne contient
A 116 < oP a b P A Q n 2
aucun des groupes I, .., ... I,. Par conséquent son ordre est p’r (n,p+41),
7, ¢tant lordre du groupe II; qui conticnt les substitutions de H' échan-

geables & S. De plus, K, étant intransitif, (7, est non-primitif, ses sub-

By

npt

a

stitutions remplacant les ¢léments de chaque cycle de § par les éléments
d'un méme cycle. Il existe donc un groupe G du degré p, isomorphe
a G, ct l'on voit aisément que son ordre sera

pa,(n,p + 1),

ce qui réduit tres comsidérablement les valeurs que peuvent avoir s, et
z,. Notamment on sait, cn vertu de deux théorémes de M. E. Marmier
(Journal de Liovvinne, année 1861, p. 310) qu’'on ne peut avoir 7, =1,
sans avoir », = 0, et qu'on a également n, =0, si =, = 2, p = 4h 4 3.
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lecherchons done quelles sont les substitutions de JI' qui penvent
étre échangeables a unc substitution de 1. Soit

T=|2,y ax+ fy,re+ dy|

une substitution de H’, et supposons que, réduite 4 sa forme canonique,
elle devienne R
Pl 0
T=1&7 s&s7);

on sait que s, et s, sont les racines de la congruence
8" —(a + 0)s + ad — fr =0 (mod p),

et qu'on peut faire

§= (s, —a)r + fy, 77::(82—(')).’)'7-{—ﬂy.

Exprimant § par les nouveaux indices on a

on

A= (s, — 6)a+ f3b, B = (s, — d)a + f3b,

et T'on trouve
T7'8T =&,y &+ s A,y + SQBI.

Pour que T soit permutable au groupe K,, il faut que 7-'ST = 8™, d'on

(s, —m)d =o, (s, — m)B=o0 (mod p).
Done si T' n'appartient pas & la seconde espéce, il faut avoir
s, =m, B=o, ou s =m, Ad=o.

Le nombre m étant réel par définition, on a le résultat suivant: parmi
les substitutions de la premiére espéce de H' celles seulement qui sont
réductibles & des formes canonigues réelles, peuvent étre permutables &
un groupe d'ordre p contenu dans [ ; inversement, chacune de ces sub-

stitutions est permutable a deux groupes, savoir
v
IL’;—".: et If.":_it’
a B
et n'est pas permutable aux autres.

Acta mathematice. 11. Tmprimé le 9 Mars 1888, a9
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St T doit étre échangeable &4 S, il faut de plus que l'un de ses
multiplicateurs soit congru & 1; en supposant s, =1, on a

1—a—0 -+ 8, =0;
alors 7' est échangeable wux substitutions du groupe

Ko,
#

et il est en outre permutable au groupe K,_,.

B
Soit maintenant I' une substitution de I’ de la premiére espéce et

échangeable & S; réduite a sa forme canonique elle sera

TZSIE-’W 5,3,"7[,
et 'on aura

S=|&,9 €4+ 4,9

Les substitutions de H’ permutables au groupe K, ont la forme suivante

a

T =|&,9 mé&+ry,myl;
mais on trouve

1—3
—_ r—1 .
T7TT. 1" =&,y E+r—>™"0,7 |,
27

. T s s
ce qui montre qu'on doit avoir r=o0 (nod p). Il sensuit que toutes ccs
substitutions sont échangeables entre elles. IEn particulier les substitu-
tions de H' échangeables & § sont les puissances d'une seule d’entre
elles; soit 7' cette substitution. De plus toute substitution de H’ per-
mutable & XK, est le produit d'une puissance de 7' par une puissance

a

d’'une seule substitution
I'=&, 9 aé, byl

Les substitutions de G qui sont permutables a K, forment un groupe

a

G,, qui contient 7, et les substitutions de G|, mais ne contient aucun
des groupes I, ..y, L, ,42,-... Par conséquent son ordre est égal a

plmm(np + 1), ot 7, est Uexposant de la plus petite puissance de ¢
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congrue & 1. Le groupe G, ecst non-primitif, tout comme G ; donc il
ol al ] ’ 3 1 . [}

existe un groupe G; du degré p, isomorphe & G,; l'ordre de ce groupe
est évidemment

pmmy(mp + 1),

7, désignant lexposant de la plus petite puissance de b, congrue & une
puissance de s,. Si 7z > 1, cela donne une nouvelle réduction des valeurs
de n,.

8. Supposons que H' soit du premier type, et supposons que ses
substitutions soient ramenédes & la forme canonique

&7 ad, by,

Si maintenant & et 3 sont imaginaires, @ et & nc peuvent cétre récls sans
étre congrus (mod p), done, outre la substitution identique, aucunc sub-
stitution de I’ n'est échangeable & une substitution de I,. Par suite
les nombres n, , %, , ... sont nuls, et Vordre de @G cst de la forme

0 = p*z(w'p* + 1),

x étant un diviseur de p* — T1.

Si au contraire £ et y sout réels, il est permis de les remplacer par
x et y. Parmi les groupes d'ordre p, contenus dans I,
deux, savoir K, et K,, dont les substitutions sont échangeables a des
substitutions non identiques de H’. Soit ¢, l'ordre du groupe contenu

dans I’ dont les substitutions sont de la forme

il n'y a que

tTL Y X, iy,

ct 4, Tordre de celui dont les substitutions sont de la forme
i .
Lo,y ma, Yyl

on aura

D'aprés les numnéros 6 et 7, on a

O = p=p® + np + w,p 4 1),
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7 étant un diviseur de (p — 1)’ Le nombre
8 o
P00, (np + 1)

doit étre l'ordre d'un groupe du degré p, contenant un autre de l'ordre

po,(n.p + 1);
pareillement
16,0,(m,p + 1)

est lordre d'un groupe du degré p, contenant un autre du degré

po,(n,p + 1).

On a m =0 si ¢, =1, ¢t n,=0 si ¢, ==1; quand p est dc la forme
4h + 3, on a méme n, =<0 si § =2, ¢t n,=0 s §,==2. Les sub-
stitutions de H’ étant toutes permutables aux groupes K,, K, , l'ordre
des groupes que nous avons désignés par G, est p*z(n;p + 1). Il s'ensuit

que w'p + n, est divisible par n,p 4 1, et #'p 4+ n, divisible par 2,p 4+ 1.

9. Considérons le cas ot I{' appartient au deuxiéme type. La
woiti¢ des substitutions de H' ont la forme

82\5777 “5’[)77%

A

4

et forment un groupe I de Uordre =; les autres sont de la forme

N

TZIG’W 077"15\['

Supposons en prender liew que & et 3 soient réels; ils peuvent alors dtre
remplacés par x et y, sans changer la forme du groupe I,. Nous écrirons
done

S=iw,y ax,by,, T='iz,y cy,da.

Puisque H” contient la substitution 78T = z,y bz, ay , les valeurs
de @ ct de b sont les mémes; clles sont donc les puissances d'une sculc
d’entre elles. Nous conserveront la lettre a pour désigner cette valcur,
en la supposant racine primitive de la congruence

=

=1 (mod p).
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Le groupe H” cn contient un autre donc les substitutions ne font pas
varier lindice ©; ce groupe est formé des puissances d'une scule sub-
stitution

e=\2,y x,dy

b

M

on peut supposer quc ¢ soit un diviseur de ¢; en faisant

lordre du groupe dont nous parlons est ¢,. De¢ plus H” contient unc
substitution de la forme suivante:

o'=|x,y ax,dyl;

évidemment, toutes ses substitutions sont contenues dans Lexpression ¢”e™,
¢t Tordre de H” est égal & ¢%¢, d’olt

—~ 5

7=20%5.

D’autre coté H'' dérive aussi des substitutions

p=1""9T= 2,y dx,y,, ¢=10"¢l—=in,y ae,a..

’

En exprimant que ¢] peut étre égalé & ¢"¢™, on obtient la congruence
t*— 1=o0 (mod ¢).

Les seules substitutions de H” échangeables & des substitutions non iden-
tiques de I, sont donc les puissances de ¢ et de ¢, qui sont échan-
geables respectivement aux substitutions des groupes I, et K,. Or, cn
supposant que G contienne n,p + 1 groupes dordre p® dont les substi-
tutions sont échangeables & celles de K, on en déduit, en les transfor-
mant par 7', un nombre égal qui ont leurs substitutions échangeables a
celles de K,. Toutes les substitutions de H” sont permutables aux
groupes K,, K,; le nombre des substitutions qu'elles produisent entre
les cycles de chaque groupe ecst évidermnment égal & ¢.

Voyons maintenant dans quels cas une substitution de la forme 7T
est échangeable & des substitutions de I,. En réduisant 7' & sa forme
canonique, on trouve

I &y RIS — iy
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il faut donc que ¢d=1 (inod p), donc
T=\w,y cy,c

On obtient toutes les substitutions de H’ de cette forme, en multipliant
I'une d'elles par les substitutions de H” dont les déterminants sont congrus
a 1. Ce sont les substitutions

‘ T , '_1/ uhﬁ;x , “—/u?;,!/ I,

ou 'on a fait

N a7 N N
i+ 1 = 0,71, 0 = 0,0,,
et par suite
6 = 0,0,0;, 7 = 200,0;,

0, ¢t t ctant premicrs entre Ccux. Le nombre % peut avoir les valeurs

0,1,2,...,(6,6, —1). Done, si H’ contient une substitution de la
forme | %,y ¢y, c'z], il en contient un nombre de 4,4,
Telle que nous l'avons déterminée, la substitution T est échangeable

aux substitutions du groupe K., c'est-a-dire aux puissances de

e,y +c,y+ 15

outre la substitution identique, clle est la seule substitution de I’ qui
posséde cette propriété. Or, si G contient un groupe G, de lordre
p 2(n,p 4 1), dont les substitutions sont échangeables a celles de K, .,
on en peut conclure l'existence d'un autre ayant ses substitutions échan-
geables a celles de [, pourvu que (G contienne une substitution qui
transforme K., en K,... Sans unc connaissance plus intime du groupe
¢/, nous nc pouvons chercher cette substitution que dans H”. Les sub-
stitutions de celui-ci transforment K1 en K,,—1, le nombre x4 pouvant
étre égalé & un multiple quelconque du plus grand commun diviseur de
0,0, et t— 1. Or on a vu que 4,6, divise ¢’ — 1, et que d, est le plus
grand commun diviseur de 6,0, et ¢ 4 1, donc 4, divise { — 1. En

désignant le plus grand commun diviseur de 6,0, et {— 1 par

¢ diviseran £— 1 et £ 4+ 1; on a donc e =1 ou ¢ = 2,
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Quand ¢ = 1, K,
P qui a ses substitutions échangeables & une substitution de la forme T
donc tous les groupes @, correspondants sont de l'ordre p’ 2(n,p+1).
Quand au contrairc ¢ = 2, K,, ne peut étre transformé qu'en K,—1,ms,;
donc la moitié des groupes &, sont de l'ordre p.2(n,p + 1), les autres
pouvant étre d'un ordre différent, p* 2 (n,p + 1).

Le groupe K, . est permutable aux substitutions du groupe d’ordre
20,0,¢ qui dérive de 7' et des substitutions de la seconde espéce de H".
Ces substitutions produisent, entre les cycles de K,. un groupe dont

Y

I'ordre est égal & 20,0, ou seulement & 4,d,e, suivant que ¢,d,¢ est
impair ou pair. En effet, la substitution — 1.7 ne déplace pas les
cycles de I(..

On posséde maintenant les données nécessaires pour appliquer les

résultats du numéro 7. On a, sl e=1

peut étre transformé en tout autre groupe d’ordre

O=p’z(w'p* + 20,p + 6,6,0,p + 1),

et, s1 ¢= 2,

a3

A N
2 102 . 0,0, ). 0 )
O=p ,‘<)a.p + 2u,p 4 ‘T’n?p -+ -‘5»- n,p 4+ 1>.

Les mombres #, sont compatibles avee lexistence d'un groupe du degré
p et de lordre pmm(np 4 1), contenant un second groupe de l'ordre
P (p + 1), Pour i=1 on a

=0, T, = 0,0y
pour ¢==2 ou 3
NN
4,08
=2, =" ou 4.0,z
B4 2 173

suivant que ¢,d,e est pair ou impair. En particulier on a #, =0 si
0, =1, 0u 81 d =2 avec p—4h + 3; on a B, =mn, =0 si p =4k + 3,
ct toutes les fois que ' ne contient pas de substitution de la forme
w,y ¢y,c'xw|. Enfin G contient des groupes des ordres

p?g(n.lp + 1), ph2d by + 1) et pt26,6,5(np + 1).
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Considérons en second liew le cas ou &, » sont imaginaives. Les
Al

substitutions de H’ de la forme S
elles, que nous désignerons par

sont les puissances d'une seule d’entre

.
S = |€, v/ (l-q,(tp)yl,
en supposant @ racine primitive de la congruence

=1 (modp);

) r . .
elles forment un groupe 71" de l'ordre Z. Le nombre m est un diviseur

de p® — 1; cn supposant
D] I
PP—1 = m.w,
on peut faire

ot
A

a=j",
7 étant unc racine primitive de la congruence

2*7'=1 (mod p).
En posant
8N NN
m = 0,0,, P+ 1 =00,

0,

, et 4, étant premiers entre eux, on a

’ P AN —— N
w' = 0,0,, p— 1= 0,0, T = 20,0,.

Qutre la substitution identique, aucune substitution de JI” n'est échan-
b

geable & unc substitution de I); en effet les multiplicateurs a”, o’ sont

imaginaires ou égaux. Parmi les autres substitutions de H' les

T'=\&,9 cp,c€|

seiles sont échangeables aux substitutions d'un groupe A’; comme cx,¢7'¢

sont des mombres conjugués, on a ¢’*'=1. On obticnt toutes les sub-
stitutions de I’ de cette forme e¢n multipliant I'unc d’elles par les sub-
stitutions de J{" a déterminant 1, c’est-a-dire par les

! Ny £

Lo Phia :
N/ a4 =g, @ ni

Par suite ou I’ ne contient aucune substitution de la forme

600 ],
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ou il en contient ¢

,» savoir les

(a) ; 6 .7 a"””o;; , a—hﬁzc—l&- I
En transformant 7' par S~*, on trouve
STS™ = |&,9 a" ey, a= PV

or on peut rendre a®~' ou g’ congru a

hsdy
a s

o h est un entier quelconque, ¢ désignant le plus grand commun di-

viseur de ¢, et d,; , et ¢, sont pairs, e = 1 dans les

1

autres cas. Donc si e = 1, les ¢, substitutions (a) peuvent étre trans-
formées les unes dans les autres par les substitutions de H’; au contraire,
si e=12, on en peut déduire la moitié de la substitution 7, Vautre
moitié de a*T. Dans le premier cas tous les groupes G, qui répondent
aux diverses substitutions (a) ont le méme ordre p* 2(np -+ 1), dans le
second la moitié des groupes &, sont de l'ordre p* 2(n,p + 1), les autres
pouvant avoir un ordre différent p*. 2(n,p + 1).

Enfin le groupe formé des substitutions de H' qui sont permutables
au groupe K. dérive de 7' et des substitutions de la seconde espéce
contenues dans H” savoir les

onacec=2sl¢

&, aT€é,ac q|;
lordre de ce groupe est donc 24,e; il produit entre les cycles de K, un
groupe dont l'ordre est 26,¢ ou ¢,e suivant que ,e est impair ou pair.
En vertu du numéro 7, on peut maintenant “faire les conclusions
suivantes:
Si e=1, on a
2 [ LY .
0 = p*n(n'p® + o,np + 1);
si & =2,

A\ 3 .
0=p27r<n'102 + Og‘n,p + S mp + 1);
il existe des groupes du degré p des ordres

p.2(np + 1), p.2(np + 1)

Acta mathematica, 11. Imprimé le 9 Mars 1888. 29
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contenus dans d’'autres groupes, dont les ordres sont respectivement

p.2d0,e(np + 1), p.20,e(n,p 4+ 1), si d,c est impair,
ou

po,e(n,p + 1), poe(np + 1), sl d,¢ est pair.

On a n, =n, =0, quand p est de la forme 4k -+ 3, et quand le groupe
G ne contient pas de substitution de la forme

&,y on,cE]
Enfin le groupe G en contient d’autres des ordres

p* 20,e(mp + 1), pi2d,e(m,p 4 1)

10. Quand H' est tétraédrique, le nombre p est > 3. Les sub-
stitutions de H’ sont les

a.ad,aB,aAB, aC". aA~'C’A, aB~'C'B, aB—'A~'C" 4B,

les lettres ayant la méme signification qu’au numéro 5. Les substitu-
tions @4 sont permutables aux groupes K,, K., pourvu que § et y
soient réels. Cela exige que — 1 soit résidu quadratique de p, c'est-a-
dire que p soit de la forme 4k 4+ 1. Or si H’ contient la substitution
i ou |€,y 1&,iy], il contient i4 et —id, qui sont échangeables respec-
tivement aux substitutions des groupes K, et K,. Comme on a

B 'iAB—= —id,

les deux groupes @, qui correspondent a K, et & K, sont les trans-
formés l'un de l'autre; ils sont donc d'un méme ordre p”. 2(np 4+ 1)
En transformant + id par C et C?, on en déduit + iB, + idB; donc
G contient six groupes de l'espéce que nous avons désignée par G, tous
de lordre p® 2(np -+ 1). Les groupes G du degré p qui y corres-
pondent ont pour ordre p.2(np + 1). Les groupes G, qui répondent
aux six groupes (, sont évidemment de l'ordre p’20(n,p 4+ 1); mais
comme la substitution ¢4 ne permute pas les cycles de K, V'ordre des
groupes (; sera p.o(np + 1)
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Le déterminant de la substitution aC étant «*m? sa congruence ca-

ractéristique est
$* — ams + a’m’ =0 (mod p),
d’ou
s=amiEV=3,

2
Pour que la forme canonique de aC soit réelle, il faut donc que p soit
de la forme 3k 4 1. On trouve ainsi

’ ’ [+\/:-§hl l_\/—'3 1|
aC= &,y am—z—q,am-—zrwq?.

La condition relative an nombre p étant remplie, (' est permutable
deux des groupes K, que nous désignerons par K’, K”. Les substitu-
tions «C” sont les seules permutables & ces groupes; en effet, dans le cas
contraire, H’ contiendrait un groupe d’un ordre au moins égal a 6w, a
substitutions échangeables entre elles (n° 7); par conséquent il existerait,
entre quatre lettres, un groupe de l'ordre 6 ou 12, contenant exclusive-
ment des substitutions échangeables entre elles, ce qui est absurde. Or,
gl 'on a

I — \/_:—3

I
m 2

a )

la substitution aC est échangeable aux substitutions de K’; si

L+yv—3
2

a =

g+

elle est échangeable & celles de K”. Dans le premier cas H' contient

la substitution ml—'*'__z\/ —3
et l'autre, il contient leur produit m? et, en vertu du n° 5, m®, et par
suite m, c'est-d-dire qu'on peut faire m=1. Soient, pour abréger, C’

et 0 les substitutions qui répondent aux deux valeurs de a:

3

I —— . .
, dans le second m L —Y " 3: il contient 1'une
2

:__' gt ’ I—/:_I ’
¢ =&, 7 {_.,,_1+\2u,7 £, 7 *—“;—35,77;

('/71/ —

’

C” n'est pas la transformée de C’ par une substitution de H'; c'est ce
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qu'on voit sans calcul, en se souvenant de la correspondance qui a lieu
entre les substitutions de H’ et celles du groupe alterné entre quatre
lettres. L’ordre du groupe G,, formé par les substitutions de G échan-
geables & celles de X’, peut évidemment étre exprimé par p”. 3(n,p -+ 1);
celui de G est donc p.3(n,p 4 1). Le groupe G, est de lordre
p’3wm,p + 1). Or les substitutions communes & G, et H' sont les
aC"; §'il den trouve parmi elles qui ne permutent pas les cycles de K,
ce ne peut étre que les puissances de C”; cette circonstance ne se pré-
sente donc que dans le cas ou l'on peut faire m = 1. Par suite 'ordre
du groupe G sera po(n,p + 1) si m = 1; mais il sera p.3w(n,p + 1)
dans le cas contraire. Quant aux groupes analogues qui répondent &
K", il suffit de remplacer », par une autre lettre n,. Des substitutions
C’, 0" on déduit, en les transformant par 4, B, 4B, six autres substi-
tutions, échangeables respectivement aux substitutions de six autres des
groupes K,. Donc on a quatre groupes de lespece G, qui sont de
Vordre p® 3(n,p 4 1), et quatre de l'ordre p*3(n,p + 1).

De ce qui précéde on tire les conclusions suivantes:

L'ordre de G est déterminé par la formule

0= p’ 120(n'p® + 6n,p + 4n,p + 4n,p + 1).

On a #, =0, quand p est de la forme 12h+4 7 ou 12h+4 11,
et quand H' ne contient pas la substitution ¢,

n, = n, = 0, quand p est de la forme 12h 4 5 ou 12k 4 11,
n, = o, quand G ne contient pas la substitution ml_"_'__‘z/__-”,
n, = 0, quand G ne contient pas la substitution ml__\z/L:?i.

Les nombres =, sont compatibles avec l'existence d'un groupe du degré
p et de lordre p.m .m(n,p + 1), contenant un groupe de lordre

w
p.mnp + 1); pour ¥ = 1 on a m, == 2, = pour 7 = 2 et r = 3,

. . . . w
on a w, = 3, et, si H' contient la substitution m, =, =35 dans le cas

contraire on a 7, = w. Enfin G contient des groupes des ordres

pl20(mp + 1), p’ 30(m,p + 1), p". 30(np + 1)
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11. Quand H' est octaédrique, on a aussi p > 3. Les substitu-
tions de H’ sont: les substitutions d’'un groupe tétraédrique ou lon a
m = 1, les 6w transformées des «D, les 6w transformées des aBD. On
connait déja les groupes K, qui sont permutables aux substitutions té-
traédriques, et 1'on connait les substitutions tétraédriques qui sont échan-
geables aux substitutions de ces groupes; mais évidemment on ne peut
employer immédiatement ce qui a été dit sur 'ordre des groupes G, Gy,
G,, G, qui s’y rapportent.

Les substitutions aD ou |&,% aef, aeip| sont permutables aux
groupes K, et K., comme le sont les ad, pourvu que p = 4h 4 1; en
effet e est réel en méme temps que &. Donc le groupe G, correspondant
a K, est de Yordre p®. 2(n,p 4+ 1), si H’ contient la substitution ¢, mais
ne contient pas e¢. Si H’' contient e il contient aussi i; en effet D*4 se
réduit & e%; dans ce cas lordre de G, est p’. 4(np + 1). Le groupe
G, est de lordre p*. 4w (n,p + 1); G; est de lordre pw(n,p 4+ 1), quand
H' contient e, mais de lordre p.2w(n,p 4 1) dans le cas contraire;
c’est ce qu’on voit en remarquant que la substitution ¢
pas les cycles de K.

+~'D ne permute

On a vu, au numéro précédent, que les substitutions aC” sont per-
mutables aux deux groupes K’, K”; évidemment elles sont les seules
substitutions de H' permutables & ces groupes. Dans le cas qui nous
occupe, les groupes K’, K", ainsi que les substitutions C'", C""", se trans-
forment 1'un dans l'autre au moyen de la substitution

F = ABD.

En "effet, dans le groupe symétrique entre les lettres «, 8, r, d, qui est
isomorphe & H’, la substitution (afy) correspond a C, (¢f) a F, donc
F~ICF et C* correspondent & (ayf) d’on

'10r = oC?
comme d’ailleurs C a son déterminant congru a 1, on doit avoir
FCF = + 1.07%,
d’ou

FIC0F = + 1.C%
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or, comme on a C°= — 1, on en conclut quil faut prendre le signe
inférieur, donc
F-ICF = — (C*.
. I—y—3
En faisant, pour un moment, « = ——;/-——3’-, on a

aC =, 0=,
. :

Ev.—]cyll"v —_ acﬂ — %02 —_ 0//2,

[/
1"_)(/'”1’1 — 1_(/12 — a202 — 012
[/

Ainsi, dans le résultat final, les deux termes au coefficient 4 qui se pré-
sentent dans le cas ot H est tétraédrique, se réunissent ici en un seul
terme au coefficient 8. Les ordres des groupes G, G, &,, G, sont
évidemment les mémes que dans le cas précédent en supposant m = 1.

On a 7
eBD = &,y arey, aseif |;

la congruence caractéristique de cette substitution étant
o’ 4 a’¢’i= o (mod p),
elle se réduit a la forme canonique
aBD = | &,y ae\—i&, —ae—7iy |.

Pour que &, % soient réels, il faut que ey—; le soit. En supposant
P = 4h + 1, e est réel; par conséquent il faut que — ¢ soit résidu qua-
dratique de p, c'est-a-dire que p doit étre de la forme 8%’ 4 1. A cette
condition @BD est permutable & deux des groupes K,, que nous dé-
signerons par K, K”; d’autre c¢oté on voit que les @ et aBD sont les
seules substitutions de H’ permutables & ces groupes. Si maintenant H’
contient la substitution e,/— ¢, on peut faire
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on obtient ainsi les deux substitutions
isl, ﬁ’ &-/,__771|’ 151’ 77/ _61’77/],

échangeables respectivement aux substitutions de K et de K””. D’ailleurs
ces substitutions sont les transformées I'une de l'autre, car en effet on a

A-'BDA = — BD;

K" est donc la transformée de K" par 4. Il s'ensuit qu'en transfor-
mant le groupe @, correspondant a K'” par les substitutions de H’, on
obtient douze groupes @,; tous de l'ordre p’. 2(m,p + 1). Les groupes
G, , G,, G; ont respectivement pour ordre p.2(n,p + 1), p°. 20 (n,p + 1),
po (n,p + 1), comme on le voit aisément.

Quand p = 4% + 3, le nombre n, cst nécessairement nul; en effet
la supposition contraire entrainerait l'existence d'un groupe du degré p
et de lordre p.2(np + 1).

On a donc le résultat suivant:

0= p’240.(Wp* 4 6n,p + 8n,p + 120,p + 1);

n, = o, quand p = 24h 4 7, 11, 19, 23, et quand H’ ne contient
pas la substitution ¢;
n, = 0, quand p = 24k + 5, 11, 17, 23, et quand H’' ne contient

[
pas la substitution %__3;

n, = 0, quand p = 24h 4+ 5,7,11,13,19, 23, et quand H' ne
contient pas la substitution e — .

Les nombres #, admettent I'existence d'un groupe du degré p et de
l'ordre pm 7, (n,p + 1), contenant un autre de l'ordre prm (n,p 4 1), olt
les nombres 7, , 7, sont déterminés de la maniére suivante:

w .
pour r =1, on & 7z'1=4,n';=z, ou 7w, ==2, 7, = @, sulvant que

H' contient ¢ ou non.

. ’ (0.
.7:2’ 7[‘123, 72‘2:-57

. - ! w
1:0’ 7:1::2, 7[2:—_::.



232 L. Sylow.

Enfin le groupe G contient des groupes des ordres
pao(np + 1), p’. 30(n,p + 1), p* 20(n,p + 1)

12. Quand H’ est icosaédrique, le nombre p est de l'une des
formes 10k 4 1, 10h — 1. Par une analyse toute semblable & la pré-
cédente on trouve:

0 =p*. 60w (n'p® + 12n,p + 20n,p + 3on,p + 1),

n, = 0, quand p =60k + 19, 29, 49, 59, et quand H’ ne contient
pas la substitution 6;

n, =0, quand p= 60k 4 11,29, 41, 59, et quand H’ ne contient

1+ \/:?.

pas la substitution ;
2

#y =0, quand p==60h + 11, 19, 31, 59, et quand H’' ne contient
pas la substitution i.

Le nombre n, admet l'existence d'un groupe du degré p et de l'ordre
pw(n,p+1), contenant un autre de 'ordre pm(n,p-+1), ot pour r=1,2,3,
le nombre 7, est respectivement égal a 5,3, 2. Le groupe G contient
des groupes des ordres p’. sw(n,p + 1), p* 30(n,p + 1), p’.20(n,p + 1).

On remarque que dans les cas ou H' est de I'une des trois types
polyédriques, les coefficients qui, dans l’expression de O, multiplient les
termes en #,p, sont les nombres des sommets, des faces et des arétes des
polyédres correspondants.

13. Le cas ou G est de la seconde espéce, a étant nul, est facile
a traiter. En effet, I, ne contient que les puissances de la substitution
t=|e,y @+ U1y + 1];

par conséquent il ne contient qu'un seul groupe K de lordre p, qui est
formé des substitutions
" =|z,y w+4a,y|

En supposant K contenu dans », des groupes I,, il existera un groupe
G du degré p et de l'ordre pm (n,p + 1), o le nombre 7z, est Vordre
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du groupe renfermant les substitutions de H’ échangeables & #. Or, les
substitutions de H’ étant toutes de la forme

)

z,Y aw—l—E(%),ay

on a évidemment 7, = 1, d’ou #, = 0. Donc l'ordre de G est exprimé
par.la formule

0 =p*z(n'p® + 1).

14. De ce qui est dit aux numéros précédents on peut conclure
que, si a=—0 et w=1, on a n—=o0. En effet, sous cette hypothése le
groupe G est de lordre p*(w'p*® + 1), et contient »’p® 4+ 1 groupes de
Vordre p*. Deux quelconques de ces groupes n'ayant en commun que
la substitution identique, le nombre des substitutions des ordres p et p*
est égal & (p® — 1)(w'p® + 1); ces substitutions déplacent tous les éléments.
Les substitutions qui ne déplacent pas un élément donné quelconque u, |,
sont en nombre #n'p®-+ 1; par conséquent elles coincident avec les #'p*4-1
substitutions dont lordre est premier a p, en dautres termes, ces der-
niéres ne déplacent aucun élément. Donc #' =n=o.

On a ainsi le théoréme suivant, analogue au premier des théorémes
de M. Marnieu, cités plus haut:

Tout groupe transitif G du degré p® contient un groupe transitif I’
d’ordre p?; si G ne contient pas de groupe plus général dont les sub-
stitutions sont permutables & I', G coincide avec I

15. Soit maintenant a = 1, et supposons que G soit de la premicre
espéce. Un groupe K de Tordre p* contenu dans I, et I, pourrait étre
transitif ou intransitif. Si K est intransitif il est formé des substitutions
g701"; une substitution I' de I, étrangére a K, transformera 6, en 62,
car évidemment 6, et ses puissances sont les seules substitutions de K
qui déplacent tous les éléments. Par conséquent 7" aura la forme suivante:

T=l|z,y az+ ¢,(y), ¢,¥) -

De plus T transformera 6, en 64, ce qui donne

Ifal b
T=|z,y a4+ ¢(y),59—2

Acta mathematica. 11. Imprimé le 12 Mars 1888, 30
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Pour que cette substitution soit de Yordre p, il faut que
a=c=1 (mod p);

mais alors T serait contenu dans I, ce qui est absurde. Donc le groupe
K ne peut étre intransitif.

Si I est transitif, il dérive de deux substitutions échangeables entre
elles, S et 7, dont l'une fait varier l'indice y; on peut donc supposer

S—e@:t, T— 66"
mais on trouve
STITS — ¢t7'Tt = 657467,
donc d est égal a zéro. Par conséquent il est permis de faire
S—@t  T—é,

Or I, dérive des trois substitutions 6;, 4;, ¢ analogues respectivement
a 0,,0,,t et I'on voit que 6, qui est échangeable & ] et & ¢/, ne peut
étre étrangére & K; en effet, dans ce cas, les p’ substitutions de I, se-
raient échangeables entre elles, ce qui est absurde. De plus, 6; ne peut
étre une puissance de @, car alors I, étant entierement déterminé par
6; et S, se confondrait avec I,. Donc on peut supposer

0, = 66, U =0,

Ces substitutions déterminent complétement I,; d’ailleurs, aux p valeurs
qu'on peut donner au nombre @ répondent p groupes de l'ordre p? tous
contenant K et contenus dans G; en effet on a

O0,0: = 05°6it, G700 =t = .

Il en résulte que le groupe G contient un groupe @,, dont les substitu-
tions sont permutables a K, et dont l'ordre est égal a

pr(p + 1),

7' étant un diviseur de 7. D’autre part, G ne contient d’autres groupes
de la méme espéce que G); c'est ce que nous démontrerons, en faisant
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voir qu'on a nécessairement b = o. Pour simplifier les calculs, intro-
duisons, au lieu de z, le nombre

sz—b(y)r
On trouve
00=t’=l§,?/ E+Iay|; 01::]5,?/ 5+3/,3/§;
t=|§7,7/ E_b]/,?/"l'lla 03=0’1’t=[5,y an+l|

La substitution ¢ doit étre échangeable a ¢;, en ne faisant pas varicr
Vindice &; elle doit en outre satisfaire & la relation

U0t = 60,7165
donc elle aura la forme suivante

Ainsi le groupe @,, contenant les deux substitutions

-

*E;?/ E+y7?/|’ I;,'I, an+él’

contiendra toute substitution linéaire et homogéne par rapport aux in-
dices &,y dont le déterminant est congru & 1 (modp) (voir le Traité
des substitutions de M. JorRDAN, n° 121), entre autres celle-ci

- I
S,y 1€,y T, Y

y,J.

ol r peut avoir toute valeur non congrue & zéro. Or cette substitution
appartient évidemment au groupe H; donc comme nous avons supposé
que les substitutions de ce groupe soient contenues dans l'expression

2,y a4+ By 47,00+ ¢,

il faut qu'on ait & = o, comme nous 'avons annoncé. On a vu en méme
temps que le groupe H contient toutes les substitutions

T,Y "0, Y\

comme d'ailleurs toutes les substitutions de H sont permutables a X, on
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a 7 =gz Lordre de G, est donc O = p’z(p + 1), celul de G est
0 = p’z(n'p* 4+ p + 1), ou bien, puisque O est divisible par O,

= p'z(p + 1)(n"p* + 1).

Le résultat final se résume donc comme il suit:
Si = 1, et que G soit de la premiére espéce, on a ou

0 = p’r(wp® + 1),

7 étant un diviseur de (p — 1)?% ou

0—p*(p — Dmp + wp + 1) = PEZE =y 4 1)

T, = -‘;I étant le nombre des substitutions de la forme |2,y az,y|

contenues dans (. Quand la premiére formule a lieu, G ne contient
d’autres substitutions linéaires que celles de H. En effet, si la substitu-
tion linéaire S est étrangére a H et, par suite, non permutable & I, le
groupe I, transformé de I, par S, contiendra le groupe (8,,?), ce qui
est contre l'hypothése, si S appartient & G.

16. Passons au cas ot G est de la seconde espéce, a étant égal
a 1. D’abord on voit, comme au numéro précédent, qu'un groupe K
de l'ordre p’, contenu dans I, et I, ne peut étre intransitif. Si K était
transitif, il serait formé des puissances d'une seule substitution

t' = 003t

mais alors I, et I, étant complétement déterminés par la substitution
¢, se confondraient, ce qui est contre I’hypothése. Ainsi deux des groupes
I, ne peuvent contenir un méme groupe d'ordre p®>. Donc

0:})37(’””172 + I),
7 étant un diviseur de p — 1.
17. Dans les cas ot a > 1, deux quelconques des groupes I,, par

exemple I, et I, ne peuvent contenir un méme groupe transitif dont
l'ordre surpasse p’. En effet ce dernier groupe contiendrait nécessaire-
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ment 4,4, et une substitution de la forme S8 ... 8%¢; or ces sub-
stitutions déterminent complétement le groupe de Pordre p**? qui les
contient, de sorte que I, et I, se confondraient. Donc si I, et I, con-
tiennent un méme groupe K de lordre p**!, celui-ci est intransitif, et

par suite il dérive des substitutions &, & ,...,d,. Cherchons les sub-
stitutions qui sont permutables & K.
Nous désignons par ¢,,¢,,...,¢,_, les cycles de &, de sorte que

¢, soit une substitution qui permute circulairement les éléments dont le
second indice est congru & y, et qu'on ait

Si maintenant U désigne une substitution permutable & K, U transformera
chaque substitution ¢, en une puissance d’une autre, par exemple ¢, en

s done on a

U=lz,y =fly) + 1), )]
Or, comme K est permutable & ¢, et contient la substitution

(a+1) (24-2) (p—1),
Q . (73 s (73 a
%, ==Cy.Chy, Chgn e Cpiy Yy

il contient en général la suivante

(a+1),  (at2), (p—-1),,
2" Cz+1 . ‘z+2 cve [)l—)—a]-]-z—l = Sz .

Evidemment K dérive des substitutions §,, §,, ..., S,_;; donc pour que

U soit permutable & X, il est nécessaire et il suffit que U transforme

chacune des substitutions S, en une substitution 7' de K, laquelle, comme

S,, est composée de p — a cycles. Les substitutions de K ayant la forme

|2,y =+ Fly),y],

o F(y) est une fonction entiére de y du degré a, on trouve les sub-
stitutions T' en déterminant la fonction F(y) de maniére qu'elle sannule
pour a valeurs incongrues par rapport au module p. Soit y,,y,, vy Yus
ces valeurs; on aura

Fly)=My —9,)y—u) - U —y._),
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M étant une constante, et
I'=|z,y x4 F(y ,y]chF“)

Comme d’ailleurs K contient toutes ces substitutions, on peut énoncer le
critérium de la maniére suivante: il faut et il suffit que U transforme
les substitutions 7' les unes dans les autres. Or on a

-1 Uy
_ U TU = e 1,
donc il faut que

(y) Fy)=F¢(y))
= M[¢(y) — ¢@)(y) — ¢ W) -- - [¢(y) — ¢¥.)) (mod p),

Vi

. 75
ou bien, en posant %—E,N,

(mod p).

o [Ply) — ¢ (v, )][y(v)—sj(v N (y) — ¢ @o)]
(7) fly) =N W—Y)y — ) Y — Ya—1)

Quand a=p — 1, cette congruence ne dit rien, puisque on ne peut
donner & y d’autre valeur que ¥, ,, sans annuler le numérateur et le
dénominateur. Kt, en effet, toute substitution de la forme

.y af(y) + ), ¢y)|

est dans ce cas permutable & K, qui contient toutes les substitutions ¢,.
Quand a==p — 2, on peut faire y =y, ,, et y =y,_,; on trouve
ainsi, en vertu du théoréme de WiLsox,

fyp—) N flyp—2) N

Ypo1 — Up—2 $p—) — ¢(L'/1:——‘2), Yp—2— Yp—1 G (p—2) — P (yp—1) ’
d’ou

fYps) = FYp2);

comme d'ailleurs y, , et y,, sont arbitraires, on conclut que f(y) est
constant. Donc sl a=p— 2, on a

U=|®,y ax+1y), ¢

En effet, X dérive des substitutions c,.¢;};, ou bien des ¢,.c,’, lesquelles
. 4 @ —a
par U sont transformées en cj, . Cyy-
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Supposons maintenant o < p — 2, a > 0, et par conséquent p > 3.
En faisant dans la congruence (7) successivement y— Yp1s Y = Yp_q» €
divisant les résultats, on a

(yp—1)
(8) (yp—2)

[0y 5—1) — Y NIPWp—1) — (W) = War)] Yp—2—¥0)Up—2—Y,)- WYp—2—Yu-1).
[ p—2) = Y [P (Yp—2) — Py, )] [P Yp—2)— ¢ Yae1)] Ypm1— Y ) Ypa1— Yy )Y p—1— Yu1)

|

Cette congruence, linéaire en ¥, et ¢(y,), peut étre mise sous la forme
suivante

N Ay, + B
<9> Sb(./o) - Oyo + [3— )

Or on peut évidemment remplacer y, par chacun des nombres ¥,, ¥,. 1, ...,
Yp—3, sans autre changement; de plus la congruence (9) est aussi satisfaite
en remplacant y, par y,, ou par y,,, puisque par la (8) est satisfaite
identiquement. Donc on a

_ 4y + B
(10) =0, 1D
POUr Y =Yo ) Yo Yusrs - - -3 Yp—1; le nombre de ces valeurs, p—a 4 1,

est au moins égal a 4.
En traitant y, comme on a traité y,, on tire de (8) une nouvelle

Congruence
_Ay+ B
5[) (.’/) - Oly + D_l’

qui a lieu pour les valeurs suivantes de y:

?/1’?/«:%+17 LR ?/1.‘—1'
Donc on a
Ay + B_A'y + B
Cy+D Cy+ D

pour les valeurs y,, 9,11, ..., ¥,_1, dont le nombre est égal ou supérieur
a 3, donc cette congruence est identique, c’est-d-dire que la congruence
(10) est satisfaite par y=y,. On démontre de la méme maniére qu'elle
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est satisfaite par y=v,, %, ..., ¥._y- Donc enfin elle est satisfaite par
toute valeur de y; comme d’ailleurs ¢(y) ne peut étre infini, ni constant,
on conclut que

C=o, dy)=cy + d.
En reportant cette valeur dans (8), il vient
[Wy—1) = (Y05

Yp,—1 €t Y, , étant arbitraires, cela veut dire que f(y) est une constante.
Donc on a

U=|2z,y ax+ f,(y),cy + &|.

Par ce résultat on est en mesure de traiter en méme temps tous les cas
ol a>1,a<p—2. En effet la substitution U ne peut étre de I'ordre
p ou p* que si a=c=1 (modyp), mais alors U est contenue dans I.
Par suite ce groupe n'a aucun groupe de lordre p**' en commun avec
un autre des groupes I,. On peut donc conclure que, si a> 1,0 <p— 2,

on a
0= p*z(n'p® + 1).

Quand p> 3, a==p— 2, on sait que I, ne peut avoir qu'un seul
groupc K en commun avec d'autres groupes I.. ILn désignant par
n,p + 1 le nombre des groupes I, qui contiennent K, on a

O0=p'z(np + 1)(n'p* + 1),

ou p’z(n,p + 1) est Pordre du groupe G, formé de celles des substitu-
tions de G qui sont permutables a K. Comme ces substitutions rempla-
cent les éléments d'un méme cycle par ceux d'un autre cycle, il"existe
un groupe G du degré p, isomorphe & G, et de l'ordre

pm(n,p + 1),
7, désignant le nombre des valeurs que prend la constante b dans les

expressions | z,y axr,by|ou v,y br+ E(bl> , by| des substitutions

v
de H'. En effet, les seules substitutions de G, qui ne permutent pas les
cycles ¢, sont les |2,y ax + A(y),y |- Parmi les substitutions de G,

celles qui sont de lordre p ou p* ont la forme |z,y =4 £(y),d) |,
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et sont par conséquent échangeables & & ; donc G, contient un groupe
G, dont les substitutions sont échangeables & 4, et dont l'ordre est
p'm(n,p + 1), w, désignant le nombre des substitutions de @ qui sont
de la forme |x,y =z,by|. Par suite G; contient un groupe de l'ordre

pr,(n,p + 1).

Particuliérement, si G est de la seconde espece, on a 7, = I, d'ou 7, == O;
donc

0= p’n(n'p® + 1).

On verra plus loin qu’on a #' = o dans tous les cas ot a = p — 2, p > 3.
Si a=p—1, on a

0= p™'x(np + 1)(w'p* + 1),

et l'on sait, comme dans le cas précédent, que G contient un groupe
non primitif &, de l'ordre p**'z(n,p + 1). Il existe bien un groupe G;
du degré p, isomorphe & G, mais comme celui-ci peut contenir des sub-
stitutions de la forme |z,y =f(y) + (), y|, qui, quoique étrangéres
a H, ne déplacent pas les cycles ¢,, l'ordre de G{ n’est pas générale-
ment un multiple de p(n,p + 1).

§ 4. Conséquences tirées de la primitivité ou de la non-primitivité
des groupes.

18. 11 résulte des travaux de M. Jorpan (Journal fur Mathe-
matik, Bd. 79, et Bulletin de la Soc. Math,, t. 1) que, pour les plus
grandes valeurs de «, le groupe G ne peut étre primitif, quand il ne
contient pas le groupe alterné. En effet, d’aprés une formule du pre-
mier des Mémoires cités (p. 256), le degré n d’un groupe primitif, ne
contenant pas le groupe alterné, mais contenant une substitution de ordre
p & g cycles, doit vérifier I'inégalité

n<§l(l’+9)10g9+m—2——q—)+})+39,
ou l'on a supposé ¢ > 2; si g—2 on a

"= 2p + 3,

Acta mathematica. 11. Tmprimé le 21 Avril 1888, 31
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et si g=1,
n<p-+ 2

Dans notre cas on a # = p*; comme le groupe contient la substitution

8,, qui est composée de p — a cycles de p lettres, on peut faire g=p—a.
En supposant a=p— 1, on a ¢=1; donc, ayant p* > p + 2, le groupe
G ne peut dtre primitif, sans contenir le groupe alterné. En faisant
a—p—2, on a g=2; il faudra donc que p* < 2p + 3, d'olt p=3;
donc si a==p — 2, le groupe ne peut étre primitif excepté pour p= 3.

Pour les autres valeurs de ¢, on trouve que le groupe ne peut étre
primitif, quand on a

1 I I
p>oalogg + ¢+ ;

! 5 7 2 13 L
- q log \/I — : — : .
MR 4_bgq 4&@QY4—qbgq+'ﬂbgw‘+ﬁqmg@“

Quand ¢ > 7, le radical est inférieur & 2, de sorte que l'inégalité pré-
cédente peut étre remplacée par celle-ci:

3 1 1
p>zqlogg + 0+ ;-

En calculant, pour chaque valeur de ¢, la limite de p, on en déduit
celle que a ne peut dépasser, quand le groupe est primitif sans contenir
le groupe alterné. Voici les résultats pour les premiéres valeurs de p.

p lim(a) p lim(a) p lim(a)

3 I 13 8 29 20
17 11 31 22

7 4 19 12 37 27

11 7 23 15 41 30.

Dans le Mémoire inséré au Bulletin de la Société Mathématique
M. Jorpax a donné, pour les valeurs de ¢ inférieures a 6, une limite

plus resserrée, savoir
REpgt+a+ T

en supposant p > ¢. On en tire, en faisant #n = p?,

p=qg+1
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Il Sensuit que, lorsque p =5 ct p = 7, la vraie limite de a est 1.
Ainsi, p étant > 3, G ne peut étre primitif quand a = p — 3.

Quand par les raisons qui viennent d’étre exposées, ou par d’autres,
on sait que le groupe G est non-primitif, la distribution des éléments
en systémes est une de celles qu'admet le groupe I,. En particulier, si
a > 0, les systémes sont formés par les éléments qui répondent a une
méme valeur du second indice.

Les groupes non-primitifs méritent une étude spéciale, non seule-
ment parce que, dans certains cas, ils sont les seuls possibles, mais aussi
parce qu'un groupe primitif peut en contenir un autre qui ne l'est pas,
et que la connaissance de ce dernier peut étre utile & 'étude du premier.

19. Supposons que G soit non-primitif, les éléments se groupant
en p systémes, ¥,,%,,..., 2, ,, ou X, contient les éléments pour lesquels
le second indice est congru & %. Soit /' le groupe contenant les sub-
stitutions de G' qui ne déplacent pas les systémes, et désignons de plus
par y, le groupe partiel entre les éléments u, ,, %, ,,..., %, ;, quon
obtient par les substitutions de I. Tous ces groupes r, sont du méme
ordre, et se déduisent de l'un d’entre eux, en le transformant par les
substitutions de- G. Nous désignerons l'ordre de y, par

pr(mp + 1),

7, étant le nombre des substitutions de la forme

@ x¢ ()|

contenues dans 7,. Soit enfin j/ le groupe dérivé de |# « 4 1| et de
ses transformées par les substitutions de [’; y; sera contenu dans p, et
permvtable & ses substitutions; son ordre sera

pri(mp + 1),
7, étant un diviseur de .

[' contient la substitution &,, qui ne déplace que les éléments des
p— a derniers systémes; mais il ne contient pas de substitution de l'ordre
p, qui en déplace moins. Il est méme facile de démontrer, qu’aucune
substitution de /7, quel que soit son ordre, laisse immobiles les éléments
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de plus de a systémes. En effet, supposons que la substitution S ne

déplace que les éléments de m systémes, et faisons
§=58,.5...8,

s, désignant une substitution entre les éléments du systéme ¥,. En
transformant § successivement par toutes les substitutions de /°, on a
une série de substitutions:

8 =5, .8 ...8,

o
8" =5/ .87...8/,

L T T T S S

Or le groupe qui dérive des s,,s,, s, ,..., étant permutable aux sub-
stitutions du groupe primitif y,, est nécessairement transitif; ‘donc il con-
tient une substitution de l'ordre p, et par suite le groupe y,. En mul-
tipliant un certain nombre des substitutions §, §’, §”,..., on peut donc
trouver une nouvelle substitution

.
S, =o0,.00...0,

ou lordre de o, est égal & p. En élevant S & une puissance convenable,
on a unc substitution de l'ordre p, ne déplacant que les éléments de m
systémes au plus, donc

m>p—a,

ce qui justifie notre assertion.

En faisant S = 8,, le groupe 4, dérivant de S, S, 8", ... aura
évidemment pour ordre pz(mp + 1). Si maintenant z} > 1, ce groupe
contient une substitution ¢ qui transforme 8, en &, r étant différent de

l'unité. Or, en supposant a > o, /" contient la substitution

Dy (et (P—1)y_1
19{1—1 - Ca—l'(’a ’Ca+l “ teeVYp—1 ¢ ’
et par conséquent celles-ci
1 N @)y e+l Mp~1) g1
[ Y R A A A

—1 r—1

¢-—1 ﬂa—l ¢19;.—1 = C,-1y



Sur les groupes transitifs dont le degré est le carré d'un nombre premier. 245

dont la derniére ne déplace que les éléments de X,_,; donc il faut que
@« =p— 1.

Il est dorc démontré que pour @ > 0, a < p— I, on a nécessaire-
ment 7z, = I, et par suite, m = o. Dans tous ces cas /' ne peut donc
contenir d'autres substitutions d’ordre p que les produits des ¢, c'est-a-
dire les substitutions &8y ... 82, Les substitutions de G sont évidem-
ment permutables & /', et par suite au groupe (&, ,..., d,); or il a
été démontré, au numéro 17, que si a > 0, a < p — 2, les seules sub-
stitutions de cette espéce qui puissent étre contenues dans &, sont celles
de H. Donc, si le groupe G est non-primitif, a étant > o et <p— 2,
il se confond avec H, et par suite on a

0 = p*tr.

La méme chose a encore lieu si p = 3,2 = p— 2 = 1, comme on le
voit aisément.

Quand p > 3, a = p— 2, les substitutions de G doivent avoir la
forme

I-’vu”/ ax + f(y)’ 51)(3/)[7

il faut donc que le nombre #’ de la formule du numéro 17 soit nul.
Si « =p—1, le groupe 4, se confond avec y, ;. Le groupe I
en contient un autre /" de l'ordre [pz(mp + 1)]"; or [ ne contient évi-
demment pas d’autres substitutions de l'ordre p que celles de I"; par
guite l'ordre de I' sera
prafa (mp + 1),

ou mm’ = m, est le nombre des substitutions de la forme |z,y ax,y|
contenues dans G. Donc enfin on a

0 = p"*izfz m(mp + 1)P(mp + 1),

7, étant le nombre des valeurs que prend la constante b dans l'ex-
pression | %,y ax, by| des substitutions de H. Chacun des nombres

priw(mp + 1), pri(mp + 1), pr,(mp + 1)

est I'ordre d’'un groupe du degré p.
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20. Reprenons maintenant les groupes primitifs ot ¢ >0,a <p— 3.
Nous désignons par I le groupe intransitif de T'ordre p**' contenu dans
I,, et par ¢,, ¢, ,cn, ..., ¢ " les cycles de la substitution 4§, qui
est échangeable & toutes les substitutions de I,. Ainsi chaque substitu-
tion de I, est un produit de puissances d'un certain nombre des cf.

Commengons par les groupes de la premiére espéce, en recherchant
si I, et I peuvent contenir un méme groupe K de l'ordre p* Si K
était intransitif, il serait contenu dans Ij et I;. Or nous allons démontrer
que, quelle que soit l'espéce de G, les groupes I et I] ne peuvent avoir
de substitution commune.

En effet, une substitution commune & I, et & I; est le produit d'un
nombre de cycles au moins égal & p — a. Donc parmi les cycles de [
il y a certainement p — a qui se confondent avec p — a cycles de I,
et qui seront désignés par

AN I A

les lettres de ces cycles forment autant de systémes communes a I et I.
D’autre part les systémes de I, ne peuvent pas tous se confondre avec
ccux de I,. En effet, s'il en était ainsi, le groupe qui dérive des sub-
stitutions de I, et de I, serait de lordre p**’z'(mp + 1), m étant diffé-
rent de zéro, ct il serait non-primitif, cc qui est impossible (n° 19). On
peut donc supposer que le cycle ¢, contienne les lettres

A, ay, .., G,
¢, celles-ci
' ' (g—1)
Ay sy Qgs v oy By bl? 11""[}1 ’
on
pP—4qg=2, 72 1;

car évidemment ¢, contient plus d'une lettre de I'un au moins des sy-
stémes de I. Le groupe I; contient une substitution .S, qui déplace les
lettres de p — a systémes choisis arbitrairement; on peut donc supposer
(I

que S, déplace a -, u, et les lettres de p — a— 1 des cycles

Lo gy -
¢, e L, dr D, En désignant généralement par €, un produit de

puissances d’'un certain nombre de ces derniers cycles, on a
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De méme I, contient une substitution

S, =¢ .0C,.

1

Si maintenant ¢ > 1, soit ¢ la puissance de ¢, qui remplace b par
b=V la substitution
= 8778, 8 = ¢77ce] . Gy

ne déplace pas 6", mais elle déplace nécessairement une au moins des
lettres b,, 07, ..., 6. Si elle en déplace plus d'une, on déduit de la
méme manicre une nouvelle substitution qui en déplace moins, et ainsi
de suite, jusqu'a ce qu'on soit parvenu & une substitution dont le pre-
mier cycle contient p — 1 des lettres a, par exemple a,,a,,..., a,,
avec une seule des b?. Par conséquent il est permis de supposer ¢ = 1.

Cela posé, soit T une substitution de Ij qui, en laissant a ,a,,...,q,
immobiles, permute &, circulairement avec p—1 autres lettres b,,9b,,...,0,.
En transformant S| successivement par les p— 1 puissances de 7T, on
obtient les substitutions

o ] J M — 1

S, =c¢,.C, S, =¢.0, ..., S =c¢.C,
ol ¢; est une substitution circulaire des lettres a,,a,,...,a,, 0. Le
groupe (S,, S,,..., S,) permute les lettres a,,a,,...,a,,0,,0,,...,0,

d’'une manidre p + 1 fois transitive; par conséquent il contient une sub-
stitution ¥ qui échange entre eux «, et a,, en laissant a,,a,,...,q,
immobiles. Comme nous n’avons fait aucun usage de Vordre des lettres

@, il est permis de supposer

S, = (a,,a,,0,,0a,...,a)C),
d’on
— v Y
V=SV =1{(a,,a,,a,,a,,...,a,)C,.

Donc le groupe G contient la substitution V'S V.S, qui se réduit a
(¢,a,a,), donc il est non-primitif, symétrique ou alterné. Cela étant
contre 'hypothése, I; et I} n'ont pas de substitution commune.

Le groupe K ne peut donc étre intransitif. Sl est transitif, il
dérive de deux substitutions échangeables entre elles:

8y,  AMIM ... et
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Le groupe I, contient une substitution &; échangeable & toutes les autres;
comme il n'existe pas de groupe du degré p® et de l'ordre p? contenant
exclusivement des substitutions échangeables entre elles, #, est contenu
dans K; donc on peut faire

B o= GogmGT | et

Le groupe I, est complétement déterminé par les substitutions &, ct

t =48, En le transformant par la substitution

6 = SpFe. .. Koe,

on a un nouveau groupe, déterminé par les substitutions

O 0 = ST e gy O =4,

7--1

Parmi les groupes qu’on obtient de cette maniére, ceux qui répondent
a une méme combinaison de valeurs de a,,a,,..., a, ont en commun
avec I, un méme groupe d’'ordre p’. Le nombre de ces derniers groupes
est hp*~', et le nombre des groupes I, I,,... qui les contiennent est
kp*, h étant le nombre des valeurs que peut avoir m,. Pour le dé-
terminer, supposons que I, soit défini par les substitutions

=t =|z,y x4+ m, ()., v+ 1], ¢ =z, y x4 1,y

et faisons

6 =T — ma(y)a+l;

on trouve
8 =&y E4+ W,y t=|&y E—m (¥ y+ 1],
=&y & y+ 1} =&,y E4+1,y|

Comme nous supposons a > o, les groupes I, et I, contiennent respec-
tivement les deux substitutions

|6,y €49,y &,y £,y + &,

done G, contenant les deux, contient toutes les substitutions lindaires et
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homogénes en & et y dont les déterminants sont congrus a 1 (mod p),
entre autres la suivante

ou

Is,y 7‘5,17.?/

I
T,y TH— ma"’(.”/)a;—l - (/ﬂ> ' » 7Y

a+1

Or, cette substitution, étant permutable & I, appartient & H, donc le

().,

3

coefficient de »**' dans le développement de m, y

savoir
My (1712 — 1)
el 2 3 (a4 1)

est divisible par p; comme r peut avoir toute valeur non congrue &
zéro, on doit avoir m,=o0 (mod p), &4 moins que « ne soit égal & p — 3.

Comme nous supposons a < p — 3, nous avons donc i =o0 ou h=1,
et dans le dernier cas nous savons que & contient les p— 1 substitutions

z,Yy %, I;y et généralement toute substitution de la forme

xr axr + by 4+ ¢
y dotey+f

ot ae—bd =1 (mod p); ces substitutions forment un groupe d’ordre
p’(p* — 1).

On a vu, au commencement du numéro 17, que deux des groupes
I ne peuvent contenir un méme groupe transitif dont le degré surpasse
p® En vertu de ce qui a été dit au numéro 6, on peut donc préciser
comme il suit 'expression de l'ordre de G-

Quand @ >0, a <p— 3, et G est de la premiére espcce, son ordre

est exprimé par l'une des formules suivantes:
0 = p*P’z(w'p™*' + 1),
0 = pHa(wp™ + o + 1)

Dans le cas de la premiére formule, G ne contient d'autres substitutions
linéaires que celles de H; cest ce qu'on voit de la méme maniére que
pour a=1 (n° 15). Dans la seconde formule le nombre n'p**' 4 p* 4 1
est divisible par p 4+ 1; en effet, on voit facilement que le nombre des

dcta mathematica. 11. Tmprimé le 23 Avril 1888. 32
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groupes d'ordre p’, contenus chacun dans p + 1 des groupes I, est égal
(n’pa+1 + Pa + I)pa—l
p+1 '
Quand G est de la seconde espéce, deux quelconques des groupes

I, ne peuvent avoir d’autre substitution commune que lidentique; car
g'ils en avaient, ils contiendraient une méme substitution de Vordre p,
laquelle appartiendrait a I et & Ij; mais on a vu, au commencement
de ce numéro, que cela est impossible. Donc si G est de la seconde
espéce, a étant > 1, ¢t < p— 3, on a comme pour a = 1,

0 = p*Pr(w'p*t® + 1).

§ 5.

21. Recherchons de quelle maniére un groupe primitif du degré
p® peut étre composé. Nous désignerons par H le groupe que nous avons
plus haut appelé H', en gardant du reste les notations précédentes. Le
groupe primitif dont il est question dérive des substitutions des groupes

I, I,,..., I, ct H, ce que nous exprimerons en écrivant

G-__(IO)IX""’In H);

p I
son ordre est
0 =p*PPx(np + 1)

Supposons que G contienne un groupe ', permutable & ses substitutions
et, par suite, transitif. Dénotons les groupes contenus dans &', ainsi que
leurs ordres, en accentuant les lettres relatives aux groupes correspondants
contenus dans G5 on a

! ’ ! ’ T
G=(O? 19 ) n'p?H>7

O = p"7'(w'p 4 1).
On sait que chacun des groupes I, est contenu dans un des I,; nous
allons démontrer que I, est permutable aux substitutions de chaque
groupe I, qui le contient. En transformant les I, successivement par
toutes les substitutions de I, on obtient un groupe entre les I, dont
l'ordre est une puissance de p; comme leur nombre est 2/p + 1, l'un
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au moins d’entre cux, par exemple I, est invariable par ces transforma-
tions. Par conséquent I est contenu dans I,
(I,, I;) serait de l'ordre p****™, ce qui est absurde. De plusonaa=do

ou a =a 4 1; en effet, si «a > o -+ 1, on aurait

car autrement le groupe

I, = (190 y By ey By, 19:'+1193'+2 cee 19);—1192@;
en transformant ce groupe par #§,, on aurait le suivant
(Bor Oy, vy By Bogy By . SLEABE),

qui différe de I;, ce qui est impossible. Il faut donc que a = o' ou
a=a + 1, et dans les deux cas I, est évidemment permutable aux
substitutions de chacun des groupes I, qui le contient.

Premier cas, « = o’. Comme I, est identique au groupe I. qui le
contient, on a évidemment »' = n,

O = p*7(np + 1).

Le groupe H' est contenu dans H et permutable a ses substitutions, car
le groupe transformé de H' par une substitution de H est contenu dans
H et G, et par conséquent il ne peut étre que H'.

Inversement, si &, ayant pour ordre p“t’z’'(np + 1), est contenu dans
G, et si, en outre, H est permutable aux substitutions de H, G’ est per-
mutable & celles de G; cest ce qu'on voit presque immédiatement en re-
marquant qu'on a G= (&', H). Sil'on excepte les groupes de la premiére
espéce ou a = 0, la condition relative au groupe H’' peut étre omise,
puisque les substitutions de H sont échangeables entre elles. D’ailleurs,
si ( n'est pas nécessairement permutable aux substitutions de &, le
groupe (I, I;,..., I,), contenu dans G', l'est toujours.

Les facteurs de composition de G sont donc: 1° les facteurs de com-

position du groupe %, 2°, ceux de G (voir, pour la notation, le Mé-

moire de M. Jorvan: Sur la limite de tramsitivité, § 2, Bulletin de la
Société Mathématique, t. 1). Si I'on excepte le cas ou, a étant égal

, . . S . G
4 zéro, H est icosaédrique, les facteurs qui naissent du groupe per sont

des nombres premiers. Quand H est icosaédrique, H' peut I'étre aussi,
et dans ce cas les facteurs de composition qui précédent ceux de G
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sont encore des nombres premiers; si non, H' ne contient que des sub-
stitutions de la forme [z,y az, ay].

Second cas, @ = o’ 4 1. Chacun des groupes I, ne peut contenir
quun seul des groupes I;. En effet si I, et I, étaient contenus dans

I, on aurait
I(’) = (190 y Py, o » By » ﬂl’ft)’

I{ = (190 s By enn, Sur 193"15);

donc G’ contiendrait &;¢ et #2'¢, et par suite §7 ™, ce qui est contre
I'hypothése. Or, on a vu que deux des groupes I, ne peuvent contenir
un méme groupe transitif de I'ordre p**' que dans le seul cas oli a = 1,
G est de la premiére espéce et ou l'on a

O =p'n(p + 1)(n,p* 4+ 1).

Done, si T'on fait abstraction de ce cas, il faut que # = w’,

0" = p**'7'(np + 1).

Comme G est permutable aux substitutions de 1, le groupe G en con-
tient un autre G” de lordre p***z'(np + 1); d'aprés ce qui précéde G
est permutable aux substitutions de G, et évidemment G’ est permutable
a celles de G"; donc les facteurs de composition de @ sont: 1°, les di-

. . T ..
viseurs premiers de -, 2° le nombre p, 3° les facteurs de composition
T

de- G

Si le groupe G est lui-méme composé, la série des décompositions
est arrétée, au plus tard, quand on est parvenu & un groupe de l'ordre
p’z,(np + 1), ou =z, est un nombre premier. En effet on ne rencontrera
pas le cas qui a été excepté, comme le font voir les expressions de O
trouvées au numéro précédent. Donc, & part l'exception signalée, le
nombre % a la propriété de se conserver dans le cours des décompositions.
Un groupe dont l'ordre est exprimé par la formule

0 =Z)(AI+27Z,(9,&IZ)11+1 + prz + I),

a étant supérieur a 1, n'entre jamais dans ce cas. On aurait en effet
O = p*t'7(n'p**" + p* 4+ 1), et par conséquent G ne contiendrait d’autres
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substitutions linéaires que celles de H'; mais d’autre c6té il contiendrait
nécessairement la substitution |2,y =,y + x| (n°20), ce qui est une
contradiction.

Considérons enfin le cas d’exception. On a

0 = p’r(p + 1)(n,p* + 1), O = p’z'(n'p + 1).

Désignons par I' le groupe d'ordre p°z(p + 1) formé des substitutions
linéaires de G, et soient I, 1 ,..., I, les groupes d’ordre p® contenus
dans I On a vu que l'un des groupes I, I{,..., I/, est contenu dans
I,, et que, par suite, il a la forme (§,, 87¢); donc @ contient la substitu-
tion &. Dans un autre des groupes I, les substitutions échangeables &
toutes les autres sont les ¢™; on peut donc conclure que & contient ¢.
Donc parmi les groupes I, se trouve le suivant: (8,, ¢ = I, qui est
contenu dans les p 4 1 groupes I, I,,..., I,. Daautre part I, étant
permutable aux substitutions de tout groupe I, qui le contient, ne peut
étre contenu dans aucun des groupes I,,,...I,. Il sensuit que chacun

des I, est contenu dans p 4+ 1 des I,. Donc on a
O = p’z'(n,p* + 1).

Quand p = 3, il n'existe d'autres groupes du genre que nous considérons,

que ceux ou m, = O, c’est-a-dire ceux qui sont contenus dans le groupe

linéaire. Pour les autres valeurs de p, le groupe 4 qui renferme les

substitutions linéaires et homogénes dont le déterminant est congru a

I (mod p), et qui est contenu dans &, a pour facteurs de composition

P —1)
2

et 2. Les substitutions de 4 sont permutables & I; et par

suite & H’. On en peut conclure que H' ne contient que des substitu-
tions de la forme |z,y ax,ay|. En effet toute substitution de H'
peut étre écrite sous la forme ST, ou S appartient & 4, et ou 7' a la
forme |2,y az,y|. Or comme 4 contient la substitution

I
g =\o,y 1o,y
H' contiendra ¢7'SeT et par suite ¢~'Sp.S'; cette substitution, faisant

partie d'un groupe contenu dans 4 et permutable & ses substitutions,
ne peut étre que 1 ou |,y —zx, —y|. Mais la derniére alternative
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ne peut avoir lieu pour toutes les valeurs de r, comme on le voit aisé-
ment; pour les autres il faut donc que ¢ 'Sp = S; mais alors § est ca-
nonique en % et y, donc

|
S= o,y av,-y
|

a
Par conséquent les substitutions de H’ sont de la forme
U={z,y az,byi;
mais, puisque  contient la substitution &, H' contient la suivante

i —

— v a
U8, U7 = |z,y =+ — Y Y|
ce qui exige que b=« (mod p).
. G
Les premiers groupes composants de G sont ceux de 73 or ce groupe

est isomorphe au groupe contenant les substitutions linéaires et homo-

génes de G. Donc, si l'on suppose que H contienne des substitutions

dont le déterminant est non résidu quadratique de p, et qu'on désigne

par 7'z’ le nombre des substitutions de H qui ont la forme |2,y az,ay|
v oy p(p? —1

les facteurs de composition de G seront: 2,1—(!--—9-7—»‘7‘), les facteurs pre-

miers de 7, les facteurs de composition de @, et I'on aura
’ b
= 277"(p — 1)

Si au contraire H ne contient que des substitutions dont les déter-
minants sont résidus, le premier facteur (2) doit étre omis, et I'on aura
7 = #7"(p — 1). Le nombre n n’a pas ici la propriété d’étre conserve
en passant du groupe ( au groupe G'; mais cette propriété appartient
toujours au nombre N, défini par I'équation

0 = p"P(Np + 1),
P désignant l'ordre du groupe formé de celles des substitutions de G

qui sont linéaires en z et y ou en & (mod p’), suivant l'espéce du groupe.

22. Voici une autre conséquence de ce qui précéde, qui sans avoir
beaucoup d'importance, présentera peut-étre quelque intérét, vu qu'on ne
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connait qu’un trés petit nombre de cas ol U'on peut reconnaitre la ré-
solubilité d'un groupe de son ordre seul:

Tout groupe dont l'ordre est p’q ou p’¢® p et g étant des nombres
premiers inégaux, est résoluble.

Soit G un groupe de lordre p’q; il en contient un autre H, de
lordre q. Désignons par y, une fonction rationnelle des éléments, in-
variable par les substitutions de H, mais variable par toute autre sub-
stitution; cette fonction prend, par les substitutions de G, un nombre p*
de valeurs différentes, y,, y,,...,%,._,. En opérant dans ces fonctions
les substitutions de &, on a un groupe G’ entre les y, lequel est tran-
sitif et isomorphe & G. Lordre de G’ est p* ou p’q. Dans le premier
cas H est permutable aux substitutions de @; comme les facteurs de
composition de G’ sont p, p, ceux de G sont p, p,q. Si Vordre de &
est p’g, ce groupe en contient un autre I' de l'ordre p?; en désignant

par p°z Pordre du groupe qui contient les substitutions de G* permutables
3 I', on a une équation de la forme

p’q = p'n(np + 1),

Or, on ne peut avoir = = 1, puisque alors  serait nul, donc il faut que
T =q,n =0; cest-a-dire que les substitutions de G sont toutes per-
mutables a I'; par conséquent les facteurs de composition de G’ qui
sont en méme temps ceux de &, sont ¢, p,p. Dans les deux cas G
est donc résoluble.

Si Tordre de G est p’¢® on obtient comme plus haut un groupe
G' du degré p® isomorphe & (7; son ordre est p®, p’y ou p%> Dans les
deux premiers cas G’ est résoluble, et par suite aussi G'. Dans le troi-
sieme on a, comme ci-dessus, une équation de la forme

P'q" = p'm(up + 1),

et 'on peut supposer ¢ > p. Or on ne peut avoir z= 1, donc il faudrait
que ¢ divisdt 7; mais 7 est un diviseur de (p— 1)*(p 4 1), nombre dont
aucun diviseur premier ne surpasse p, & moins que p ne soit égal a 2.
Mais cette supposition est inadmissible, puisque l'ordre d’un groupe du
quatriéme degré est un diviseur de 24. Ainsi le troisiéme cas peut étre
évité. Le théoréme est donc démontré.
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22. La détermination du groupe que nous avons désigné par H
permet de resserrer un peu, dans quelques cas spéciaux, la limite de
transitivité des groupes, assignée par M. JorpaN dans son Mémoire sur
ce sujet, inséré au Bulletin de la Société Mathématique,t. 1. En
effet, si dans le théoréeme III du Mémoire cité, on fait m = 2, % = o,
on démontre, en suivant le raisonnement de M. JORDAN, que si un groupe
du degré p’q¢ + k, ot g<p,q <k, est plus de k fois transitif sans
contenir le groupe alterné, k& ne pourra surpasser 5, si le nombre pre-
mier p est de l'une des formes 10k + 1; il ne pourra surpasser 4, si p
est égal & 5 ou qu'il soit de l'une des formes 10h + 3. Les mémes
régles sont encore valables, quand le degré est pg + &, ou ¢ <k, q<p®
Si l'on fait ¢ = 1, et qu'on suppose en méme temps que l'ordre du
groupe partiel qui laisse & 4+ 1 éléments immobiles, soit divisible par p,
k ne peut méme dépasser 2. C’est la une proposition analogue & 1'élé-
gant théoréme I du Mémoire de M. Jornax, et elle se démontre de la
méme maniére.




