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S U R  LES G R O U P E S  T R A N S I T I F S  

DONT LE DEGRt~ EST LE CARRI~ D'UN NOMBRE PREMIER 

PA~ 

L. SYLOW 
/t F R E D E R I K S I I A L D  

Si l'ordre d'un groupe est divisible par une puissance d'un nombre 
premier, telle que pro, mais non divisible par p"+~, cet ordre est, comme 
on le salt, de la forme p~zr(v 2) -t- I); le groupe en contient un autre de 
l'ordre pratt; celui-ci contient ~ son tour un troisi~me groupe, de l'ordre 
p", auquel routes ses substitutions sont permutablea; enfin le nombre des 
groupes de l'ordre pm contenus dans le premier groupe eat np q.- i. La 
d~termination complete de ce dernier nombre, dans lea divers cas qui 
peuvent se pr4senter, aerait ~videmment d'une grande importance pour 
la th6orie des substitutions; malheureusement elle parait ~tre d'une ex. 
tr~me difficult& Mais il sera possible de trouver des rSsultats plus ou 
moins int6ressants sur la forme du hombre n par rapport aux nodules 
p ,  p ~ , p 3 , . . . ;  k cet effet on n'aura qu'k poursuivre le raisonnement qui 
m'a servi pour la d~monstration du th~or~me cit~ ( M a t h e m a t i s c h e  
A n n a l e n ,  t. 5.). Pour faire un premier pas dans cette direction, je me 
propose, dans le travail prSsent, de considSrer le ca s le plus simple, 
celui des groupes transitifs du degr5 ~)2. 

Je d~signerai par G un groupe transitif du degr5 p2, par O son 
ordre, que je supposerai divisible par p ~ ,  mais non divisible par p~+~; 
le hombre a pourra donc avoir les valeurs o ,  I ,  2 , . . . , p - - r .  Je 
d~aignerai de plus par I un groupe de l'ordre p"+~ contenu dans G, et 
par H l e  plus grand groupe contenu dana G dont les substitutions soient 

A c t a  m a t h e m a t i c a  11, Impr im6  le :5 F~vrier  1888. ~G 
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permutables ~ I .  L'ordre du groupe H sera d6not6 par p~+2.~r, oh par 
cons6quent ~r est premier ~ 2); on aura donc 

0 -~ p°+~(np  + i). 

Je d6terminerai dans un premier paragraphe la forme de I,  dans 
un deuxi6me Celle de H; dans les deux paragraphes suivants je m'oc- 
cuperai du nombre n; enfin dans le dernier je ferai des r6sultats trouv6s 
quelques applications, qui se pr6sentent au premier coup d'oeil. 

§ 1. Ddte~',mi,nation d~e g~oupe I .  

1. D'apr6s le lemme de CAUCHY le groupe sym6trique du degr6 
p~ contient un certain nombre de groupes de l'ordre_pP+l, tous isomorphes 
entre eux. Notre groupe I e s t  contenu dans un de ces groupes de CAvcH~', 
et en disposant convenablement des indices, nous pouvons choisir ce der- 
nier comme nous voudrons. En d6signant les 616ments par le symbole 

~ x , y ~  

les indices x et y 6tant pris suivant le module ~v, nous pouvons donc 
supposer que les substitutions de I soient contenues dans l'expression 

,~ x + a o + a , y  + a2y 2 + . . .  + ap_~y ~-~ 
9 

y y + b  

qui d'ailleurs peut dtre remplac6e par cette autre 

y y + b  

oh, pour abr6ger, oil a fait 

En posant 

U =  

( Y ) i  = ? / ( y  - -  I)(y - -  2 ) . . .  ( z / - - i  + I) 
~ . 2 . 3 . . . i  

x • + a0 + ~lv + a~(y)2 + . . .  + ap_l(y)p_l 

y y + 1  
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o n  t r o u v e  

U., __ 

m--1 

x x+ma o +a,{(y+m),--(y):] +.. .+ a,_,l(y+m)~_,--(y),_,]+a,_l ~o,.(y -br),_, 

y y + m  

Si l'on fait m-----p, on a, pour i = < p -  I, 

(y + m), - -  y , -  o (moo p), 
e t  

donc 

m--1 

Z , ( y  + r)~_l = i, 
0 

U p 

Z X -~ ap__ 1 

Y Y 

Ainsi l 'ordre de la substitution U est dgal k p ou k p2 suivant que a,_l 
est congru ~ zdro, ou non. 

Parmi ces substitutions toutes celles qui ne changent pas l 'indice y ,  

sont dchangeables entre elles. En faisant 

x x + f(y)  

y Y 

on trouve 

x + f ( y - -  i) 
(,) 1 ' 1 S T =  

Y Y 

d'ofl 

(2) 

(3) 

(4) 

T =  
y y + I  

T S T  -1  
x x + f ( y +  ,) 

y y 

S - 1 T - 1 S T =  T - 1 S T S - ' =  
x x - i z ( y ) - f ( y -  ')}I 
Y Y [ 

x x + f ( y + , ) - - f ( y ) [  
S - ~ T S T - I  ~__ T S T - - I S - 1  = [, 

Y Y I 

x x + f ( y + , ) - - f ( y ) + ~ ( y )  
S - 1 T S  = 

y y + l  
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2. Le groupe G 6tant transitif, I le sera 6galement (voir le M6- 
moire cit6 plus haut, n ° 4); donc I contient des substitutions de chacune 
des formes S e t  T du num6ro pr6c6dent. Or, si/~ d6signe le plus grand 
degr6 des fonctions f(y), les formules (2) et (3) font voir que le groupe 
I contient aussi des substitutions dans lesquelles les fonctions f(y) sont 
des degr6s f l ~  z , f l - - 2 ,  .... , z ,o .  On e n p e u t c o n c l u r e q u ' o n a / ~ = a ,  
et qu'en faisant 

O,=]x,y x+y l , y [ ,  

toutes les substitutions de I sont contenues dans rexpression 

'~o al , , ?o :  OoOz • O~ . T b ;  

d'ailleurs les substitutions 0~ peuvent ~tre remplac6es par les suivantes 

~ , = l x , y  x ÷ (y),,yJ. 

Si l'on d6signe, pour un moment, par g~ le groupe d6riv6 des substitu- 
tions 0 0 , 8 ~ , . . . ,  0,, et par I~ cehfi qui d6rive des substitutions de g~ et 
de T, on volt (6quat. (2) et (3)) que les substitutions de I~ sont (ichan- 
geables entre elles ~ des substitutions de g~_~ pr~s. Donc si l'on a a----o, 
toutes les substitutions de I .  sont 5changeables entre elles; si a > o, les 
0~ ° sont les seules substitutions de I .  qui soient 6changeables '~ toutes 
les autres. 

Transformons maintenant le groupe 1 par la substitution 

u = [ x , y  :~ + ¢(Y) ,Yl .  

Les substitutions 8~ ,~  conservent leurs formes, au contraire on a 

U-1TU----I'~,Y :~ + ¢(Y) + ¢(Y + ' ) - - ¢ ( Y ) , Y  + ' 1. 

Or, si en d6veloppant suivant les fonctions (y)~, on a 

(D(~) = (~0 + alY + a~(Y)2 ~- • . .  -~- ap~2(~)p-2 '~  ap- l (Y)p-1 ,  

on peut faire 

¢(y + i ) - -  ¢(u) = - -  [,0"+ a,u + a2(y)~ + . . .  + ~,-~(u),-~], 
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ce qui donne 

~ - a T ~ z = ! z , , , j  x + .~_,(y)~_,,,,j + ~ i---T'.  

Si maintenant ap_~ est diff6rent de z6ro, transformons de nouveau par la 
substitution 

V - : ! x , y  b.v,y I, 

qui dvidemment est permutable au groupe g.; on trouve 

V-ly."V~--.! x ,  y x-Ji-ap_l~)(y)])._l, y -~  i I --.= ~ 'H;  

done en faisant % _ l b ~ I  (mod p), on a 

T " = I x , y  x + ( v ) , , . _ , , y + ~ i .  

Par un choix convenable des indices, la substitution T peut donc 6t,'e 
r6duite k l'une des deux formes suivantes 

t = I x , y  x , y +  ~!, t := !x ,V  x+(y),~_~,y+ ~[. 

On volt que, pour a < p - -  i, on ~ deux esp6ces de groupes de l'ordre 
p"+~, qui diff6rent seulement par la forme de la substitution t; dans la 
premi@e esp6ce toutes les substitutions sont de l'ordre/9; dans la seconde, 
celles qui ne font pus varier l'indice y sont de l'ordre p, les autres de 
l'ordre p~. Quand a--=:p--  I, les deux cas ne donnent qu'un seul groupe, 
puisque le groupe gp-1 contient la substitution 

,9~,_l=!x,y x + (y)~_l, y' ,  

Tous les groupes d'ordre 1o ~ contenus dans G 6tant isomorphes, cette clas- 
sification peut aussi ~tre appliqu6e aux groupes du degr6 p~ en gdndral; 
nous comprendrons dans la premi6re esp6ce les cas off a = p - -  I. 

Des 6quations (i) on d6duit les suivantes: 

(5) • l - ~ 9 ~ t  ~9o~]Vq~l - t  t - 1  

En consid6rant lcs groupes de la seconde esp@e, il est quelquefois 
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commode d'employer uu seul indiee, pris suiwmt le module p~. 
effet on peut faire 

~'.p + y _= ~ (,nod p~), 

A cet 

en ayant soin de remplaeer toujours y par le plus petit nombre positif 
qui lui est eongru (modp); on trouve ainsi 

t = ! $  ~ + ~ ! ,  

t P =  o 0 =  ~ 0 =  i~ ~ + P l ,  

,9, = ~ ~ + p(~):!, ~, = I, ~ ~ + p~'l. 

Evidemment le groupe I e s t  non-primitif, les ~16ments qui r4pondent 
une m~me valeur de y formant un syst4me; de plus si a > o, les 

41~ments ne peuvent ~tre rSpartis en syst4mes que de cette mani~re, 
comme on le volt ais~ment. 

Un groupe d'ordre p~.+2 contenu dans G es~ compl~tement d~terminS, 
quand on connalt les substitutions qui sont ~changeables ~ toutes les 
autres, at qu'on connait de plus de quelle m~ni~re les syst~mes sont per- 
mut~s entre eux. Supposons, en effct, que le groupe I ' ,  contenu dans 

lx y x ~ a  Yil ~changeable ~toutes G, contienne la substitution 00 ~ , 
les autres, et que celles.ci dSplacent les syst~mes conform~ment ~ la sub- 
stitution !y Y T b i. Evidemment les substitutions de I '  sont comprises 
dans l'expression 

T = i x , u  x. + ~ f ~ ) , y  + ~'~. 

Or G, contenant T et t, contient T . t  -b, substitution qui peut ~tre ~crite 
sous la forme suivante 

Tt-b = ~:~, Y '~ + Y(Y), ~I ---- S. 

Si maintenant S n'dtait pas contenu dans I ,  le groupe qui d6rive de S 
et des substitutions de I serait d'un ordre .p"+", o11 m > 2; done S, et 
par suite T, font pattie de I ,  c'est-h-dire que I '  coincide avec I .  En 
particulier, si G appartient ~ la seconde esp$ce, 1' est compl6tement d6- 
terrain6 par unc substitution quelconque de l'ordre p2. 
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§ 2. D ~ t e r ~ n i n a t i o n  d~t g r o u p e  l t .  

3. Consid6rons d'abord les groupes de la, premi6re esp6ce, en ex- 
cluant pr6alablement les cas oh a = o. Les 0g' 6tant les seules substitu- 
tions de I 6changeables ~ toutes les autres, une substitution S de H dolt 
transformer 00 en 0if; par suite on doit avoir 

S =  i x , y  ax -4- F ( y )  , F~(y) l, 

9~ et F1 d6notant des fonetions enti6res du degr6 p - - I  au plus. La 
transform6e de t par S dolt ~tre une substitution de I ,  ce qui donne 
les conditions suivantes: 

~(y 21-- I ) - -  ¢ ( y ) - - - - b  o "Jf- bl~l(y ) + b~[ct(y)] 2 + . . .  + b.[~l(y)]a[ (modp). 

La seconde congruence donne 

¢~(v) - *v + d; 

en remettant  cette valeur dans la premi6re et d6veloppant suivant les 
fonetions (y)~, on a un r6sultat de la forme suivante 

d'oh 

~(v + I ) -  ~(y)-= 1,o + ~,;v + l,;(y)~ + . . .  + v~(v)o, 

~ ( v ) - - ¢ ( o )  + b;v + b;(v)~ + b;(v)~ + . . .  + b:(v)~.+~. 

Donc toute substitution de H est comprise dans l 'expression 

x ax + bo "4- b~y + b2y 2 -I- . . .  + b~+ly "+1 i 

y c y + d  i 

par cons6quent elle est le produit  d 'une substitution de 1 par une autre 
de la forme suivante: 

T =  l x , y ax -+ by"4-l , cy [. 

Evidemment  les substitutions T forment un groupe, que nous d6signerons 
par H ' .  
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Quand a = p - - I ,  on a b ~--o; nous d6montrerons maintenant  que, 
sans nuire ~ la g6n6ralit6, on peut  supposer b = o, m4me si a < p ~  I. 
En supposant c ~ + ~ a  (modp)  on trouve 

x c"a("+~)x + m b c ( m - ' x ~ + l ) y  ~+~ 

y cmy 

et en faisant m 6gal au plus petit exposant pour lequel c " ~  i (modp):  

T " =  x , y  x + m ! y ~ + i , y  . 

Or, si l 'on n'avait pas b-----o, la substitution T"  serait de l 'ordre /), et 
par eons6quent l 'ordre de H serait divisible par pO.+,; eela 6tant eontre 

l 'hypoth6se, on eonelut que si dans une substitution T de H' on a 

on a en m(~me temps 
a ~ c '~+1 ~ O~ 

b ~ o .  

Supposons maintenant  que H '  cont.ienne les deux substitutions 

I 
T - - - - i x , y  

oll trouve 

f t _ ] r  r T  
1 T1I . I ' i  -l --= 

,,x + by '~' , c~ r, 

,q: X --~ - -  

Y Y 

11 = ! x , y a , x  + b ,y  "*' , c , y  !; 

abl - -  a l b  -P bc~ + 1 . -  " ,~+a 01(~ y/(]. + l 

(/1Ca+l 

Cette substitution, qui est 6trang6re ~ I ,  dolt dtre idcntique, car autre- 
ment  son ordre serait p,  ce qui est impossible; donc on a 

(7)  ~ , _  _ t, 
o,  - ~i ' + '  - -  . -  ~ ° + '  ( . l o { t  p ) .  

Cela pos6, t ransformons le groupe H par la substitution 

U - - - . i x , y  x T r y " ~ - ~ , y  , 

qui est permutable  k I ;  on trouve 

u - ' T u  = i x ,  y a x  + [~ - -  ,,'(a - -  c ° ~ " ) ] y  ~+'  , cy [; 



Sur los groupes transitifs dont le degr6 est le carrd d'un nombre premier. 209 

done en faisant 

o n  gl. 

b 

F- ' .TgT = I :~::, .,/ a z ,  e~j l; 

de plus la. congruence (7) fait voir qua les transformdes de toutes les 
autres substitutions de t I '  prennent la m6me forme. 

I1 est done ddmontr6 que, pout' les groupes de la premidre espdee, 
6tant > o, on pent supposer le groupe H '  feting de substitutions de 

la forme 

l'ordre de H '  es~: done (1'-- t)~ eelui de H est 1/~v=(l~- i)' le nombre 
h, ~ h, 

t~ 6tant un diviseur de ( p - - I )  ~'. 

4. Passons aux groupes de la seconde esp6ee. Quand a = o, le 
groupe I eontient settlement les puissances de la substitution 

f = + ,  ] ( , nodp ' ) ,  

par suite route substitution de H est le produit  d 'une substilution de I 
par une substitution de la forme ~: ,  a t ,  off a est premier h 1~, et ap- 
partient h: un exposant qui est premier it. 1}. Done en ddsignant par 8 
une racine primitive du module p=, les valeurs de a sent de la forme 
gv, par eonsdquent l 'ordre de t t  est 6gal g 

1:,~(1~ - t )  

I~ 

h 6tant un diviseur de p - -  i. 
En g6n6ral toutc substitution U de H dolt vdrifier l '6quation 

t t7 _-= US,  

S 6t.ant une substitution de I .  En faisant 

on a ainsi la condition suivante: 

, ~,,,.I (rood p'~) ¢ (~  + ~) - -  ¢(~)  --"~0 + P { % ¢ ( ~ )  + ";'~(¢~): + . . .  + ; " ~ ;  j 
Acta mathemat iea .  11, l m p r i m 6  le 27 Fdvr i e r  1R88. 27  



210 

021 en  

d'ofi 

tire 

L. Sylow. 

¢(t + ~)-- ,~(t)- , , ,0 (rood p), 

r ( t )  = ,,~0,~ + ~(o) (rood p). 

En remettant  ee rdsultat dans la congruence primitive, elle prend ]a forme 

• c,(~ + i ) - -  ~ ( ~ ) ~ n o  + p{n l t  + ,n~t' + . . .  + n,~} (rood2=). 

Comme nous avons suppos6 = < p  ~ I, on en tire 

¢ ( t ) -  (.,~ + b + p ( a , t '  + a~t'~ + . . .  + ao+,e '-+') (,nod,,"). 

Done route substitution de /:/ est. le prodult  d 'une substitution de I par 
une substitution de la forme suivante 

~ ' =  I t  a~-F  pb t  "+1 [. 
Ces substitutions forment un groupe H'.  En supposant 

a.'* ~ I (lnod p), 

o n  a 

T" = I t  a " t  + pbma"-*~ +' ]; 

si l'on. fait m 6gal au plus petit exposant pour lequel a"' ---- [ + ph., il vient 

T = = I t  t + p ( l &  + bma"-'$ "+')[; 

on en eonclut que b =---: o, car autrement  T"  serait de l 'ordre p sans 6tre 
contenu dans I .  Ainsi la congruence 

a" _=_ x (mod p) 

entraine cello-el 

b _= o (rood p). 

Or je dis que le groupe H ne peut eontenir qu'une seule substitution 
pour clmque valeur de a. En effet, s'il contient 
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il contient aussi 

r - ~ l ' i  _~ ~ ~ + P - - a ~ ~ -  , 
I 

211 

qui, 6rant de l 'ordre p ,  doit 4tre eontenu dans I ;  done on a b~ =--b (modp),  
T =  T x. 

Pa r  consequent les valeurs du nombre a sont les puissances d'une 
eertaine valeur  primitive; done les substitutions de H '  sont les puissances 

de l 'une d'elles, i'0; soit 

io  = l*  ,,0~ + pbo¢ ~+' [. 

En transforrnant H par la substitution 

I n'est pas chang6, et l'on a 

u - ' L  i ..... e a0,  + p;~0_ - r ( ~ , 0  - -  ~,;;~)]~".*' I. 

Or, si b o n'est pas congru g z6ro (,nodp), s o - - a ~  +' ne l 'est pas non 
plus; nous pouvons donc fairs 

ce qui donne 

bo 
~o - ~+1 (rood p), 

~7"--1 r]7 0 ~" = I ~ aO ~ [* 

On peut donc supposer que les substitutions de H '  soient de la forme 
i i$  aS i; d 'autre part  toutes les substitutions de cette forme contenues 
dans G appart iennent  k H'.  Si a > p ,  faisons a = a ' +  a"p, oh a ' <  p; 
o n  a 

. a ~  ~ a ~ : = ' ~  a'~ . ~ ~ + p ~ , ,  , 

et comme le dernier facteur appart ient  ~ 1, on peut remplacer  a par a'. 

Donc l 'ordre de H '  est p -  ~ h , celui de H est 1"~+:(r ~) h , h &ant  un 

diviseur de p -  i. 
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I1 est facile d 'exprimer les substitutions de H par deux indices 
pris suivant le module p. En effet, ayant 

7 ' =  l$ c,¢[ (modp'~), 
et faisant 

.... px + y, y < p .  

ay -- ~ (rood p), r / >  o, ~ < p, 

et ddsignant enfin par E(.m) le plus grand nombre entier contenu dans 
la fraction m, on a 

a ~ =  apx + .,! =: at~,r + pE('~:q~ + ~; 
'- \ 1:~ / 

done 

T .... \ p /  == x (,x.+ . ~ /  (modp). 

Y >7 y ay 

,5. I1 nous reste h considdrer l c c a s  o{1 lc groupc I ne contient 
que l e s t )  ~ substitutions 

] ~ , Y  '~:+",Y+b]. 

Le groupe H d6rive dvidenunent des substitutions de I et de celles d'un 
certain groupe H '  d'ordre ~, dont les substitutions sont de la forme 

l x , ,j ~:~: + fly , rx + @ l. 

Inversement H renferme routes les substitutions lin6aires de G. I1 faut 
done trouver t o u s l e s  groupes contenus clans le groupe lindaire homo- 
g6ne ~ deux indices dont les ordres sont premiers ~ p. La r6solution 
de ce probl6me, beaucoup plus compliqu6 que cehfi que nous avons 
traitG peut dtre tir6e de la d6termination des groupes finis, contenus 
dans le groupe lindaire infini ~ deux variables, faite p'tr M. JOaDA~ 
dans son Mdmoire sur les dquations diff&entielles lindaires ~ int~grale alg~- 
brique ( J o u r n a l  fi~r M a t h e m a t i k ,  Bd. 8~). ~ En effet, l 'analyse de 

1 Aiusi M. GIERSTER s'en cst servi dans son dnumeration des groupes partiels 

contenus dans le groupe lindaire fractionnaire k uu indice (Inauguraldissertation~ Leipzig 

i88i). 
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M. J,)lil)AN" repose enti6remcnt sur la circonstance qu'un groul, e fini ne 
peut contenir attcune substitution de la forme 

6tant diffdrent de z6ro, son ordre ne pouvant dtre fini; pareil lement,  
dans notre probl6me, l 'ordre d'une substitution de cette ibrme est toujours 
un mult iple  de 1); ells ne peut doric appartenir h H' .  En lisant la 
ddduction de M. JOI~I)AN', on volt ais6ment qu'on obtient routes les formes 
du groupe H', en rempla~;ant les variables x et :~! par des indices pris 
suiwmt le module 1), et changeant Its 6quations de condition auxquelles 
doivent satisfaire les eonstantes, en des congruences (rood/J). Dans l'dnu- 
m@ation suivante les indices ~, rj sont ou r6els, ou des hombres imagi- 
naires et eonjugu6s de la forint a - t - b s ,  s 6tant racine d 'une congruence 
irr6ductible du second degr6; ils sont r6els ou imaginaires en m~me 
temps que les multiplieateurs de la premi6re substitution, d6sign6e par 

' N A et donn6e sous forme eanonique. Nous appellerons, avee M. JOI,DM, 
substitutions de la premi6re espdee eelles qui, raises sous forme eanonique, 
mult ipl ient  les indices par des hombres diffgrents, substitutions de la 
seeonde esp6ce eelles qui mult ipl ient  les deux indices par un m~me 
nombre, n6eessairement r6el, et nous d6noterons ces dernidres en 6erivant 
simplement le multiplieateur, par exemple 

a =  ~-,~ a~ ,a~  2 , - - i  = ¢ , r  I - - z , - - z  t . 

Premier t~pe. Les substitutions sont de la forme 

I t, l t l  = ¢ ,  7 2 a ~ ,  . 

Deuxidme lyl)e. Le groupe d6rive d'un groupe de premier type com- 
bin6 avee une substitution de la forme 

Troisidme tupe (type tdA ragdrique). Le groupe d6rive des substitutions 

A - -  l e , ~  i ~ , - - i ~ l ,  oh i :-4- ~ > o  (,nod 1'), 

r s +  i = o ,  

I i - - i  

2 
C =  m fitant r6el. 

I + i  ' " 
2 

I 
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et d'un certain nombre de substitutions de la seconde esp6ce. Parmi 
~ C 3 celles-ci se trouvent toujours A s B s I ,  -~ ~ mL L'ordre du 

groupe est dgal k I2~ ,  ~o 6tant l'ordre du groupe form6 des substitu- 
t ions  de la seconde esp6ce contenues dans H'. Le groupe altern5 entre 
quatre lettres a ,  fl, y,  ~ est isomorphe k H'.  En ddsignant par le signe 

qu'une substitution de H '  correspond k une substitution entre a , f l ,  y, ~, 
o n  8, 

~ , ,  a A  ~ ( ~ , ~ ) ( r ¢ ,  , , ~  ~ (~¢(~r), , , c ~  (~/~r). 

On dolt dvidemment omettre ce type quand 1 ) =  3. 
()uat.ri~me type (type octa~drQue). Les groupes de ee type d6rivent 

d'un groupe du troisi6me type et, d'une substitution de la forme 

D =  I ~ , ~ e~ , ei~ ] , 

oh eS--- f i ,  t" 6tant r6el. Dans l'expression de la substitution C on peut 
toujours faire m ~ ~. Le groupe symdtrique entre 4 lettres est isolnorphe 
k H ' ;  on 

aD ~ (~Tfl3) , aBD ~ (y3). 

L'ordre du groupe est 24w; par consdquent il dolt dtre omis quand P-=3.  
Cinqtd~me type (type icosa&lrique). Le groupe ddrive de substitutions 

de la seconde espbce et des trois substitutions suiwmtes: 

A === 
0 ~ m  i 
- -  - - - 0 ~  ~,7] 05,0 '~rj], oll 8_, 

/~=.= 

j = : . :  

et oh par cons6quent 

~, ~ .r~, s~], 

- -  s / K -  ),~ 

o11 r s +  I = O ,  

I I 
off 2 0 ~ - 0 '  ' t z : -  O ' - - 0 '  

~ , ~ + / . ? +  ~ = o .  

Le groupe contient toujours la substitution B S =  C 2 = - - I ;  son ordre 
est dgal k 6ow,  w t~yant ]a mdme signification que plus haut; il n'eMste 
que pour les hombres p de l~ forme I oh + J. Le groupe altern6 entre 
cinq lettres a , / 9 ,  y,  3,  ~ e s t  isomorphe au groupe icosaddrique; on a 

, ,A ~ ( @ ~ ) ,  ~B ~ ( 1 ~ ) ( r ¢ ,  , , c  ~ ( ~ ¢ ( r ~ ) ,  . - 4 ~ c  ~ (~/~r). 
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Le groupe H '  appartient doric toujours ~ l 'une de ces cinq types, 
et il peut ~tre r6duit /s l 'une des formes canoniques ci-dessus par une 
transformation lin6aire, qui est r6elle ou imaginaire en m6me temps que 
les indices $ e t  ~. S'ils sont rdels, on peut s imp!ement changer ~ et 
en x et y, puisque toute substitution lin6aire et r6elle est permutable  au 
groupe I.  Au contraire, si $ et 7; sont imaginaires, et qu'on veuille 
conserver I sous sa forme r6elle, il faut rdduire A , B , C , D  ~ des formes 
r6elles, ce qui ne pr6sente pas de difficult6. Mais comme, dans la suite, 
nous pourrons nous servir des formes canoniques m~me s'ils sont imagi- 
naires, nous omettrons ces caleuls. 

§ 3. S~tr le n o m b r e  n .  

6. Le groupe G contient np + i groupes de l 'ordre 1 ~+2, que nous 

d6signerons par 
I o , I , , I ~ , . . . , L ~ .  

En les transformant tous par les substitutions de I0, on obtient un groupe 
de substitutions entre les I~, isomorphe i~ I 0. Si l 'on r6unit  en syst6mes 
ceux qui sont permut6s entre eux d'une mani6re transitive, le nombre 
des groupes contenus dans chaque syst6me est une puissance de p ,  10 
seul formant un syst6me du degr6 I. On a done une 6quation de la 
forme suivante: 

np = n~p" + nd~': + n~l~ "~ + . . . .  

les nombres r~, r2, r a , . . .  6rant tous 6gaux ou sup6rieurs u I. Suppo. 
sons que /1 fasse partie d 'un syst6me du degr6 V'"; I1 est 6videmment 
permutable  aux substitutions d'un groupe K de l 'ordre p~,.+2-,., contenu 
dans I 0. Le groupe K sera aussi contenu dans /1; en effet, si le nombre 
des substitutions communes ~ I~ et h, K est 6gal h p~.+2-,.r.~, le groupe 
d6riv6 des substitutions de I~ et de K a.ur,L pour ordre p~+'-'+', d 'oh l'on 
conclut que s - - o ,  l 'ordre de G n'6tant pas divisible par p,,+3. Inverse- 
ment, si les substitutions communes ~ I o et ~ /.1 forment  un groupe de 
l 'ordre pO.+~-,.,, /1 fait 6videmment  partie d'un syst6me du degr6 _p~'. 
Sp6cialement, si r~ ~--I, /1 appartient ~ un syst6me du degr6 p; or K 
6tant dans ce cas permutable  aux substitutions de I0, il sera contenu 
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dans t o u s l e s  groupes du syst6me, et sera permutable  ~ leurs substitutions. 
Done, si l'on d6signe par K~, K ~ , . . . ,  K,,, Its groupes de l 'ordre 1 )"+~ 
eontenus dans G, l 'un queleonque d 'entre eux, K,,, ser~t eontenu dans les 
groupes d 'un nombre n,. de systdmes, et l 'on a.ur~t 

~1' = ~hP + '~P + ' "  -t 2 % P  + ~'~ °~, 

les nombres n . ~ , ~ 2 , . . .  , %, pouvant 4tre nuls, tous ou en partie. Pour 
diseuter eette 6quation nous distinguerons dans la suite plusieurs eas, qui 
diff6rent par l'esp6ee du groupe et par la. valeur de a. 

7. Cormnengons par les groupes de la. premi6re esphce off a ~ o. 
Les groupes K,. sont en nombre 1 ) +  I, ehaeun d 'eux eontenant les puis- 
sances d'une seule substitution 

S- - I : c  y : r . + a  ,q .Sbl ;  

nous ferons l'indice r eongru au rapport b. Supposons que K~, soit con- 
a 

tenu darts les groupes des n,1 premiers ~ystSmes, savoir les groupes 
.[~, I . , , . . . ,  1;,,~, et soit G~ le groupe form6 des substitutions de G qui 
sont 6changeables h S. Les substitutions de ehaeun des groupes 1 6tant 
6changeables entre elle,% (;,'~ eontient 1o, I ~ , . . . ,  1;,,2~ , mais il ne eontient 
aueun des groupes/,,,~+~ . . . 1:,~,. Par eons6quent son ordre est p ~ ( n . ~ p +  i), 
~ 6tant l 'ordre du groupe H; qui eontient les substitutions de H '  6chan- 
geables h. S. De plus, li~, 6tant intransitif, G~ est. non-primitif, ses sub- 

a 

stitutions remplacAnt les 616ments de chaque cycle de S par les 616ments 
dhm mdme cycle. I1 existe done un groupe (~'.,~ du degr6 l), isomorphe 
~ G~, et l'on voit aisfment que son ordre sera. 

Pzl (~'~P + I), 

ce qui rdduit tr6s consid6rablement les valeurs que peuvent avoir ~h et 
r,~. Notamment  on salt, cn vertu de deux th6ordmes de M. E. Ma'r~F,r 
( J o u r n a l  de  I,IOUVmI, E, annde i86 I ,  p. 31o) qu'on ne peut avoir 7r1-----I, 
sans avoir n.~ = o, et qu'on a 6galement 'n 1 ----- o, si "1 - -  2 , p = 4l~ + 3. 
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Reeherchons don<" quelles sont les substitutions de H '  qui peuvent 
6tre 6change~bles k une substitution de ]0. Soit 

I ' =  [x,~+ ~x + / + + , r x  + @[ 

une substitution de H', et supposons que, r6duite K sa forme eanonique, 
elle devienne 

on salt que s~ et s~ sont les racines de la congruence 

s ~ - -  (~ + C s  + ~ -  f i r -  o (,nod ~), 

et qu'on peut faire 

Exprimmat S p~:tr les nouveaux indicts on 

S = ] e , ~  ~ + A , ~ q - B  I, 
oh 

.A = (81 - -  (~)"..-1- f i b ,  B = (S, 2 " - -  ('~)" + /~b, 

et l'on trouve 
T - ~ S T =  [ ~ , '2 ~ + s~A, ,] + s~B [. 

Pour que T soit permutable an groupe Kb, il faut que T - ~ S T =  S", d'o6 
¢1 

(~, - -  ,,~)A ~ o, (~ - -  r e ) B -  o (moo p). 

Done si T n'appartient pas b. la seeonde esp6ee, il faut a.volr 

s~ _= m, B -~- O~ O l i  8~ -~-- J1?, ~ A ~ O .  

Le nombre m 6ta.nt r6el par d6finition, on a l e  r~sultat suivant: parmi 
les substitutions de la premi@e espb~ee de H '  eelles seulement qui sont 
r6duetibles b~ des formes eanoniques r~elles, peuvent 6tre permutables 
un groupe d'ordre p contenu dans 1o; inversement, chaeune de ees sub- 
stitutions est permutable ~ deux groupes, savoir 

K,~_,... et K~_~,, 

et n'est pas permutable aux autres. 
Aela mathematiea. 11. Tmprlrn6 le 9 3Iarx 1R88, ~,q 
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Si T doit ~tre 4changeable ~ S, il faut de plus que l 'un de ses 
multiplieateurs soit congru k I; en supposant s~ ~ I, on a 

I ~ a - -  ~ -t- s 2 - - o ;  

alors 7' est 6changeable a ux substitutions du groupe 

K•--• 
P 

et il est en outre permutable  au groupe K,~_,. 

Soit maintenant  T u n e  substitution de H '  de la premiere esp~,ee et 
6changeable ~ S; r&luite h sa forme canonique elle sera 

I, 
et l 'on am-a 

$ +  

Les substitutions de H '  permutables au groui)e Kb ont la. forme suiv,'mte 
a 

T'=l$,~ m~$+r,~,m~l; 
mais on trouve 

r " 

ee qui montre qu'on dolt '~voir r - - o  (rood p). II s'ensuit qne routes e(.s 
substitutions sont 6ehangeables entre elles. En partieulier les substitu- 
tions de H' 4changeables ~, S sont les puissances d'une seule d'entre 
elles; soit T eette substitution. De plus route substitution de H '  per- 
mutable b~ I(~ est le produit d'une puissance de T par une puissance 

d'une seule substitution 

Les substitutions de G qui sont permutables h, Kb forment un groupe 

G 2, qui contient T, et les substitutions de G~, mais ne contient aucun 
des groupes I , ,p+l ,  I,,,~,+2, . . . .  Par cons4quent son ordre est 4gal 
p~,r2(nd~-Jr- I), oh ~2 est l 'exposant de la plus petite puissauee de a~ 
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congrue ~ I. Le groupe G.~ est non-primitif, tout eomme G~; done il 
existe un groupe G'~ du degr6 1), isomorphe ~ G~; l 'ordre de ce groupe 

cst 6videmment 
p~17C;(nlp 2 I- I),  

G d6signant l 'exposant de la plus petite puissance de b~ congrue k une 
puissance de s~. Si ~r': > I, cel~r donne une nouvelle r6duction des valeurs 

de  n I . 

S. Supposons que H '  soit du l?remier type, et supposons que ses 

substitutions soicnt ramen6es ~ la forme canonique 

Si maintenant ~ et ~ sont imaginaires, a et b ne peuvent 6tre rdcls sans 
dtre congrus (modp),  donc, outre la substitution identiquc, aucune sub- 
stitution de H'  n'est 6changeable h, une substitution de 10. Par suite 
les nombres n~, G , " "  sont nuls, et l 'ordre de G est de la forme 

0 - - l ~ z ( ~ @  °" + I), 

~r 6tant un diviseur de 1~ : -  I. 
Si au contraire ~ et 7] sont r6els, il est permis de les ten, placer [)ar 

x et y. Parmi les groupes d'ordre p ,  contenus dans I 0, il n'y a que 
deux, savoir K0 et K . ,  dont les substitutions sont 6changeables h, des 
substitutions non identiques de H' .  Soit 5~ l 'ordre du groupe contenu 
dans H '  dont les substitutions sont de la forme 

i Z ~ y ',%; , '~t ly  !: 

et 3~ l'ordre de celui dont les substitutions sont de h~ forme 

0 1 1  a U l ' t ] ,  

i,c~,y m.~x,y]; 

: 0 1  • 0 2 • 0 3 • 

1)'apr6s les num6ros 6 et 7, on a 

0 = p-~;(J@~ + %p + ~hP + l),  
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dtant un diviseur de (t) --I) 2. Le nolnbre 

dolt  6tre l 'ordre d 'un groupe du degr~ 1), eonteuant  un autre  de l 'ordre 

+ ,); 

parei l lmnent  

ost l 'ordre d 'un groupe  du degr6 19, contenaut  un autre du degrd 

p3,2(%p + I). 

On a ~1.~ = o  si 3~ ~ x, et n ~ = o  si o '~---I ;  quand p e s t  de la forlne 

4 h +  3, on a m6me .n, ==o si 3 ~ - - 2 ,  et % - - o  si 3 2--=2. Les sub- 
sti tutions de H '  dtant toutes permutab les  aux groupes  Ko, K=, l 'ordre 

des groupes  que nous avons ddsignds par G 2 est p~m(n~p q- I). I1 s'ensuit 

que n'p n t- n. a est divisible par  %p n t- I, et n'p n t- nx divisible par n ~ l ) n  t- I. 

9. Considdrons le eas olt H '  appar t ient  au deuxi&ne type. La 
moitid des subst i tut ions de H '  ont  la forme 

8 - - i $ , ~  7 ,  a~,bv!,  

et t'or,,mnt ul, g roupe  1I" de l 'ordre 2; les autl'eS SOl,t de la forme 

Supposons en :premier lieu que ~ et ~] soient r6els; ils peuven t  alors dtre 

re.mphm,~s par :r et !j, sans changer  la fovme du groupe  I 0. Nous 6evirons 
done 

s =  x , v  .x, yl, 

Puisque 1f" contient  la subst i tut ion T - ' S 1 ' = i  x ,  y bx,  ay , les valeurs 

de a st de b sont les mdmes;  elles sont done les puissances d 'une seule 

d 'entre elles. Nous conserveront la lettre a pour  d&igner  eette wfleur, 
en la supposant  racine pr imi t ive  de la congruence 

z -= i (,nod ;)). 
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Le groupe H "  ell contient un autre done les substitutions ne font i)qs 
w~rier l 'indice x; ce groupe est form6 des puissances d'une seulc sub- 
st itution 

9 = [ x ,.y x , a'r y ]; 

on peut supposer que o "~ soit un diviseur de 3; en faisant 

010  

l 'ordre du groupe dont nous parlons est ~ .  
substitution de l~ forme suivante: 

l)e 1)lus H "  contient une 

y ax, @l; 

f~m(Dt~t' 6videmment toutes sos substitutions sont contcnues dans lcxprcssion ~ , , 
et l 'ordre de H "  est 6g~d ~ 3~3', d'oh 

~ ' T =  2 0 1 0  . 

D'autrc c6t6 H "  ddrive aussi des subst i tu t io ,s  

~' t ~ r l T - - ]  ~ t r l T  

En expr imant  que ~ peut ~tre dgal6 i~ ~'~'"",  on obtient la congruence 

t" - -  ~ __= o (rood 3'). 

Los settles substitutions de H "  dchangeables ~ des substitutions non iden- 
tiques de I 0 sont done les puissances de 9 et de ,¢~, qui sont 6chan- 
geables respectivement aux substitutions des groupes Ko et K,~. Or, en 
supposant que G contienne n~p + I groupes d'ordre p~ dont les substi- 
tutions sont 6chtmgeables ~ eelles de Ko, on en d6duit, en les t r ans fof  

mant  par T, un nombre  6gal qui ont  leurs substitutions 6changeables b. 
celles de K~.  Toutes les substitutions de t I "  sont permutables aux 

groupes K0, K®; le nombre des substitutions qu'elles produisent entre 
les cycles de chaque groupe est 6videmment  6gal k 3. 

Voyons maintenant  dans quels cas une substitution de la forme T 
est 6changeable /~ des substitutions de I 0. En rdduisant _7' h, sa forme 
eanonique, on trouve 

• == ~ , ~  @d¢~--V"cd;7  ; 
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il faut donc quc cd--I  (rood p), done 

7 ' ~ ! X , y  off, C-~Xl I" 

On obtient routes les substitutions de H '  de cette forme, en mul t ip l iant  
l 'une d'elles par les substitutions de H "  dont los d6terminants sont congrus 

~ ~. Ce sont los substitutions 

oh l'on a f-dt 

ct par suite 

t --~ I ~ 0 2 r  ~ ~ 0 2 o ~  

-~- 3 ~ I a ,  7:,-= 2o~o,2o3, 

3.~ et r 6tant premiers entre eux. Le nombre h peut  avoir los valcurs 
o ,  i ,  2 , . . . , ( 3 ~ 3 ~ -  l). Donc, si H '  contient une substitution de la 

forme ] x , y  cy ,c - l x l ,  il on contient un hombre de 8~32. 
Tellc que nous l 'avons d6terlnin6e, la substitution T est dchange'~ble 

aux substitutions du groupe K~_,, c'est-~-dire aux puissances de 

I x , y  x + c , y  + I [ ;  

outre la substitution identiquc, elle est la seule substitution dc II' qui 

possdde cette l)ropridt6. Or, si G contient un groupc G 1 de l 'ordrc 
p2.2(%p + I), dont los substitutions sont dchangeables  k celles de Kc-,, 

on en pout conclure l 'existence d 'un autre ayant  ses substitutions 6chan- 
geables ~ cellos de li;~_,, pourvu que G contienne une substitution qui 
transformc Kc-, en K,.~_,. Sans une connaissancc plus intime du groupc 

G, nous no pouvons chercher cette substitution que dans H".  Los sub- 

stitutions de celui-ci t ransforment  Kc-1 ell K~+~o-,, le nombre /~ pouvant 
dtrc dgal6 5 un mult iple  quelconque du plus grand commun diviseur de 
3V) ~ et t - -  i. Or on a vu que 3~0~ divise t ~ I, et q u e ~  e s t l e p l u s  

grand commun  diviseur de 323 ~ et t + I, donc 3~ divise t - - I .  En 

ddsignant le plus grand commun diviseur de 3.2~ 3 et t - - i  par 

divisera t -  I et t -]- i ;  oll a. doIlC a = I ou a = 2. 
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Considdro,:s cn secol~d lieu le c~ls o(, ~ ,  r/ ,~ont imagin'~ires. Les 

subst i tut ions dc H '  de la fo r in t  S sont les puissances d 'unc seulc d 'entre  

elles, que nous d6signcrons pat" 

s =  

en supposant  a rac ine  pr imi t ive  de la congruence  

Z" -=-~ I ( rood Jg) ; 

elles fo rmen t  llD. g roupe  1t" de l 'o rdre  5. Lc n o m b r e  m est un diviscur 

de 2) 2 -  I ;  en supposant  

on peut  faire 

] 6tant  une racine  pr imi t ive  de la congruence  

En posant 

Z p':'-I ---- I (rood p). 

m = b'~ 32, P -4- I = 3, 3~, 

2 et % e tan t  premiers  en t re  eux,  on a 

'11~' ~ O304~ p -  I ~ O.204~ 7 7 - ~  20102 .  

n e~t 5chan- Out rc  h~ subst i tut ion identique,  ' tucune subst i tut ion de H "  ' 

gcablc h, une subst i tu t ion de I0; en effet los mul t ip l i ca tcurs  a ' ,  a ''~ sont 

imaginaires  ou 6gaux.  P a r m i  les autres  subst i tut ions de H '  los 

T=I , 

seules sont 6changeables  aux  subst i tut ions d 'un g roupe  h'; comme  c~,c--'$ 
sont des nombres  conjugu6s,  on a cJ '+ '~  I. On obt icnt  routes les sub- 

sti tutions de II '  de cette fo rme  en ,nu l t ip l ian t  l 'unc d'clles par  los sub- 

st i tut ions de H "  h. dd t e rminan t  I, c'est-~-dire par  los 

~ ,- al,,~.: ~ (tPh'~., ~ 
i ~ ' ~  ' - i" 

P a r  suite ou H '  ne cont ien t  aucune  subst i tut ion de ht forme 
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ou il en contient (~, savoir les 

! ". a - h Z ~ c - i  . (a) t ~, ~ a"°~c~ , ~1 

En transformant  T par S -~, on trouve 

225 

S t T S - t  = 1~, ~ a(P-1)~c~, a-(P-') 'c-l~ [; 

or on peut  rendre a (p-~)' ou a a,e,' congru 

oh h est un entier queleonque, s d6signant le plus grand eommun  di- 

viseur de Sa et $4; on a s = 2 si $1 et if4 sont pairs, s = I clans les 
autres eas. Done si ~ = I, les #~ substitutions (a) peuvent  6tre trans- 
form6es les unes dans les autres par les substitutions de H ' ;  au eontraire, 

si s = 2, on en peut d6duire la moiti6 de la substitution T, l 'autre 
moiti6 de a'~~T. Dans le premier  eas t o u s l e s  groupes G~ qui r6pondent 
aux diverses substitutions (a) ont le m6me ordre p~. 2(n~p + I), dans le 

second la moiti6 des groupes Ga sont de Yordre t?.  2(.n~p + i), les autres 
pouvant avoir un ordre diff6rent p2. 2(n~p + 1). 

Enfin le groupe form~ des substitutions de H'  qui sont permutables 

au groupe Ko_, d6rive de 1' et des substitutions de la seeonde espSee 
eontenues dans H "  savoir les 

h32 h~l 

~ , 7 /  a ~ ~ , a  ~ 7/ ; 

l 'ordre de ee groupe est done 252~; il produit  entre les eyeles de Ko_, un 
groupe dont l 'ordre est 2(~2~ ou 5 ~  suivant que ~2~ est impair  ou pair. 

En vertu du num~ro 7, on peut  maintenant  'faire les conclusions 
suivantes: 

S i  s = I ,  o n  a 

o = +  lnlp + i); 
s i  S ~ 2 ~  

o, 
0 = p~,'r n'p 2 + ~ nap -t- n2P -k- I 

il existe des groupes du degr~ p des ordres 

p .  2(n,p + I ) ,  ~,. 2(,,~p + ~) 
Acta raathemat~ea,  l l .  Imprime le 9 ~Iars 1888. 29 
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contenus dans d'autres groupes, dont les ordres sont respectivement 

OU 

p .~ ,~ (~p  + ,),  p. ~4~(~p + ~), 

po~(.~,p + ~), ~ ( , ~ , v  + ~), 

si e?~s est impair, 

si d2e est pair. 

On a n ~ n  2 ~ o ,  quand p e s t  de la forme 4 h +  3, e t q u a n d l e g r ° u p e  
G ne contient pas de substitution de la forlne 

Enfin le groupe G en contient d'autres des ordres 

p~. : ~ ( ~  + ~), p:. :~,~(,~p + ~). 

1 0 .  Quand H '  est t6tra6drique, le nombre p e s t  > 3. Les sub- 

stitutions de H' sont les 

a , aA , aB,  a A B ,  aC". aA-~C"A, aB-~C'B, aB-~A-~C"AB, 

les lettres ayant la m~me signification qu'au num6ro 5. Les substitu- 
tions aA sont permutables aux groupes K0, K=, pourvu que $ et 7] 
soient r6els. Cela exige que - - i  soit r6sidu quadratique de p, c'est-h- 
dire que p soit de la forme 4h + i. Or si H' contient la substitution 
i ou I $,  ~2 $$, it] i, il contient iA et ~ i A ,  qui sont 6changeables respec- 
t ivement  aux substitutions des groupes K~ et K0. Comme on a 

B-l iAB = - -  iA, 

les deux groupes G 1 qui correspondent k K0 et ~ K= sont les trans- 
t'orm6s l'un de l 'autre; ils sont donc d'un m6me ordre p L 2 ( n ~ p +  I). 
En transformant _+ iA par C et C 2, on en d6duit + iB ,  +__ lAB; donc 
G contient six groupes de l'esp~ce que nous avons d~sign6e par G~, tous 
de l 'ordre p2.2(n~p + i). Les groupes G~ du degr6 p qui 3' corres- 
pondent ont pour ordre p. 2(nlp + J). Les groupes G 2 qui %pondent 
aux six groupes G 1 sont ~videmment de l 'ordre p2.2eo(n~p + I); mais 
comme la substitution iA ne permute pas les cycles de Ko, l'ordre des 

groupes G~ sera 2~.w(nd~ + x). 
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Le d6terminant  de la substitution aC 6tant a~m ~, sa congruence ca- 
ract6ristique est 

s ~ - a m s  + a2m ~=_o (modp),  

d'o6 

, - + ¢ - 3  
8 ~ a m  

2 

Pour  que la forme canonique de aC soit r6elle, il faut  donc que p soit 
de la forme 3h + i. On trouve ainsi 

a C =  ~', 7 t' am ¢ , a m - -  7' " 
2 2 

La condition relative au nombre p 6tant remplie, aC est permutable  

deux des groupes K,  que nous d6signerons par K ' ,  K " .  Les substitu- 
tions aC" sont les seules permutables  ~ ces groupes; en effet, dans le cas 
contraire, H '  contiendrait  un groupe d 'un ordre au moins 6gal ~ 6ca, 

substitutions 6changeables entre elles (n ° 7); par cons6quent il existerait, 
entre quatre lettres, un groupe de l 'ordre 6 ou i2 ,  contenant  exclusive. 
merit des substitutions 6changeables entre elles, ce qui est absurde. Or, 
si l 'on a 

I t - - ~ / - -  3 
m 2 

la substitution aC est 6changeable aux substitutions de K ' ;  si 

I I + q - - 3  
m 2 

elle est 6changeable ~ celles de K" .  Dans le premier  cas H '  contient 

la substitution m i + ~/Z 3, dans le second m i - -  V'-- 3 ; s'il contient l 'une 
2 2 

et l 'autre, il contient leur  produit  m 2, et, en ver tu  d u n  ° 5, m 3, et par 

suite m, e'est-~.dire qu'on peut  faire m---~ I. Soient, pour  abr6ger, C' 
et C" les substitutions qui r6pondent aux deux valeurs de a." 

0 '  = ¢ ,  7' ~', i + ~/Z-372'2 , C" = $', 7]' ~ - -  v~-2 3 $,, ,~, ; 

C" n'est pas la transform6e de C' par une substitution de H ' ;  c'est ce 



228 L. Sylow. 

qu'on volt sans calcul, en se souvenant de la correspondance qui a lieu 

entre les substitutions de H '  et celles du groupe altern6 entre quatre 
lettres. L 'ordre du groupe G~, form6 par les substitutions de G 6chan- 
geables ~ celles de K',  peut  6videmment  4tre exprim6 par p~. 3 ( n 2 p +  I); 

celui de G[ est donc p.3(n~p + i). Le groupe G~ est de l 'ordre 
p*.3oJ(n~p + i). Or les substitutions communes ~ G, et H '  sont les 

aC~; s'il s'en trouve parmi elles qui ne permutent  pas les cycles de K',  
ce ne peut  ~tre que les puissances de C"; cette circonstance ne se pr6. 
sente donc que dans le cas off l'on peut faire m = i. Par  suite l 'ordre 

du groupe G~ sera p~o(n2p + I) si m = i ;  mais il sera p.3oJ(n~p + I) 

dans le cas contraire. Quant  aux groupes analogues qui r6pondent 
K", il suffit de remplacer  n 2 par une autre lettre n 3. Des substitutions 

C',  C" on d6duil:, en les t ransformant  par A,  B ,  AB, six autres substi- 
tutions, 6changeables respect ivement aux substitutions de six autres des 
groupes Kr. Donc on a quatre groupes de l'esp~ce G~ qui sont de 

l 'ordre p*. 3 (n2P -[- i), et quatre de l 'ordre i0~3 (n3p + ~). 
De ce qui pr6c6de on tire les conclusions suivantes: 

L'ordre de G est d6termin6 par la formule 

0 = p2. i2~(n,p~ + 6nip + 4n~p + 4n3p + i). 

On a n~ ----o, quand t0 est de 1~ forme I2h + 7 ou I2h + i I, 
et quand H '  ne contient pas la substitution i, 

n 2 ~ n  8 = o, quand p est de la forme i2h + 5 ou I 2 h +  I I ,  

n 2 ----o, quand G ne contient pas la substitution m I + ~ / -  3 
-------2--  ~ 

i- -3 
n~ = o, quand G ne contient pas la substitution m 

2 

Les nombres n, sont compatibles avec l 'existence d 'un groupe du degr6 
p et de l 'ordre p . r : l .  r:~(n,p + I), contenant un groupe de l 'ordre 

¢O 
p.rc~(nrp + i); pour ~ ' ~  I on a rr~ = 2, r r ' ~ - ~ ;  pour r---- 2 et r = 3 ,  

i O) 
on a rr 1 = 3, et, si / t '  contient la substitution m, rr2 = 5 ;  dans le cas 

contraire on a rr~ = oJ. Enfin G contient des groupes des ordres 

+ 3,o(.,p + + 
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1 1 .  Quand /-/' est octaddrique, on a aussi p > 3. Les substitu. 
tions de H '  sont: les substitutions d'un groupe t6tra6drique oh ron a 

m---- I, les 6(0 transform6es des aD, les 6o, transform6es des aBD. On 
connalt d6jh les groupes K,. qui sont permutables  aux substitutions t6- 
tra6driques, et l 'on connait les substitutions tdtra6driques qui sont 6chan- 
geables aux substitutions de ces groupes; mais 6videmment  on ne peut  

employer  imm6diatement  ce qui a 6t6 dit sur l 'ordre des groupes G,, G~, 
G~, G~ qui s'y rapportent.  

Les substitutions aD ou [$ ,  r] ae$, aei~isont  permutables  aux  

groupes K0 et K=,  comme le sont les aA, pourvu que p = 4h-4- i ;  en 
effet e est r6el en m~me temps que $. Done le groupe G~ correspondant 

K 0 est de l 'ordre p2  2(nl p -4- r), si H '  conticnt la substitution i, mais 
ne contient pas e. Si H '  contient e i l  contient aussi i; en effet D'~A se 

r6duit  ~, e~i; darts ce cas rordre  de G~ est p2.4(%p + I). Le groupe 
G= est de l 'ordre p~.4to(n~p + i);  G; est de l 'ordre 2,w(n~p + I), quand 
H '  contient e, mais de l 'ordre p.2w(%p "4-i) dans le cas contraire; 
c'cst ce qu'on volt en remarquan t  que la substitution e-~i-~D ne permute  

pas les cycles de K0. 
On a vu, au num6ro pr&6dent,  que les substitutions aU ~ sont per- 

mutables aux deux groupes K ' ,  K " ;  6videmment  elles sont les seules 

substitutions de H '  permutables g ces groupes. Dans le cas qui nous 
occupe, les groupes K ' ,  K" ,  ainsi que les substitutions C " , C  ''', se trans- 

forment  l 'un dans l 'autre  au moyen de la substitution 

F = ABD.  

En'effet ,  dans le groupe sym6trique entre les lettres a ,  fl ,  r ,  6, qui est 

isomorphe g H', la substitution (aft)-) correspond g C, (aft) ~ F, done 
F - ' C F  et C 2 correspondent g (aTfl) d'oh 

F -  1CF .---- aC=; 

comme d'ail leurs C a son d6terminant  congru ~ i, on dolt avoir 

d'oll 

F-~CF = + I C 2 

F -~C"F= +__ I . C  ~; 
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or, comme on a C 3 = -  i ,  on en conclut  qu'il  faut  prendre le signe 
infdrieur, donc 

F - 1 C F  = _ _  C ~. 

En faisant, pour un moment,  a -  ~ o n  a 

5f 

F - ' C ' F  ---- - -  a C  ~ ---- --~ C ~ - - -  C ' '2 ,  

F _ ~ C , , F _ _  I C2 _~ a.~C ~ : C,2. 

Ainsi, dans le r~sultat final, les deux termes au coefficient 4 qui se prd- 
sentent dans le cas oh H est t~tra~drique, se rdunissent ici en un seul 
terme au coefficient 8. Les ordres des groupes G1, G~, G~, G~ sont 
dvidemment  les mdmes que dans le cas prdcddent en supposant m = x. 

On a 
a B D  = i ~ , ~2 are~] , ase i$  i; 

la congruence caractdristique de cette substitution dtant 

o 2 + a~'e'~i - -  o (mod p), 

elle se rdduit k la forme canoniquc, 

a B D =  I ~ ' ,  ~2' a e ~ - - i ~ ' , ~ a e ~ / - - , r ]  ]. 

Pour  que $', ~2' soient rdels, il faut que e~/ - - i  le soit. En supposant 

p- - - -4h  T I, e est r~el; par consequent il faut  que - - i  soit r~sidu qua- 
dratique de p ,  c'est-~-dire que p dolt dtre de ]a forme 8h' ~ i. A cette 
condition a B D  est permutable  b~ deux des groupes K,., que nous d& 

signerons par K'" ,  K .... ; d 'autre c6t~ on voit que les a et a B D  sont les 
seules substitutions de H '  permutables  k ces groupes. Si maintenant  H '  

contient la substitution e~ / - - i ,  on peut faire 

I 

- - e ~ / - - i '  
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on ob t ien t  ainsi les d e u x  subs t i t u t ions  
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6changeables  r e spec t ivemen t  a u x  subs t i tu t ions  de K " '  et de K '" ' .  D 'a i l leurs  

ces subs t i tu t ions  sont  les t r ans fo rm6es  l 'une  de l 'autre ,  car  en effet on a 

A-~BDA = - -  BD; 

K .... est donc la t r ans fo rm6e  de K ' "  pa r  A.  I1 s ' ensui t  qu ' en  t ransfor-  

m a n t l e  g r o u p e  G 1 c o r r e s p o n d a n t  ~ K ' "  par  les subs t i tu t ions  de H ' ,  on 

ob t i en t  douze groupes  G~; tous  de l 'o rdre  p2. 2(n3 p + I). Les g roupes  

G'~, G~, G~ ont  r e spec t i vemen t  p o u r  o rdre  p.  2(n3p + ~), p~. 2 t o ( n ~ p +  i), 

pto(n~p + t), c o m m e  on le vo l t  a isdment .  
Q u a n d  p = 4h + 3, le n o m b r e  n~ est n6cessa i rement  nu l ;  en effet 

la suppos i t ion  cont ra i re  en t ra ine ra i t  l 'exis tence d 'un  g r o u p e  du  degr6 p 

et de l 'o rdre  p .  2(n3p + I). 
On a donc le r6sul ta t  su ivan t :  

0 = p~. 24~o.(n'p~ + 6nip + 8n2p + i2n~p + i ) ;  

n 1 = o, quand  10 = 24h + 7 , i i , 19 , 23, et q u a n d  H'  ne cont ien t  

pas la subs t i tu t ion  i; 

n 2 = o, q u a n d  1o = 24h + 5 , I I , 17 , 23, et q u a n d  H'  ne cont ien t  

pas la subs t i tu t ion  l + v ~ -  3. 
2 

n~ - ~ o ,  q u a n d  p = 24h + 5 ,  7 ,  I I  , 1 3 ,  1 9 ,  23, et  q u a n d  H' ne 

con t i en t  pas la subs t i tu t ion  e v ' - - i .  

Les n o m b r e s  n,. a d m e t t e n t  l 'exis tenee d 'un  g roupe  d u  degr6 p e t  de 

l 'o rdre  10,-rl~r'~(n,.p + I), e o n t e n a n t  un  au t r e  de l ' o rdre  pz~(n,p + ~), off 

les n o m b r e s  ~1,7r~ sont  d6 te rmin6s  de la mani6re  su ivan te :  

to  i 
p o u r  r - - i ,  on a ~r 1 = 4 , ~ - ' : = - ~ ,  ou  z v l = 2 ,  zr2-----oJ, su ivan t  que  

H'  cont ien t  e ou non.  

(o  
r - - -  2,  Ir~ : 3 ,  ~r~ : - : ;  

J 

to  

r : 3 ,  7t~ 1 : :  2 ,  ~'12 - - -  2 
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Enfin le g roupe  G contient  des groupes des ordres 

4, (n p + i), 3,o(n p + + 

1 2 .  Quand H '  est icosa~drique, le nombre  p est de l 'une des 

formes i oh ~ i , I o h - -  i. Par  une analyse route semblable  h la pr& 
c~dente on t rouve:  

oh 

O = p  2. 6oeo(n'p 2 -~- I2nlp -~- 2on~p + 3on~p -{- I), 

n 1 = o, quand p = 6oh + I 9 ,  2 9 , 4 9 ,  59, et quand H '  ne contient  
pas la subst i tut ion 0; 

n 2 ---- o, quand  p = 5oh + I i , 2 9 ,  41 , 59, et quand  H '  ne contient  

pas la subst i tut ion 1 -~- ~ / - -  3 .  
2 

n 8 ~ o, quand  p = 5oh + I I , I 9 ,  31 , 59, et quand H '  ne contient  
pas la subst i tut ion i. 

Le nombre  n,. adme t  rexis tence d 'un groupe du  degr6 p e t  de l 'ordre 

peo(nrp.-~ I), contenant  un autre  de l 'ordre p~rl(n,.p.-t- I), OU pour  r ~  I ,  2 ,3 ,  

le nombre  ~r~ est respect ivement  ~gal ~ 5 ,  3 ,  : .  Le groupe  G contient 

des groupes  des ordres p2. 5co(n, p ~_ I),  p2. 3eo(n2 p T i ) ,  p~. :eo(nsp + 1). 
On remarque  que dans les cas oh H '  est de l 'une des trois types 

poly~driques,  les coefficients qui, dans l 'expression de O, mul t ip l i en t  les 

termes en n,.p, sont les nombres  des sommets, des faces et des ar~tes des 
polyfidres correspondants.  

13. Le cas oh G est de la seconde esp~ce, a (itant nul, est facile 

traiter.  En effet, I 0 ne cont ient  que les puissances de la subst i tut ion 

t = l x , y  i[; 

par  consequent  il ne cont ient  qu 'un  seul g roupe  K de l 'ordre p ,  qui est 
form~ des subst i tut ions 

t'P-----Ix,y x + a , y  I. 

En supposant  K contenu dans n~ des groupes I,., il existera un groupe 

G'~ du  degr~ p et de l 'ordre p~:l(nlP-~ I), oh le hombre  ~r 1 est l 'ordre 
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du groupe renfermant les substitutions de H '  ~changeables ~ t ~. Or, les 

substitutions de H '  dtant toutes de la forme 

on a ~videmment ~r 1 = ~, d'oh n~ ----o. Donc l 'ordre de G est exprim~ 
par .  la formule 

0 =p~7~(n'p ~ + ~). 

14:. De ce qui est dit aux num4ros prdc4dents on peut  conclure 
que, si a ~ - o  et ~ r = I ,  on a n ~ o .  En effet, sous cette hypothSse le 
groupe G est de l 'ordre p ~ ( n ' p ~ +  I), et contient n ' p 2 +  i groupes de 

l 'ordcc p2. Deux quelconques de ces groupes n 'ayant  en commun que 
la substitution identique, le nombre  des subst4tutions des ordres p et p2 

est ~gal ~ ( p ~  ~)(n'p ~ + ~); ees substitutions d~placent t ous l e s  ~l~ments. 
Les substitutions qui ne d~placent pas un ~lSment donnd quelconque u~.,j 
sont en nombre n'p~-~ - I; par cons6quent elles coincident avec les n'19~-~ i 
substitutions dont l 'ordre est premier  ~ 19, en d 'autres termes, ces der- 
nitres ne dSplacent aucun 41~ment. Donc n ' ~  n ~ o. 

On a ainsi le th~orSme suivant, analogue au premier  des thSorSmes 
de M. MATHIEU, cites plus haut :  

Tout  groupe transitif G du degr5 p~ contient un groupe t r a n s i t i f / '  
d 'ordre p~; si G ne contient pas de groupe plus gSnSral dont les sub- 
stitutions sont permutables  ~ f ' ,  G coincide avec f'. 

15. Soit maintenant  a = I, et supposons que G soit de la premiSre 
esp~ce. U~ groupe K de l 'ordre p~ contenu dans I 0 et I 1 pourrai t  6tre 
transitif  ou intransitif. Si K est intransitif il est form6 des substitutions 

t~ t~ 1 , une substitution T de /1, etrangere ~ K ,  t ransformera t? 0 en 00, 
car 6videmment 80 et ses puissances sont les seules substitutions de K 
qui d6placent tous les 616ments. Par  consequent T aura, la forme suivante: 

T = l x , y  ax+  ~l(y),~2(y)l. 

De plus T transformera 01 en ObO~, ce qui donne 

C 

Acta  mathematica.  11. Impr im~ le 12 ~ a r s  1888, ~0 
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Pour  que cette substitution soit de l 'ordre p ,  il faut  que 

a -~ c - -  t (modp);  

mais alors T serait eontenu dans Io, ee qui est absurde. Done le groupe 
K ne peut dtre intransitif. 

Si K est transitif, il d6rive de deux substitutions 6changeables entre 
elles, S et T ,  dont l 'une fair varlet  l 'indice y; on peut  donc supposer 

mais on trouve 

S ~ O o O ~ t  T ~  ~ ~" a ~ ~0~i ~ 

S - 1 T S  ~ t -~ T t  = a~-~ a~ ~ 0  L ' I  

done d est 6gal h z6ro. Par  consdquent il est permis de faire 

Or I 1 ddrive des trois substitutions 00, O~, t' analogues respectivement 

0o,  01, t ,  et l'on volt que 00, qui est 6changeable ~ 0'1 et ~ t', ne peut 
dtre 6trang6re ~ K; en effet, dans ce cas, les p8 substitutions de I 1 se- 

raient dchangeables entre elles, ce qui est absurde. De plus, 00 ne peut 

dtre une puissance de 80, car alors /1, 6tant enti6rement d6termin6 par 
0'0 et S, se confondrait  avec I 0. Done on peut  supposer 

t a b ~t 
0o ~ 8o0, t, ---- 0 0 • 

Ces substitutions d6terminent compl6tement  /1; d'ailleurs, aux p valeurs 
qu'on peut donner au hombre a r6pondent p groupes de l 'ordre p~, tous 
contenant K et contenus dans G; en effet on 

- c  , 1 4 a + c , q b ~ t  ~ t '  

I1 en rdsulte que le groupe G contient un groupe G1, dont les substitu- 

tions sont permutables  k K,  et dont l 'ordre est dgal k 

+ ,), 

ff dtant un diviseur de w. D'autre part, G ne contient d'autres groupes 
de h~ mdme espdce clue G~; e'est ce que nous ddmontrerons, en fais~nt 
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voir qu'on a n6cessairement b = o. Pour  simplifier les c~dculs, intro- 

duisons, au lieu de x, le nombre  

On trouve 

00 $ + I , y ] ,  

t=l ,y 

La substitution 0'1 dolt ~tre 6changeable ~ fro, en ne faisant pas varier 
l ' indice ~; elle dolt en outre satisfaire ~ la relation 

~--1 , ~ jQ~--I At t 01t' v 0 • v 1 

done elle aura  la forme suivante 

0 '1=[~ ,y  $ , y + $ + a [ .  

Ainsi le groupe G1, contenant les deux substitutions 

contiendra route substitution lin6aire et homog6ne par rapport  aux in- 
dices $ ,  y dont le d6terminant  est congru ~ i (mod p) (volt le Traitd 
des substitutions de M. JORDAN, n ° I2I ) ,  entre autres celle-ci 

$ , y  r $ , ~ y i = l x , y  . r x+b? . ' - - i  b~.a-- i  2 i ', 2r Y - -  ~-r'~ Y ' ~ y ' 

oh r peut avoir route valeur  non congrue ~ z6ro. Or cette substitution 

appart ient  6v idemment  au groupe H;  donc comme nous avons suppos5 
que les substitutions de ce groupe soient contenues dans 1;expression 

I x , Y  a x + f l Y + t ' , @ + e [ ,  

il faut  qu'on ait b = o, comme nous l 'avons annonc6. On a vu en mOne 

temps que le groupe H contient toutes les substitutions 

I [ x , y  r x , ~ y  ; 

comme d'ailleurs toutes les substitutions de H sont permutables  ~ K, on 
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a z / -~  ~r. L'ordre de Gx est done O' ~--/o3~r(p + I), celui de G est 
0-~2~37r(n'p~+ p + i), ou bien, puisque O est divisible par O', 

o = z,.~.(p + ,)(n"p ~ + ~). 

Le r6sultat final se r6sume done comme il suit: 
Si a = I, et que G soit de la premi6re esp6ce, on a ou 

O = ~)~(n 'p  ~ + ~), 

&ant un diviseur de ( p -  I) 2, ou 

O = ~ 0 3 ( P  - I)Tt'l(P "4- I)(~t'P 2 ~f- I ) =  ~9'~(~92 - -  I)(~ '--~))(~t ,p~ "3[- I), 
3 

~r 1 ~ 0 &ant le nombre des substitutions de la forme ] x ,  y a x ,  y] 

contenues dans G. Quand la premi6re formule a lieu, G ne eontient 
d'autres substitutions lin6aires que celles de H. En effet, si la substitu- 
tion lin6aire S est &rang6re ~ H et, par suite, non permutable  '~ I0, le 
groupe I1, transform6 de I 0 par S, contiendra le groupe (~o, t), ce qui 
est contre l'hypoth6se, si S appartient ~ G. 

1 6 .  Passons au cas off G est de la seconde esp6ce, a 6rant 6gal 
b~ I. D'abord on volt, comme au num6ro pr6c6dent, qu'un groupe K 
de l 'ordre p2, contenu dans I 0 et I , ,  ne peut ~tre intransitif. Si K & a i t  
transitif, il serait form6 des puissances d'une seule substitution 

t' ~ 0~0~t, 

mais alors T 0 et I1, &ant compl6tement d&ermin6s par la substitution 
t', se confondraient, ce qui est contre l'hypoth~se. Ainsi deux des groupes 
1,. ne peuvent contenir un m~me groupe d'ordre p2. Done 

O - - p ~ r ( ' n ' p  2 + I), 

~r &ant un diviseur de p - -  I. 

1 7 .  Dans les cas off a > I, deux quelconques des groupes/~ ,  par 
exemple 10 et I1, ne peuvent contenir un mSme groupe transitif dont 
l 'ordre surpasse /)2. En effet ce dernier groupe contiendrait n6cessaire- 
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rn 2 ~n 3 . . rna . merit ,9o, ~9~ et une substitution de ]a forme ~9~ ~9~ . #~ t, or ces sub- 

stitutions d6terminent compl6tement le groupe de l'ordre /~+~ qui les 

contient, de sorte que -To et /1 se eonfondra ient  Done si I 0 et I 1 con- 
t iennent un m4me groupe K de l 'ordre p"+~, celui-ci est intransitif, et 
par suite il d6rive des substitutions d0, ~ , . . . ,  ~,. Cherchons les sub- 
stitutions qui sont permutables  k K.  

Nous d6signons par  Co, c ~ , . . . ,  cp_~ les cycles de tg0, de sorte que 
c, soit une substitution qui permute  circulairement  les 616ments dont le 
second indice est congru ~ y, et qu'on ait 

p--1 

~9 0 = ~o y C y ,  

Si maintenant  U d6signe une substitution permutable  '~ K ,  U transformera 

chaque substitution c v e n  une puissance d'une autre, par  exemple c v en 
of(v), donc on a ¢(v)~ 

u=i ,,y xf(v) +/i(v), ¢(v)l. 

Or, comme K est permutable  ~ t, et contient la substitution 

C(a+l )a  (a+2)ez  ( p - - l )  a 
~v. ~ Ca • o.+1 "" (Jcz,+2 " • • " C],~l  

il contien~ en g6n6ral la suivante 

( a + l ) e .  (a.+2)a. c ( P - - l ) a  _ _  S z  • 
Cz " (Jz+l  " Czd-2 " " " " p - - a . + * - - I  - -  

Evidemment  K d6rive des substitutions So, 81, . .  •,  S~,_1; done pour que 

U soit permutable  ~ K,  il est n6cessaire et il suffit que U transforme 
chacune des substitutions Sz en une substitution T de K ,  laquelle, eomme 

S,, est compos6e de p - -  a cycles. Les substitutions de K a y a n t  la forme 

I ,v • + F(v) ,v l ,  

off F ( y )  est une fonction enti6re de y du degr6 a, on trouve les sub- 
stitutions T en d6terminant  la fonction /7(y) de mani6re qu'elle s 'annule 

pour a valeurs incongrues par rapport  au module  p. Soit Yo,YI,  ...,Y~-I 
ces valeurs; on aura 

~ ' r ( y )  = M ( y  - - Y o ) ( Y -  Y l )  • • ° ( Y  ~ ~ a . - 1 ) ,  
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M ~tant  une  constante ,  et 

T = l . ~ , y  x + F ( y ) , y i - - - - I I c ; ~ ' .  

C o m m e  d 'a i l leurs  K cont ien t  tou tes  ces subs t i tu t ions ,  on p e u t  ~noncer le 

c r i t d r ium de la mani~re  su ivan te :  il f au t  et il suffit  que  U t r ans fo rme  

les subs t i tu t ions  T les unes  dans les autres.  Or  on a 

U--1T U -l-T,~f(y). 1,'~:,) 
J . ~  t,¢(.~ D 

donc  il f au t  que  

f (y) .  F ( y )  ~ F 'L¢ (y ) ]  

--  M ' [ ¢ ( y )  - -  ¢(Y0)][¢(Y) - -  ¢ ( Y l ) ] . . .  [¢(Y) - -  ¢(Yo--~)] (mod p), 

M' 
ou bien,  en posan t  ~ / - = . N ,  

(7) t'(y) ~- N [¢(Y) - -  ¢(.~/0)][¢(Y) - -  ¢ (Y, ) ] . . .  [¢(Y) - -  ¢(Y~--,)] (,nod p). 
(u - -  y o ) ( y  - -  u , ) . . .  ( y  - -  y ~ _ l )  

Q u a n d  a ~ - p -  I, cet te  congruence  ne di t  r ien,  pu i sque  on ne p e u t  

d o n n e r  ~ y d ' au t r e  va leur  que  Yp-1, sans a n n u l e r  le n u m ~ r a t e u r  et le 

d d n o m i n n t e u r .  Et,  en effet, t ou te  subs t i t u t ion  de la f o r m e  

I ~: ,  y ~f(y) + f,(:J), ¢ (y)  l 

est dans  ce cas p e r m u t a b l e  ~ K, qui cont ien t  routes les subs t i tu t ions  cy. 

Quand  a - - p - - e ,  on p e u t  faire y=yp-1 ,  et y~yp_~;  on t r o u v o  

ainsi,  en ve r tu  d u  th~orSme de WILSON, 

f(y,,_~) _ N f(y,,-2) _ N 
y , , - ~  - -  ?~, , -~  ¢(y, , -~)  ,z(~,,--~) Y , , - ~ - -  Y,,-~ ¢(:~p-'~) - -  ¢(Y, ' -~)  

d'ofi 
f(y,_~) - f(y~_:); 

c o m m e  d 'a i l leurs  Yp-1 et y ~  sont  arbi t ra ires ,  on conc lu t  que f(y) est 

cons tant .  Done  si a - - ~ 1 0 - - 2 ,  on a 

- -1  g n  effet, K d~rive des subs t i t u t ions  c~,. cy+~, ou  bien des c~. c -1,, , lesquel les  

pa r  U sont  t ransform~es  en c~,(u). %~",). 



Sur les groupes transitifs dont le degr4 est le carr4 d'un hombre premier. 239 

Supposons ma in t enan t  a < p - -  2 , a > o, et par  cons4quent  2~ > 8. 

En faisant duns la congruence (7) successivement y = y p _ ~ ,  y = yp_=, et 
divisant  les r&ul ta ts ,  on u 

(8) f(yp-~) 
f(y~-=) 

_ [~0(y~_, ) - ¢(yo)]  [¢ ( :~ ,_ , )  - ¢(:~,)]... [¢ (y~_~)  _ ¢(:v~_,)]  (y,,== _ v0) (y~-=  - ?~, ) . . . (y~- ,  - y , - ~ )  

- [ A . v ~ - , )  - ¢ ( v 0 ) ]  [ ¢ ( v , - , ) -  ¢ (y ,  )].. [ ¢ ( y , - - ~ ) -  ¢ ( y . - ~ ) ]  ( y ~ - i  - y o ) ( y , - , -  v , ) . . . ( y ~ - ,  - w - ~ )  

Cette congruence,  linSaire en Yo et ¢(Yo), peut  dtre raise sous lu forme 
suivunte 

Ayo + B 
(9) ¢(Yo)-  Cyo + D 

Or on peu t  ~v idemment  remplucer  Y0 par  chacun des hombres  y . ,  y~.+~, . . ,  

yp_a, sans autre changement ;  de plus  la congruence (9 )es t  aussi satisfaite 

en remplacan t  Y0 par  yv_~ ou par  y~_.~, puisque par  l~ (8) est satisfaite 
ident iquement .  Done on u 

A y + B  
( i o )  ¢ '(Y)  =-- Oy + D 

pour  y = - - y 0 , y ~ , y , + l , . . . , y p _ l ;  le hombre  de ces valeurs,  p - - a  + I, 
cst au moins 6gul g 4. 

En t ra i tan t  yl comme on a traitS. Y0, on tire de (8) une nouvel le  

congruence 
A ' y +  B' 

¢ (:'J) -- C'y + D ' '  

qui a l ieu pour  les valeurs  suivantes de y: 

Donc on a 

Yl , Y.  , Yc~+l , . .  • , Yp-1. 

Ay  + B _ A ' y  + B' 
Cy + D--C 'y  + D' 

pour  les valeurs  y~., Y~+I, • • • ,  Yp-1, dont  le hombre  est 4gal oll sup~rieur  

it 3, donc cette congruence  est ident ique,  c'est&-dire que la congruence 

(IO) est s'ttisfaite par  y - - y , .  On d6mont re  de lu m(~me mani6re qu 'el le  
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est satisfaite par  y - - y ~ ,  Y 3 , . . . ,  Y,~-~. Done enfin elle est satisfaite par 
toute valeur  de y; comme d'ailleurs ¢ (y )  ne peut  6tre infini, ni constant, 
on conclut que 

C ' - o ,  ¢(y)_= cy + d. 

En repor tant  cette valeur dans (8), il vient 

f(~J~-,) - -  f( ,s~-~);  

Up--1 et Y,-2 6tant arbitraires, eel~ vent  dire que f (y)  est une constante. 
Done on a 

u = l ~ , y  <,~ + f~(y),cy + all. 

Par ce r6sultat  on est en mesure de trai ter  en m~me temps tons les cas 
off a >  I , a < p - - 2 .  En effet la substitution U n e p e u t ~ t r e d e l ' o r d r e  

p oh p~ que si a ~ c - - I  (mod p), mais alors U est contenue dans I 0. 
Par  suite ce groupe n'a aucun groupe de l 'ordre p"+~ en commun avec 

un autre des groupes I,,. On pent done conclure que, s i a  > I ,  a < 1 9 - -  2, 

o n  fL 
0-~p~'-~zc(n'p ~ + 1). 

Quand p >  3 ,  a - - ~ p - - 2 ,  on salt que 10 ne peut avoir qu 'un seul 

groups K en c o m m u n  avec d'autres groupes I,.. En d6signant par 

n~p + I le nombre  des groupes I~ qui contiennent K,  on a 

O:---pP7t'(9"~l~O "-~ l)('l'ttp 2 + I) ,  

oh pPTc(nlp + I) est l 'ordre du groupe G~, form6 de celles des substitu- 

tions de G qui sont permutables  ~ K.  Comme ces substitutions rempla- 
cent les 616ments d 'un m~me cycle par ceux d 'un autre cycle, i l ' exis te  

un groupe G~ du degr6 p, isomorphe ~ G~, et de l 'ordre 

p~ (nlp + i), 

~r 1 d6signant le nombre  des valeurs que prend la constants b dans les 

+ des substitutions 

de H' .  En effet, les seules substitutions de G1 qui ne permutent  pas les 

cycles c v sont les I x ,  y ax + ~ ( y ) ,  y I" Parmi  les substitutions de G1, 

celles q,li sont de ror~re ~ ou : ont 1~ forme Ix,y ~ +  f~(y), ¢(:/) !, 
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et sont par consequent 6changeables k 0o; done G~ contient un groupe 
G.~ dont les substitutions sont 6changeables ~ ~90, et dont l 'ordre est 
p~r2(n~p + I) ,  7r.~ d~signant le hombre des substitutions de G qui sont 
de la forme ! x ,  y :v, by I" Par suite G; contient un groupe de l'ordre 

ParticuliSrement, si G est de lu seconde esp~ce, on a ~ ~ ~, d'ofl n~ ~ o; 
done 

0 ~p~'~(n'p ~ "Jr I )  

On verra plus loin qu'on a n' ~ o dans tous les  cas oh a ~ p - -  ~ ,p  > 3. 
Si a ~ p - - ~ ,  on a 

+ + 

et l 'on suit, eomme duns le cas precedent, que G eontient un groupe 
non primit i f  G~ de l 'ordre pP+~rr(n~p + i). I1 existe bien un groupe G~ 
du degr6 p,  isomorphe k G~, mais comme celui-ci peut contenir des sub- 
stitutions de la forme I x ,  y x f ( y ) +  f~(y), y I, qui, quoique ~trang~res 
k H,  ne dgplacent pus les cycles c,j, l 'ordre de G~ n'est pas g~n~rale- 
ment  un mult iple de p(n~p-[- i). 

§ 4. Consdquences t i~e s  de la prinvtt ivi td ou de la non-pr imi t iv i t~  
~es groupes. 

1 8 .  I1 r~sulte des travaux de M. JortDAZq ( J o u r n a l  f(Ir M a t h e -  
m a t i k ,  Bd. 79, et B u l l e t i n  de la  Soc.  M a t h . , t .  1) que, pour les plus 
grandes valeurs de a, le groupe G ne peut 6tre primitif, quand il ne 
contient pas le groupe alternS. En effet, d'apr~s une formule du pre- 
mier des M6moires cit4s (p. 256), le degr~ n d'un groupe primitif, ne 
contenant pas le groupe altern~, mais contenant une substitution de l 'ordre 
p k q cycles, dolt v~rifier l'in~galit~ 

~ < q(p + q) logq + q(P--~) + p + 3q, ,-) 

oh l'on a suppos6 q > 2; si q =  2 on a 

n <  : p +  3, 
A e t a  m a t h e m a t i e a ,  n .  I m p r l m 6  le 21 Avri l  18~i8. 3l 



242 L. Sylow. 

et si q ~ I, 
n < p  + 2. 

Dans notre cas on a n = p 2 ;  comme le g roupe  cont ient  la subst i tut ion 

~ ,  qui  est compos6e de p - -  a cycles de p lettres, on peu t  faire q=p--a.  
En supposant  a ~ p - -  I, on a q ~ I ;  donc, ayant  p ~ > p + 2 , 1 e g r o u p e  

G ne peut  6tre primitif ,  sans contenir le g roupe  altern6. En faisant 

a ~ p - - 2 ,  on a q = 2 ;  il faudra  donc que p:=<_2p + 3, d'ofi P ~ 3 ;  

donc si a ~ p - -  2, le g roupe  ne peut  6tre pr imit i f  except6 pour  p ~ 3. 

Pour  les autres valeurs de q, on t rouve  que le g roupe  ne peut  6tre 

primitif ,  quand on a 
I I I 

p > ~q log~ + ~q -4- 2 

I ~ /  5 7 2 _[_ t3 
-~- 2 q log q I -t- log q 4(log q)~ -~- q lo~q q(log q)'~ + (q lo~ q)~" 

Quand q > 7, le radical est inf6rieur b~ 2, de sorte que l'in6galit6 pr6- 

c6dente peu t  ~tre remplac6e par  celle-ci: 

3 log q + i i 
P > 2  q ~q + ~ .  

En calculant ,  pour  chaque va leur  de q, la l imite de p, on en d6dui t  

celle que a ne pout  d6passer, quand le g roupe  est p r imi t i f  sans contenir  

le groupe altern6. Voici les rdsultats pour  les premi6res valeurs de p.  

p l i m ( a )  2~ l ira(a)  p l i ,n (a )  

3 i I3 8 29 20 

5 2 I 7 I I  3 I 2 2  

7 4 19 I2 37 27 

i~ 7 23 15 41 30. 

Dans le M6moire ins6r6 au B u l l e t i n  de  la  S o c i 6 t 6  M a t h 6 m a t i q u e  
M. Join)AN ~L donnd, pour les valcurs  de q infdrieures h 6, une l imite 

plus resserr6e, savoir 
n < p q + q - 4 -  I, 

en supposant  p > q. On en tire, en faisant n---= p~, 

p-=-q+1 .  
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I1 s'cnsuit que, loraque p -  5 ct p = 7, la vraie limite de a est I. 
Ainsi, p &ant  > 3, G ne peut &re pr imit i f  quand a = p - - 3 .  

Quand par les raisons qui vieiment d'etre expos6es, ou par d'autres, 
on salt que le groupe G est non-primitif, la distribution des 616ments 

en syst6mes est une de celles qu 'admet  le groupe I 0. En particulier,  si 
a > o, les syst6mes sont form& par les 616ments qui r6pondent ~ une 

m&ne valeur du second indice. 
Les groupes non-primitifs m6ritent  une 6rude sp6ciale, non seule- 

ment  parce que, duns certains cas, ils sont lea seula possibles, mais aussi 

parce qu'un groupe primit if  peut en contenir un autre qui ne l'est pus, 
et que la connaissance de ce dernier  peut  &re utile b, 1'6rude du premier. 

19 .  Supposons que G soit non-primitif,  les 616ments se groupant  

en p syst6mes, ,~'0, ~ '~ , . . . ,  Zp-,, off ,~', contient les 616ments pour lesquels 
le second indice est eongru ~ 7" Soit F le groupe contenant les sub- 
stitutions de G qui ne d6placent pas les syst6mes, et d6signons de plus 

par 7"7 le groupe partiel entre les 616ments u0,~, ' u ~ , ~ , . . . ,  %_~,.~ qu'on 

obtient par les substitutions de F. Tous ces groupes Tv sont du m&ne 
ordre, et se d6duisent de l 'un d'entre eux, en le t ransformant  par les 

substitutions de G. Nous d6signerons l 'ordre de T~ par 

~1 &ant le nombre  des substitutions de la forme 

Ix r 
contenues duns r," Soit enfin r~ le groupe d6riv6 de Ix x + i]  et de 

ses transform6es par les substitutions de I'; r~ sera contenu duns T, e~ 
permvtable  ~ ses substitutions; son ordre sera 

(mp + i), 
7r; &ant un diviseur de 7r 1. 

1' contient la substitution tg~, qui ne d6place que les 616ments des 
p - -  a derniers syst6mes; mais il ne contient pas de substitution de l 'ordre 

p,  qui en d6place moins. I1 est m&ne facile de d6montrer, qu 'aucune 
substitution de F, quel que soit son ordre, laisse immobiles lea 616ments 
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de plus de a syst~mes. En effet, supposons que la subst i tut ion S n e  

d6place que les 616merits de m syst6mes, et raisons 

S : 8 a • 8 b • . . 8 f ~  

s~ d6signant  une subst i tut ion entre les 616men~s du syst6me 2',. En 

t rans formant  S successivement par  toutes les subst i tu t ions  de /', on a 

une s6rie de subst i tut ions:  

.t t t 
- - - -  8 a . 8 0 . . . 8 ' f  

S i t  t l  t t  t t  
= 8 a • 8 b . . • 8 f  

Or le g roupe  qui d6rive des s , ,  s',, s ' , ' , . . . ,  6tant pe rmutab le  aux sub- 

stitutions du groupe  pr imi t i f  /-~, est n6cessairement transit if ;  "donc il con- 
t ient  une subst i tu t ion de l 'ordre p,  et par  suite le g roupe  y',. En mul-  

t ipl iant  un certain nombre  des subst i tut ions S ,  S', S " , . . . ,  on peu t  donc 

t rouver  une nouvel le  subst i tut ion 

S j  : O ' . .  O" b .  . . O' D 

off l 'ordrc de a,, est 6gal ~ p .  En 6levant S 1 ~ une puissance convenable, 

oil a. une subst i tut ion de l 'ordre p,  ne d6pla~ant que les 616ments de m 
syst6mes au plus, donc 

ce qui justifie notre assertion. 

En faisant S =  ,9,,, le groupe ~J~. d6rivant  de S,  S', S", . . .  aura 

6v idemment  pour  ordre pzr'~(mp + I). Si ma in t enan t  ~; > i, ce g roupe  

contient  une subst i tu t ion 9~ qui t ransforme ~9~. en 0~, r 6tant diff6rent de 

l 'unit6. Or, en supposant  a > o, F cont ient  la subst i tut ion 

p ( a + l ) a - -  1 ( P - - 1 ) a _  1 
v q ~ - 1  - -  C a - 1  • ( 2 ~ ) ~ ' - I  • ~ a + l  ' • • u r - 1  

et par  cons6quent celles-ci 

--1 ~ . C:(°O(A--1 t~ "(¢z+ ] ) a - - 1 . . .  C~('1 I )~  1 f (z--19 9 : Ca--1 " ~ a + l  

- 1 0 - I  ~9' ---- C "-1 9 ~ ~-19 ~-t ,,.-1, 
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dont  la derni6re  ne d6place que les 616ments de Z~_,; donc il faut  que  

G( = / ~ - -  I .  

II est donc d6mont r6  que pour  a > o ,  a < p -  I, on a n6cessaire- 

m e n t  zr'~ = I, et pa r  suite, m = o. Darts tous ces cas I '  ne peu t  donc 

contenir  d 'aut res  subst i tu t ions  d 'o rd re  p q u e  les p rodui t s  des c~', c'est-'~- 

dire les subs t i tu t ions  @,~ ' ; ' . . .  ~%,~. Les subst i tut ions de G sont 6videm- 

m e n t  pe rmutab le s  b~ I', et  pa r  suite au  g roupe  (~0, ~ , , . . . ,  ~,); or il a 

6t6 d6montr6,  au  num6ro  17, que si a > o , a < 2 9 - - 2 ,  les seules sub- 

st i tutions de cet te  esp6ce qui  puissent ~tre contenues  dans G, sont celles 

de H.  Donc, si le groupe  G est non-pr imit i f ,  a 6rant > o et < p - - 2 ,  

il se confond avec H ,  et par  suite on a 

0 = jl)'+~Tc. 

La mdme chose a encore lieu si p = 3 , a  = - P - - 2  = i, c o m m e  on le 

volt ais6ment. 

Quand  p > 3 , a ---- p - -  2, les subst i tu t ions  de G doivent  avoir  la, 

fo rme  

y + f(y), ¢(y)l; 

il f au t  donc que le hombre  n' de la f o rm u l e  du  numdro  17 soit nul. 

Si a ~ p - - I ,  le g roupe  A, se confond avec T~,-~- Le g roupe  F 

en cont ien t  un  au t r e  [ "  de l 'o rdre  [pz'~(mp + I)]P; or I '  ne cont ient  6vi- 

d e m m e n t  pas d 'au t res  subst i tut ions de l 'o rdre  p que celles de I"; par  

suite l 'o rdre  de F sera 
pp  7~'1'P 71"1t' ( ~ p  .4_ I )P 

o n  7r~7/'~' = 7l" 1 est le n o m b r e  des subst i tu t ions  de 1~ fo rme  ]x ,y  ax,y[ 
contenues  dans G. Donc enfin on a 

0 = 29P+177~tlP~rt;'7"C2(,g p "~-- I )P(mlp  "4- 1), 

~r2 6tant  le n o m b r e  des va leurs  que prend  la constante  b dans l 'ex- 

pression Ix,  y ax, by[ des subst i tut ions de H.  Chacun  des hombres  

p=;=;'(mp + i) ,  + p 2(,, lp + t) 

est l 'ordre d 'un  g roupe  du  degr6 p .  
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2 0 .  geprenons maintemmt les groupes primitifs oh a > o ,  a < p - -  3. 
Nous d6signons par I ' ,  le groupe intransit if  de l 'ordre p~+~ contenu dans 

, ,, .~c,,) qui . . .  e (~'-~) les cycles de la substitution -o , I,,,, ct l)~lr c,,,, c,, ,  c,, ,  , _,,~ 
est 6changeable k toutes les substitutions de I,, .  Ainsi chaque substitu- 

tion de I,:~ est un produi t  de puissances d'un eert~qin nombre des c~ ~-. 
Commengons par les groupes de la premiere esp~ce, en recherehunt 

si I o et 1~ peuvent  contenir un m6me groupe K de l 'ordre p~. Si K 
6tait intr~nsitif, il serait contenu dales I'0 et I'~. Or nous allons d6montrer  

que, quelle que soit l'espSce de G, les groupes I0 et IC ne peuvent avoir 

de substitution commune.  
En effet, une substitution commune k Io et k I~ est le produit  d 'un 

nombre de cycles au moins ~g~l ~ p - - a .  Donc parmi les cycles de g 
il y a certainement p - - ~  qui se confondent avec i o - - a  cycles de I~, 

et qui seront d6sign6s par 

les lettres de ces cycles forment  autnnt  de syst6mes communes k I o et /1. 
D'autre part  les syst6mes de /1 ne peuvent  pas tous se eonfondre avec 

ceux de I o. En effet, s'il en 6tait ainsi, le groupe qui d6rive des sub- 

stitutions de I 0 ct de /1 serait de l 'ordre p~+°'rr'(mp + I), m 6tant diff6- 
rent de z6ro, et il serait non-primitif, ce qui est impossible (n ° 19). On 

peut donc supposer que le cycle c o contienne les lettres 

c~ eelles-ci 

oh 

(l'l ~ (i'2 ~ " " ~ (l'IJ 

a~ , a~ , . . .  , a , , _ ~ ,  b~ , b'~ , . . .  , b~ ~ - ~ ,  

p - - q > 2 ,  q > 1 ;  

car 6vidernment c 1 contient plus d'une let tre  de l 'un au moins des sy- 

stSmes de I 0. l.e groupc I0 contient une substitution S O qui d6place les 
lettres de t ) -  ~ systdmes choisis arbi t rairement;  on peut  done supposer 
que S 0 d6place a l , ( t 2 , ' " , %  et les lettres de p - - a - -  I des cycles 
c(~) ,'(~+~ c~0 p -~). En d6signant g~n6ralement par C,, un produit  de 0 ~ ~'0 ~ " ' " ~ 

puissances d'un certain nombre de ces derniers cycles, on 
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De m6me I[ contient une substitution 

Si maintenant  q > I, soit ci ta puissance de c I qui remplaee b~ q--~) par  
b~-~); la substitution 

v --r ~" S~ S, SoS, - "  " .  6'o ~___ ~ 01 CoOl 

ne ddplace pas b~ '~-~), mais elle ddplace n6cessairement une au moins des 

lettres bl, b ' t , . . . ,  b~ *--'~). Si elle en d6plaee plus d'une, on ddduit  de la 
m6me manidre une nouvelle substitution qui en d6plaee moins, et ainsi 
de suite, jusqu'h ee qu'on soit parvenu ~ une substitution dont le pre- 

mier cycle contient p - -  I des lettres a, par exemple % ,  6~3,...  , ap, 
avec une seule des b~ °. Par  cons6quent il est permis de supposer q = i. 

Cela pos6, soit T u n e  substitution de I 0 qui, en laissant al ,  a2,...  ,ap 
immobiles, permute  b~ circulairement avec p - -  i autres lettres b~, b3, . . . ,  b,. 
En transformant S~ successivement par les 2 ) -  I puissances de T,  on 

obtient  les substitutions 

S 2 - - c $ . C 1 ;  ~-~3 = fi23- ~ ,  • .  • ,  S F ' ~ - - - - C I I . C 1 ,  

off ci est une substitution circulaire des lettres %, a :~ , . . . ,  a~,, b~. I,e 

groupe (So, S~, . . . .  Sj,) permute les lettres a l ,  a , ~ , . . . ,  a2, ,bi ,  b~,...,b~) 
d'une mani~re 2) + I fois transitive; par cons6quent il contient une sub- 
stitution V qui 6change entre eux % et %, en laissant a ~ , a 4 , . . .  , % 

immobiles. Comme nous n'avons fait aucun usage de l 'ordre des lettres 
a, il est permis de supposer 

d'ofi 

S o = (a 1 , a~ ,  a,~, a 4 , . . . ,  ap) Co, 

v-'So v = ( . , ,  a3, a , ,  a 4 , , . ,  

Done le groupe G contient la substitution V-1SoV. So-: , qui se r6duit h 

(ala, a~), done il est non-primitif, sym~trique ou Mtern& Cela 6tant 

contre l'hypoth~se, I'o et 1'i n'ont pas de substitution commune. 
Le groupe K ne peut  done ~tre intransitif. S'il est transitif, il 

ddrive de deux substitutions 6changeables entre elles: 

0o,  ~gt ~9~ . 0,, t .  
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Le groupe I x eontient  une subs t i tu t ion  ~0 6changeable h, routes les autres; 
comme il n'exislte pus de g roupe  du degr6 p~ et de l 'ordre p~, contenant  

exclus ivement  des subst i tut ions 6changeables entre  elles, ,9'o est contenu 
duns K;  donc on peu t  fuire 

! ~}0 m l  m : z  ,90--= ~9o ~51 8 . ~ . . .  ~%. t .  

Le groupe  I, est c o m p l 6 t e m e n t  d6termin6 pur  les subst i tut ions ~'0 et 
t ' =  ,%. En le t r ans fo rmant  par  la subst i tut ion 

~t I tl 2 * * 

on u un nouveau groupe,  d6termin6 par  les subst i tut ions 

c3mo+al (~'~'zl+a¢ nma--l+aa t~ma~- (~--I 
H-~9o ¢0 = ~o ~i "" ~:~--I ~,~, ~,, t'O = ~o" 

Parmi  les groupes  qu 'on obt ient  de eette mani6re,  ceux qui r6pondent  
une mdme combinaison de vuleurs  de a~, a:¢ . . . .  , %  ont  en c o m m u n  

avec I 0 un mdme groupe  d 'ordre  p~. Le nombre  de cea derniers groupes 

est hp "-~, et le hombre  des groupes  /1 ,  I ~ , . . .  qui les cont iennent  eat 
h / : ,  h 6ta.nt le hombre  des valeurs  que peu t  avoir  m~. Pou r  le d6- 

te rminer ,  supposons que /1 soit d6fini par  les subst i tu t ions  

' ma I ,90=0. 

et raisons 

on t rouve  

---- x - -  m . (y ) .+l ;  

~'" = { ~ '  Y ~ "Jr- ( Y ) " ' Y  I' t = [ ~ ,  y ~ - - i ~ $ a ( Y ) a ,  y -~'- I [, 

$ , y +  It, t '= l$ ,v  $+  , ,yl .  

Comme nous supposons a > o, lea groupes  I o et I x cont iennent  respec- 
t ivement  les deux subst i tu t ions  

donc G, contenant  les deux,  cont ient  toutes  les subst i tut ions lin6aires et 



Sur les groupes transitifs dont le degrd est ]e carrd d'un nombre premier. 249 

homog6nes en ~ et y dont  les d6 terminants  sont congrus  k t (mod p), 

entre autres la suivante 

$ , y  r $ , T y  ou x , y r x - -  m~ r ( y ) , ~ ,  - -  , - y  . 
l a + l  '/" 

Or, cette subst i tut ion,  6tant pe rmu tab l e  g I0, appar t ien t  ~ H,  donc le 

coefficient de y~-+~ dans le d6ve loppement  de m~ r(y)~+~ ~ T . . _ ~ , '  

savoir 
m~(r~-+ 2 - -  I) 

r a + l .  2 . 3 • ' '  ((z + I )  ) 

est divisible par  p;  cornme r peu t  avoir  toute  valeur  non congrue k 

z6ro, on dolt  avoir  m~_= o (mod p), g moins  que a ne soit 6gal k p - - 3 .  

Comme nous supposons a < p ~ 3, nous avons donc h----o ou h =  I, 

et dans le dernier  cas nous savons que G cont ient  l e s p - - t  subst i tut ions 

x ,  y r:~, 7 y  et g6n6ra lement  tou te  subst i tu t ion de la forme 

x a x + b y + c  

y d x + e y + f  

oh a e - - b d = _  I (mod p); ces subst i tut ions fo rment  un  groupe  d 'ordre  

p3(p2 i). 

On a vu, au c o m m e n c e m e n t  du  num6ro  17, que deux des groupes  

I ne peuvent  contenir  un  mdme  groupe  transi t i f  dont  le degr6 surpasse 

p2. En ver tu  de ce qui a 6t6 dit  au num6ro  6, on peu t  donc pr6ciser 

comme  il suit l 'expression de l 'ordre de G: 
Quand a >  o , a  < p - -  5, et G est de 1~ premi6reesp6ce ,  son ordre 

e~t expr im6 par  l 'une des formules  suiv~ntes: 

O = pa+27/ ' (~ff~O a + l  "4- I ) )  

0 = p~+2~r(n'p~+l + p~ + l). 

Dans le cas de la premi6re formule ,  G ne contient  d 'autres  subst i tut ions 

lin6aires que celles de H;  c'est ce qu 'on volt  de la m~me mani6re que 

pour  a =  I (n ° 15).  Dans la seconde fo rmule  le hombre  n ' p ~ + l + p ~ +  x 

est divisible par  p + i ;  en effet, on volt  fac i lement  que le hombre  des 
A~.ta mathematica. 11. Imprim~t le 23 Avril 1888. ~2 
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groupes  d 'ordre p~, contenus  chacun clans p + i des groupes  L ,  est 6gal 
(n'P ~+~ + ~ + t )p  ~-~ 

p + i  
Quand G est de 1s seconde esp6ee, deux  quelConques des groupes  

/,. ne peuvent  avoir d 'autre  subst i tu t ion commune  que l ' identique;  ear 

s'ils en avaient, ils cont iendraient  une m~me subst i tut ion de l 'ordre p ,  

laquelle  appar t iendra i t  k I 0 et g I~; ma.is on a vu, au commencemen t  

de ce num6ro,  que cela est impossible. Donc si G est de la seconde 

esp6ee, a &ant  > 1, et < p - - 3 ,  on a comme pour  a ~ 5, 

0 = p°~'~(~¢p~+~ + I). 

2 1 .  Recherchons de quel le  mani6re un groupe pr imi t i f  du degr6 

p2 peu t  &re compos6. Nous d6signerons par  H l e  groupe  que nous avons 

plus hau t  appel6 H', en gardan t  du  reste les notat ions pr6c6dentes. Le 

groupe  pr imi t i f  don t  il est question d6rive des subst i tut ions des groupes  

Io, I , , . . . ,  I.p et H, ce que nous expr imerons  en 6crivant 

son ordre est 

G = (I0, I~, . . . ,  I .~,  H); 

0 = p~-~:(~p + I). 

Supposons que G eontienne un groupe  G', pe rmutab le  g ses subst i tut ions 

et, par  suite, transitif.  D6notons les groupes  eontenus dans G', ainsi que 

leurs ordres, en accentuant  les lettres rel ' t t ives aux groupes correspondants  
contenus dans G; on a 

G' = (I0, I ; , . . . ,  I ' > ,  H'), 

O' = p° '+~' (#p  + i). 

On salt que chacun des groupes  I ,  est con tenu  dans un des /~; nous 

~llons ddmont re r  que 1~. est pe rmutab le  aux  substi tut ions de chaque 

groupe  /~ qui le contient. En t ransformant  les I~. successivement par  

routes les subst i tu t ions  de To, on obtient  un groupe entre les I:, dont  

l 'ordre est une puissance de io; comme leur  nombre  est n'p + x, Fun 
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au moins d'entre eux, par exemple I0, est invariable par ces transforma- 

tions. Par  cons6quent I0 est contenu dans I 0, car au t rement  le groupe 

(I0, I0) serait de l 'ordre p~+2~-m, ee qui est absurde. De plus on a a = a '  
ou a = (X' + I ; en effet, si a > a' + I, on aurait  

J a b f g . 

Io  = tg l  ' " " " ' bQa ' , 'b 'Qa'+lbqa'+2 " " "  tga--l~gat), 

en t ransformant  ce groupe par ~ ,  on aurait  le suivant 

(~90,~j, , ~,, ~,, ~b ,~:+Jmn • " " ~ ) ~ a ' + l  Y a ' + 2  " • " V a - - l ' - " a V ] ,  

qui diff~re de I0, ce qui est impossible• Ii faut done que a = a' ou 
a = a ' +  i,  et dans les deux cas Ig est 6videmment permutable  aux  

substitutions de chacun des groupes /~ qui le contient. 
Premier cas, ~ = a'. Comme I:. est identique au groupe /~ qui le 

contient, on a 6videmment n ' =  n, 

o' = p"+:w(np + 

Le groupe H'  est contenu dans H et permutable  ~ ses substitutions, car 

le groupe transform6 de H'  par une substitution de H est contenu dans 

H et G', et par cons6quent il ne peut dtre que H' .  
Inversement,  si G', ayant  pour ordre p~+~zc'(np + I), est contenu dans 

G, et si, en outre, H'  est permutable  aux substitutions de H ,  G' est per- 
mutable  £ celles de G; c'est ce qu'on voit presque imm6diatement  en re- 
marquant  qu'on a G----(G', H). Si l 'on excepte les groupes de la premi6re 

esp6ce oh a = o, la condition relative au groupe H'  peut  4tre omise, 
puisque les substitutions de H sont 6changeables entre elles. D'ailleurs, 
si G' n'est pas n6cessairement permutable  aux substitutions de G, le 

groupe (Io, 1 ; , . . . ,  l'p), contenu dans G', l'est toujours. 
Les facteurs de composition de G sont done: I °, les facteurs de com- 

du groupe G ,  2 ° ' ceux de G' (voir, pour la notation, le M6- position 

moire de M. JORDAN: Sur la limite de transitivitd, § 2, B u l l e t i n  de la  
S o c i 6 t 6  M a t h 6 m a t i q u e ,  t. 1). Si l 'on excepte le cas oh, a &ant  6gal 

G k z6ro, H est icosa6drique, les facteurs qui naissent du groupe ~, sont 

des hombres premiers. Quand H est icosa6drique, H' peut  l '4tre aussi, 
et dans ce cas les facteurs de composition qui pr6c6dent ceux de G' 
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sont encore des nombres  premiers ;  si non, H'  ne contient que des sub- 
st i tutions de la forme I x ,  y ax , ay [. 

Second cas, a = a'-[-  I. Chacun des groupes  I,. ne peu t  contenir  

qu 'un  seul des groupes I : .  En effet si Io et I~ 6taient contenus darts 
I0, on aurai t  

Zo = (a0, ~ , ,  . . . ,  a~__,, a: ' t ) ,  

I~ = ( a o ,  a , ,  . .  . ,  t%_~ , a~"t),. 

donc G' cont iendrai t  Omt et " ~, t, et par  suite ~- '~ ' ,  ce qui est contre 
l 'hypoth6se.  Or, on a vu que deux des groupes  I~ ne peuven t  contenir  
un m6me groupe  transi t i f  de l 'ordre p~+~ que dans le seul cas oh a = 1, 
G est de la premi6re esp6ce et off l 'on a 

o = p ~ ( p  + ~)(n,p ~ + ~). 

Donc, si l 'on fait  abstraction de ce cas, il faut  que n = n', 

Comme G' est pe rmutab le  aux substi tut ions de lo, le groupe G en con- 
t ient  un  autre  G" de l 'ordre p'~+:='(np + I); d'apr6s ce qui pr6c6de G" 
est pe rmutab le  aux subst i tut ions de G, et dv idemment  G' est pe rmutab le  

celles de G"; donc les facteurs de composit ion de G sont: l °, les di- 

viseurs premiers  de ~r _ ,  2 °, le nombre  p ,  3 °, les facteurs de composit ion 

de- G'. 

Si le groupe G' est lui-m~me compos6, la s6rie des d6composit ions 
est arrdt6e, au plus tard,  quand  on est parvenu  ~ un groupe  de l 'ordre 

p2z:,.(np + I), off ~r,. est un nombre  premier.  En effet on ne rencontrera  

pas le cas qui a 6t6 except6, comme le font voir  les expressions de O 
trouv6es au num6ro  pr6c6dent. Donc, ~ par t  l 'exception signal6e, le 

nombre  n a la propri6t6 de se conserver dans le cours des d6compositions. 
Un g roupe  dont  l 'ordre est expr im6 par  la fo rmule  

0 = p"+:~r(n'p ~+1 -4- P" + I), 

a 6tant sup6rieur k I, n 'entre jamais  dans ce cas. On aurai t  en effet 

O' --: p~+~z~'(,n'p "+~ -t- p" + I),, et par  cons6quent  G' ne cont iendrai t  d 'autres 
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substitutions lin6aires que celles de H' ;  mais d 'autre  c6t6 il contiendrait  

n6cessairement lu substitution I x ,  y x ,  ?! + x ] (n ° 20), ce qui est une 
contrudiction. 

Consid6rons enfin le cas d'exception. On a 

0 = ~37/-(p-Jr- i)(nlp2 -31- i), 0 t =t~27"r'(?.?,'to + I). 

D6signons par F l e  groupe d'ordre p~zc(p + i) form6 des substitutions 
lin6aires de G, et soient I 0, I 1 , . . . , Ip les groupes d 'ordre pa contenus 

duns F. On a vu que l 'un des groupes I'0, I [ , . . . ,  1','1, est contenu duns 
I0, et que, par suite, il u la forme (,90, tg['t); done G' contient la substitu- 
tion vq 0. Duns un uutre des groupes /,. les substitutions 6changeables g 
toutes les autres sont l e s t " ;  on peut done conclure que G ~ contient t. 

Done parmi les groupes Ii'. se t rouve le suivant: (t~0, t ) =  1'0, qui est 
contenu dans les p + I groupes Io,  [, , . . . .  Ip. D'autre  part  I'0, &ant 
permutable  aux substitutions de tout  groupe I,. qui le contient, ne peut  
6tre contenu duns aucun des groupes 1~+~.. . / , ,~.  I1 s'ensuit que chacun 
des I', est contenu duns p + i des I,.. Done on a 

o '  = + 

Quund p := 3, il n'existe d 'autres groupes du genre que nous consid6rons, 
que ceux oh % -----o, c'est&-dire ceux qui sont contenus duns le groupe 
lin6aire. Pour  les uutres valeurs de p, le groupe J qui renferme les 
substitutions lin6uires et homog6nes dont le d6terminant  est congru 

I (mod p), et qui est contenu duns G, u pour facteurs de composition 
2 ( 2 " - -  l) 

et 2. Les substitutions de d sont permutables  g I '  0 et par 2 

suite g H'. On en peut conclure que H'  ne contient que des substitu- 
tions de la forme ] x ,  y a x ,  ay l' En effet toute substitution de H'  
peut 6tre 6erite sous lu forme S T ,  oh S uppartient ~t 3, et oh 7' a la 

forme I x ,  y a x ,  Y I" Or eomme J eontient lu substitution 

I 
~ = -  x , y  r x , r y  , 

H' contiendra ~ - I S ~ T  et par suite 9 - 'S ,~ .  S - ' ;  cette substitution, faisant 

partie d 'un groupe contenu duns J e t  permutable  h ses substitutions, 

ne peut ~tre que I ou j x , y  - - x , - - . q i .  Mais la dernidre al ternative 
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ne peut avoir lieu pour toutes les valeurs de r,  comme on le volt ais~- 

ment;  pour les autres il faut  done que ~-1S~ = S; mais alors S est ca- 

nonique en x et y, done 
I I 

S =  Ix , y ax  , -~y . 
I 

Par  cons6quent les substitutions de H'  sont de la forme 

mais, puisque J contient la substitution 61, H' contient la suivante 

~]-1 U~I • U -1 x - - b  - -  a Y = , y  x +  r, Y' ' 

ce qui  exige que b ~ a (modp). 

Les premiers groupes composants de G sont ceux de G'; or ce groupe 

est isomorphe au groupe contenant les substitutions lin6aires et homo- 
g~ncs de G. Done, si l'on suppose que H contienne des substitutions 
dont le d6terminant  est non r6sidu quadrat ique de p,  et qu'on d6signe 

par ~r'ff' le nombre des substitutions de H qui ont la forme I x ,  y a x ,  ay I 
p ( l ,  ~ - -  i )  

les facteurs de composition de G seront: 2 . . . . . . . .  les facteurs pre- 

miers de if', ]es facteurs de composition de G', et l'on aura 

: r  = 2 ,-r' zc" ( p - I ) . 

Si au contraire H ne contient que des substitutions dont les d6ter- 

minants sont r~sidus, le premier  facteur (2) doit ~tre omis, et l'on aura  
rc = f f z " ( p - - I ) .  Le nombre n n'a pas ici la propri~t6 d'dtre conserv6 

en passant du groupe G au groupe G'; mais cette propri6t6 appart ient  

toujours au nombre _h r, d6fini par l '6quation 

0 = p " ' P ( N p  + x), 

P d6signant l 'ordre du groupe form~ de celles des substitutions de G 

qui sont lin6aires en x et y o u  en $ (mod p2), suivant l'esp~ce du groupe. 

2 2 .  Voiei une autre cons6quence de ce qui pr6c~de, qui sans avoir 

beaucoup d'importance, pr6sentera peut-~tre quelque int6r~t, vu qu'on ne 



Sur les groupes transitifs dont le degrd est le ¢arr6 d'un hombre premier. 255 

connalt qu 'un tr~s petit hombre  de cas off l 'on peut  reconnaitre la r6- 
solubilit6 d 'un groupe de son ordre seul: 

Tout groupe dont l 'ordre est p~q ou p2q2, .p et q 6tant des hombres 
premiers in6gaux, est r6soluble. 

Soit G un groupe de l 'ordre p2q; il en contient un autre H, de 
l 'ordre q. D6signons par Y0 une fonction rationnelle des dl6ments, in- 
variable par ies substitutions de H, mais variable par toute autre sub- 
stitution; cette fonction prend, par les substitutions de G, un nombre  p~ 

de valeurs diff6rentes, Yo, Y ~ , . . . ,  Yp~-~. En op6rant dans ccs fonctions 
les substitutions de G, on a un groupe G' entre les y, lequel est tran- 
sitif et isomorphe g G. L'ordre de G' est p2 ou p2q. Dans le premier  

cas H est permutable  aux substitutions de G; comme les facteurs de 
composition de G' sont p , p ,  ceux de G sont p , p , q .  Si l 'ordre de G' 
est p2q, ce groupe en contient un autre 1' de l 'ordre p2; en d6signant 

par ~o2~ l 'ordre du groupe qui contient les substitutions de G' permutables  
'~ / ' ,  on a une 6quation de la forme 

p2q _~ p2~(np + i). 

Or, on ne peut  avoir 7 : -  1, puisque alors n serait nul,  donc il faut  que 

, ~  q ,  n - - - -o ;  c'est-~-dire que les substitutions de G' sont routes per- 
mutables  £ / ' ;  par cons6quent  les facteurs de composition de G' qui 
sont en m6me temps ceux de G, sont q , p ,  p. Dans les deux cas G 
est donc r6soluble. 

Si l 'ordre de G est p~q2, on obtient comme plus haut  un groupe 
G' du degr6 p2 isomorphe h, G; son ordre est p2,p~q oup~q~. Dans les 

deux premiers cas G' est r6soluble, et par  suite aussi G. Dans le troi- 
si6me on a, COmlne ci-dessus, une 6quation de la forme 

p2q2 --_ p~:(np d- I ), 

et l 'on peut  supposer q > p.  Or on ne peut  avoir ~---- I, donc il faudrai t  
que q divis'£t 7r; mais ~ est un diviseur de (~o-- i)2(p d- I), hombre dont 
aueun diviseur premier  ne surpasse /o, ~ moins que /o ne soit ~gal £ 2. 
Mais cette supposition est inadmissible, puisque ] 'ordre d'un groupe du 

quatr i5me degr6 est un diviseur de 2 4. Ainsi le troisigme cas peut ~tre 
gvit4. Le th~or~me est donc d4montrg. 
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22. Ira d~terminat ion du groupe  que nous avons d~sign~, p~r H 

pe rme t  de resserrer un peu, duns quelqucs  cas sp~ciaux, lu l imite de 

transit ivit6 des groupes, assignSe par  M. JOnDAN duns son MSmoire sur 

ce sujet, insdr6 au B u l l e t i n  d e  la  S o c i 6 t 5  M a t h ~ m a t i q u e ,  t. 1. En 

effet, si duns le th6orSme III  du  M6moire cit6, on fait  m -  2 ,  n = o, 

ou d4montre ,  en suivant  le ra i sonnement  de M. JORDAN, que si un groupe 

du degr5 p~q+ k, o(1 q < p , q < k ,  est p lus  de k fois t ransi t i f  sans 

contenir  le g roupe  altern6, k ne pourra  surpasser 5, si le nombre  pre- 

mier  p est de l 'une des formes i oh_+  I; il ne pourru  surpasser 4, s i p  

est ~gal k 5 ou qu'il soit de l 'une des forrnes t oh +_ 3. Les m~mes 

r~gles sont encore vulubles, quand  le degr6 estpq-[-k, oh q<k ,  q<pL 
Si l 'on fait  q = I, et qu 'on  suppose en m~me temps  que l 'ordre du 

groupe  par t ie l  qui luisse k -[- r 61~ments immobiles,  soit divisible par  p,  

k ne peut  m6me d~passer 2. C'est lh. une proposit ion analogue k ]'Slfi- 

gunt  th6orSme I du  M~moire de M. JOnl)AN, et elle se d4montre  de la 

m~me " ' m a n l e r e .  


