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UBER DIE ENTWICKLUNG COMPLEXER GROSSEN
IN KETTENBRUCHE

VON

A. HURWITZ

in KONIGSBERG i/Pr,

Es moge (S) ein System von Zahlen bezeichnen, welches die Eigen-
schaft besitzt, dass die Summe, die Differenz und das Produkt irgend
zweier Zahlen des Systems wieder Zahlen des Systems sind.! Wenn die
complexen Grossen in der tblichen Weise durch die Punkte einer Ebene
dargestellt werden, so wird den Zahlen von (§) ein gewisses System von
Punkten entsprechen. Ich nehme an, das System (S) sei so beschaffen,
dass von diesen Punkten in jedem endlichen Gebiete der Ebene nur eine
endliche Anzahl liegt. Daraus folgt, dass ausser der Null keine andere
Zahl von (8) existirt, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist. Denn
die Potenzen dieser Zahl wiirden simmtlich Zahlen von (S} sein und im
Innern des um den Nullpunkt mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises
liegen. Eine letste Voraussetzung, die ich in Betreff des Systems (S)
mache, ist die, dass die Zahl 1 dem Systeme angehort.

Von einer Grosse z, ausgehend bilde ich nun die Gleichungskette:

I I I
(I) xo=ao+Z’ x1=a1+w~2’ x2=a2+;7

! Tine Theorie solcher Zahlsysteme ist in den bekannten Arbeiten von KRONECKER
und DEDEKIND, vorzugsweise fiur den Fall algebraischer Zahlen, entwickelt. Vgl. insbeson-
dere das XI. Supplement zu DIRICHLET's Vorlesungen iiber Zahlentheorie. Dritte Auflage.

Acta mathematica. 11. Imprimé le 6 Mars 1888,



188 A. Hurwitz.

WO @, 0@, ,@,...,4,,... irgend welche Zahlen des Systems (§) be-
deuten. Ich nehme an, dass sich die Gleichungskette (1) in’s Unendliche
fortsetzt, und dass alle auftretenden Grossen z,, z,, ... sowie die Zahlen
@ G, ... endliche Werthe besitzen. Die Elimination von z,,z%,,...,,

aus den ersten # 4+ 1 Gleichungen (1) ergiebt die Darstellung von z, in
Form eines Kettenbruches, welchen ich mit

(2) xo=(ao9a17ag""!an’xn+1)
bezeichnen will und tiber welchen ich folgende Voraussetzungen mache:

(V) Wenn der n** Ndiherungsbruch mit

(3) %‘:(ao,al,a,,...,an)

bezeichnet, und

DPn n
L, — " = —
(4) " T T
gesetzt wird, so sei der absolute Betrag von 6, fir alle Werthe von n kleiner
als eine endliche Grisse p, dagegen wachse der absolute Betrag von g, mit
zunehmendem n vber alle Grenzen.

Falls alle diese Voraussetzungen zutreffen, lasst sich Folgendes er-
schliessen:
Erstens; Der in's Unendliche fortgesetzte Kettenbruch

(@,0,,a,,a,,...)
convergirt und sein Werth ist ;. Denn der Gleichung (4) zufolge wird

die Differenz z, —P» unendlich klein, wenn # tiber alle Grenzen whchst.

n

Zweitens; Die Grosse x, kann nicht gleich dem Quotienten zweier

Zahlen r,s des Systems (S) sein. Angenommen nimlich es sei #, =§,

so folgt
8.0,

qn

7q, — SPn =

Mit wachsendem # wird daher rq, — sp, dem absoluten Betrage nach
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unendlich klein. Wahlt man nun » so gross, dass dieser absolute Betrag
kleiner ist als 1, so muss
Y4y — SP, = O

sein, weil o die einzige Zahl des Systems (S) ist, deren absoluter Betrag
kleiner ist als 1. Es ist also

x =§=-—=(ao,a1,...,a").

Der Vergleich dieser Gleichung mit (2) ergiebt #,,, = co, was der An-
nahme alle Grossen #,,,,... seien endlich widerstreitet.

Drittens: Genigt die Grdsse xz, einer quadratischen Gleichung, deren
Coefficienten Zahlen des Systems (S) sind, so kommen in der unendlichen
Reihe

By Loy Byyoney Ly oo

nur eine endliche Anzahl verschiedener Grissen vor.
Ich entwickle, um den Beweis dieses Satzes zu fithren, zunachst
einige Hulfsformeln. Bekanntlich ist

— inn+1 + pn—l

<5) mo VEXZES1 + on—l,

woraus, in Ricksicht auf die Relation

(6) Prdn—1 — QuPpa = <— I)n_l’
folgt:
I\
:I)o _p—‘” = ( I) >
ks 0 <wn+1 + qn_l)
(7) N
7 Prn—1 _ (_ I)”_l
%o _Qn_—l — 2 I qn )
q;;—1< + —)
Tyt gn—1

Vergleicht man diese Formeln mit der Gleichung (4), so ergiebt sich
_ (=1

g 3

xn+l + q"—l 0

qn n
(8)

Loy & (= o
Zny1 a1 Oy
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Daher ist der absolute Betrag sowohl von

_In
Lp41 gn—1

—1 .
Zpp1+ q,; , Wwie von
n

stets grosser als o’ =;, wo die Grosse p’ von Null verschieden ist. Sei

nun
(9) Az* + Bx + C = o
die Gleichung, welcher z, geniigt; sei ferner
(10) B? — 44C = D.

Dann ist x,,,, der Gleichung (5) zufolge, Wurzel der Gleichung

A(pnx’ + pn—])2 + B(pnx’ + pn—lanx’l + Qn-—l) + O(an, + Qn—l)2 = 01

welche in geordneter Form
(11) Ar* 4+ Bx + C =o0

lauten moge. Hier bezeichnen A’, B', (" Zahlen des Systems (S), und
es ist

(12) B?*— 44'C’ = D.
Bezcichnet nun y,,, die zweite Wurzel von (11), so ist die Grosse

27nyn+1 + pn—-l

Yy, ==

(Is) -/0 @nYn41 + qn—1
die zweite Wurzel der Gleichung (9). Diese zweite Wurzel y, ist von
der ersten Wurzel x, verschieden, weil andernfalls y, = z, =—:—A— der
Quotient zweier Zahlen des Systems (S) sein wiirde, was, wie oben gezeigt

wurde, nicht sein kann. Aus (13) folgt:

gn—1Y0 ~— Pa—1 _ gn—1 (— I )n—-l
= e —_——
£ + Pa qn — qaYo + Pngn
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oder, wenn p, mit Hulfe von (4) eliminirt wird:*

I (=

qn !1121(950 — Yo) — 01;.

(1 4—) Yi1 =

Da nun x, —y, eine von Null verschiedene Grosse ist, die von # unab-
hangig ist, so werden in den Gleichungen
1

qn—1 Ir '
I n = €. - Ea
( 5) Ynta 7n + &, Ynin = +

die Grossen ¢, und ¢, mit wachsenden Werthen von # unendlich klein.
Die rechten Seiten der Gleichungen

xn+l - yn+1 = <xn+1 + q;_l> — &,

I 1 1 qn > ,

——— = — -——

Tn+1 Ynt1 (ﬂ’n+1 + In—1 "
sind daher, wenn # eine bestimmte Grenze iutberschreitet, dem absoluten
Betrage nach grosser als p”, wo p” eine um beliebig wenig kleiner als p’

angenommene Grosse bedeutet.
Durch Auflésung der Gleichung (11) findet man aber

]

+ yD I I TV

xn+l'_y7l+1 = A

®ap1l Yt (4

-4

und also ist, von einem bestimmten Werthe von » ab,

{vD|

"

4] <2l e <

Folglich kénnen 4’, ¢' und B’ = (D  44'C, sowie

— B + D
Tt =T

! Fur den Fall der Entwicklung reeller Grossen in Kettenbritche, deren Theilnenner
gewohnliche reelle positive ganze Zalden sind, hat Herr HerMiTE diese Gleichung zum
Beweise der periodischen Entwicklung quadratischer Irrationalititen verwendet. (Bulletin
des sciences mathématiques, 2™ série, t. 9, pag. 11.)
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von diesem Werthe von % ab, nur noch eine-endliche Anzahl verschie-
dener Werthe annehmen. Es sind also in der That, wie behauptet wurde,
in der Reihe

L,y Lyy Tyy oo

nur eine endliche Anzahl verschiedener Grossen vorhanden.

Indem ich mich nunmehr den Anwendungen der entwickelten Sutze
auf besondere Zahlensysteme (§) zuwende, bemerke ich vorab noch Fol-
gendes: Die Voraussetzungen (V) sind sicher erfullt, wenn der absolute

2 pestandig grosser als 1 und der absolute Betrag von z
-1

n. Zn

Betrag von

bestindig kleiner als %k ist, wo % eine positive Zahl kleiner als 1 be-
zeichnet. In der That wachst dann der absolute Betrag von g,, der Un-
gleichung |¢,|>|4.-1| zufolge, mit » uber alle Grenzen, und es ist

wegen (8),
I
==

also der absolute Betrag von 6, bestindig kleiner als Ii 7

I

>1—k,

|
gn—1

Pp41

L.

(8) ist das System der complexen ganzen Zahlen m + ni.
Es sei © = u 4 i eine beliebige complexe Grosse. Ich setze
z=a4+ (u 4 i),

wo die complexe ganze Zahl a so bestimmt werden soll, dass

—-=<u< und —-<v <

N o

I
2

N | o
[SER

wird. Auf diese Weise wird jeder complexen Grosse z eine bestimmte
complexe ganze Zahl a zugeordnet. Bildet man nun, von irgend einer
Grosse x, ausgehend, die Gleichungskette

1

1 1
(16) Z, = @, +;;"'7 T, = a +a:—,’ cee gy Ty =0, +'mn+1’
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wobei allgemein a, diejenige complexe ganze Zahl bezeichnet, welche der
Grosse x, zugeordnet ist, so ist zunichst

(17) _S__\/% (n=1,2,3, ..

Der Beweis der Ungleichung |g¢,|>]¢,_,| ist nicht ganz einfach; er
erfordert eine genauere Untersuchung der Zahlenreihe ¢, ¢,,.... Behufs
dieser Untersuchung zerlege ich die Zahlenebene durch die Geraden

I

L

%= t-, =, + 3 re ey v=+-, +=, +

PRI

VRSN
[SHAV,)
N W
o fun

N o
N~

in unendlich viele Quadrate. Dann wird jeder Grosse u + v diejenige
complexe ganze Zahl zugeordnet sein, welche den Mittelpunkt des die

Fig. 1.

Grosse w -+ v enthaltenden Quadrates bildet, wobei von den R#ndern
des einzelnen Quadrates nur diejenigen zu dem Quadrate rechnen, welche
man vom Mittelpunkte aus nach der Richtung der abnehmenden u, bea.
v erblickt. Da x, — @, in dem Quadrate mit dem Mittelpunkte o liegt,

so wird x, =

- dem Raume R angehoren, welcher ausserhalb der
o %o

Kreise (1), (i), (— 1), (—4) liegt.! Hier habe ich, wie in der Folge
stets, mit (@) denjenigen Kreis bezeichnet, welcher den Radius 1 und den

! Die Begrenzung von R ist in Figur I. scharf gezeichnet.
Acta mathematica, 11, Imprimé le 6 Mars 1838. a5
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Punkt ¢ zum Mittelpunkt hat. Wie x, werden auch x,,%,, ... in den
Raum R fallen, und daher konnen die Zahlen «,, a,, a,,... keinen der
Werthe o, + 1, 4+ ¢, — 1, — i, annehmen. Aber die Zahlenreihe @,
a,, @, , ... unterliegt ferner noch gewissen Beschrankungen, welche sich
auf die Aufeinanderfolge der Zahlen beziehen. Sei beispielsweise

a, = 2 + i.
Dann muss x, sowohl dem Baume R als auch dem Quadrate mit dem

Mittelpunkte 2 -} i angehoren. Folglich kann z,,, = 1 nicht in

Zy — Qp
denjenigen Raum eintreten, welcher aus R von dem Kreise (— 1 4 0)
ausgeschnitten wird. Daher ist die Folge a4, =24 ¢,4,,, = —1 + 1
unmdglich. Man erkennt sofort, dass solche Beschriankungen in der Auf-
einanderfolge der Zahlen « immer und nur dann bei der Zahl e,
beginnen werden, wenn das Quadrat mit dem Mittelpunkte a, von der
Begrenzung des Raumes R durchschnitten wird. Fir den vorliegenden
Zweck gentigt cs von den Zahlfolgen «,,a,,, ... dic folgenden als un-
moglich zu constatiren, was an der Hand von Fig. 1. ohne Schwierigkeit
geschieht.

Tabelle unmoglicher Zahlfolgen.

T T i

a, @yt o @iz |

Ly —2,2¢, —1 44, —24i,—14 24 14

IL 2,20, 141 —2 4 2i

130 244, 1420 —2 4 2¢ 1 :

IV. | —2,2i, —1 41 2 4 21 I

Vo —244,—1 427 2420 | —242i | 147¢
Wenn ferner a, = 2 4 i oder 1 + 2 ist, und die folgenden Zahlen
Gy s Burgs -~ - » @uone haben abwechselnd die Werthe — 2 4 2i und
2 4 2i, so kann a,,, nicht gleich 1 4-i sein; ebenso wenn a,= —2 4
oder — 1 - 2i ist und die folgenden Zahlen @,.;, @4, ..., @ haben
abwechselnd die Werthe 2 - 2¢ und — 2 + 2¢, so kann @, ,,, nicht

gleich 1 4 ¢ sein. Die cinfachsten Falle hierfur sind in der Tabeile
anter III. und V. aufgenommen.
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Dies vorausgeschickt gehe ich nun zum Beweise der Ungleichung

| 2.1 > | 4.1| ber. Ich setze

(18) by, = -2

o gn—1

dann ist, der Gleichung ¢, = @,9,_; + ¢,.—, zufolge:

I I
I k, =a k, =a = e k,=a —_— ...
( 9) 1 19 ] P + kx, 3 n n + 7‘,"_1: ’
und es ist zu beweisen, dass bestindig
(20) ko] > 1

ist, oder dass der Punkt k, bestindig ausserhalb des Kreises (0) liegt.
Dies trifft nun fur %, offenbar zu; ich will annehmen, dass &, %,, ..., k,_,

der Ungleichung (20) geniigen, dagegen %, nicht mehr und werde zeigen,
I

dass diese Anvahme auf cinen Widerspruch fuhrt. Da %, = a, -
~-1

im Innern des Kreises («,) liegt, so muss «, cinen der Werthe 1 4 i,
I —4,—1 44, —1—i besitzen; denn in allen anderen Fallen wiirde
k, ausserhalb des Kreises (o) fallen, also der absolute Betrag von k,
grosser als 1 sein. Ich betrachte nun nur den Fall ¢, = 1 + ¢, da dic
drei ubrigen Fille eine ganz analoge Behandlung gestatten.

Da &k, = a, +kL im Innern der beiden Kreise (o)’ und (1 +

)
n—1
liegt (den Rand des ersteren Kreises eingeschlossen, was durch das an (o)

I N - .
in das Innere der Kreise

gesetzte Komma angedeutet werde) so fallt -
n—1

(0) und (—1—13);"* folglich k,_, =a,_,+ EI— in das Aussere des Kreises

(0) und in das Innere von (— 1 + ¢). Daher kann «,_, nur einen der
Werthe — 2, —2 4+ i, —1 4 2¢, 2¢,— 1 + i, — 2 4+ 2 besitzen;
I
kn—'.’
in sich aufnimmt, nicht in das Innere des Kreises (— 1 4 @)’ cintreten.

Von jenen Werthen ist aber, der aufgestellten Tabelle zufolge, nur der
I
Fen—s

denn in allen ubrigen Fallen wird der Kreis (a,,), welcher a, ; +

letzte zulassig. Es muss also @, , = — 2 + 2i sein. Danuna,_, 4

! Die betreffenden Gebiete sind in der Figur 1. schraffirt.
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im Innern der beiden Kreise (— 2 4 24) und (— 1 4 @) liegt, so folgt

I
Frs
des Kreises (1 4 4)’ liegt, und hieraus, wieder mit Riicksicht auf die Ta-
belle, a, , = 2 4+ 2i. So fortfahrend erkennt man, dass die Zahlen
a,,a, ,,... die Werthe haben miissen:

weiter, dass k, , = @, , +

ausserhalb des Kreises (0) und im Innern

a, =1 4 1, @, 4 = — 2 + 24, a,_, = 2 + 2i,
an—3 = —2 + 227 Q4 = 2 + 2?;’
Bildet man aber mit diesen Zahlen die Grossen %, ,k,, k,, ..., k,_,, so

zeigt sich, dass sie sammtlich in den unendlichen, von den Kreisen
(144, (1t —14),(—1+14),(— 1 —1) begrenzten Raum fallen. Daher
wird |k,| > 1 sein, was der Annahme widerstreitet. In ganz entsprechen-
der Weise ergiebt sich ein Widerspruch, wenn man voraussetzt @, habe
einen der Werthe 1 — ¢, — 1 4+ i, — 1 — 1.

Hiermit ist ausser Zweifel gesetat, dass |, | bestindig grosser als 1,
also stets

IQ71| > |Qn—1|

ist. Auf Grund der vorausgeschickten allgemeinen Entwicklungen kann
man nunmehr offenbar den folgenden Satz aussprechen:

Man entwickle eine beliebige complexe Grisse x, in einen Kettenbruch,
indem man

1 1 1
z, = a, + —, x, =a +—, r, = a +_7
0 0 wl 1 1 ma 2 2 ms
setzt, wo die ganze complexe Zahl a, immer so bestimmi ist, dass sowohl
der reelle Bestandtheil, wie auch der Factor von i in der Differenz x,— a,
. I S : . .
2awischen —3 und + > liegt. Dann wird dieser Kettenbruch 1° stets gegen

den Werth x, convergiren, 2° immer und nur dann abbrechen, wenn x, eine
complexe rationale Zahl ist, und 3° stets periodisch werden, wenn x, einer
Gleichung 2weiten Grades mit ganzzahligen complexen Coefficienten geniigt,
ohne Wurzel einer eben solchen Gleichuny ersten Grades zu sein.

Das betreffende Gebiet ist in der Figur I. schraffirt.
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Ich brauche kaum besonders hervorzuheben, dass auf diesen Satz
die Theorie der quadratischen Formen im Gebiete der complexen ganzen
Zahlen gegrundet werden kann, dass insbesondere aus ihm ohne Weiteres
die Losung der Perr'schen Gleichung

12— Du® = 1

folgt, unter D eine gegebene nichtquadratische, unter ¢ und # zu bestim-
mende complexe ganze Zahlen verstanden.’

Ausser der hier betrachteten giebt es ubrigens noch andere Ketten-
bruchentwicklungen im Gebiete der complexen ganzen Zahlen m -+ ni,
fur welche der obige Satz ebenfalls gilt, worauf ich indessen an dieser
Stelle nicht eingehen will.

IL.

(S) ist das System der complexen ganzen Zahlen m + np
AL I
(’o N 2 |

Ich verbinde den Punkt o mit den umliegenden Punkten 1,1 + p,
p,—1,—1—p,—p und crrichte in den Mitten der Verbindungs-
linien die Lothe. Diese bilden cin regulares Sechseck mit dem Mittel-
punkte o. (Vgl. Fig. 2.) Von den Randpunkten rechne ich nur die
links von der Axe der rein imaginiren Zahlen liegenden zu dem Sechs-
eck. Wird in entsprechender Weise um jeden Punkt m -4 np ein solches
Sechseck construirt, so iiberdeckt die Gesammtheit der letzteren die com-
plexe Zahlenebene einfach und lickenlos. Kiner beliebigen complexen
Grosse « ordne ich nun diejenige ganze Zahl m + mp zu, welche den

' Vgl. die Andeutung in DiRicHLET's Abhandlung: Recherches sur les formes gua-
dratiques & coefficients et & indétermindes complexes. ORELLE’s Journal, Bd. 24, pag. 336.

* Der Euclidische Algorithmus fir die Zahlen m + np, welchen Herr BAcHMANN
in seinem Buche: die Lehre von der Kreistheilung pag. 189 benutzt, ergiebt cine andere
Keottenbruchentwicklung wie die, welche ich im Texte definire. Die erstere Entwicklung
legt eine BEintheilung der Ebene in Rechtecke zu Grunde, deren Mittelpunkte die ganzen
Zahlen m + np sind, deren Seiten den Axen der reellen besz. rein imaginiren Zahlen

I —
parallel laufen und bez. die Lingen 1 und 5\/’3 besitzen.
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Mittelpunkt des die Grosse z aufnehmenden Sechsecks bildet. Um eine
beliebige Grosse #, in einen Kettenbruch zu entwickeln setze ich

1 I I
(21) Ly =0y, + —, T, =a +—, T,=a,+— ...,
1 2 3

wobei allgemein «, die der Grosse z, zugeordnete Zahl bezeichnet. Da
— in das um den Nullpunkt abgegrenzte Sechseck fallt, so gilt die Un-
@

“n

gleichung

(22)

< \/I_ (n=1,2,38,..)
- 3

Um zu beweisen, dass der absolute Betrag von k, = q—ql stets grosser ist

n—1

I

n

1

als 1, bemerke ich zunichst, dass x, = in den ausserhalb der

Ay —— Gp—1
Kreise (1), (1 4+ p), (p), (— 1), (— 1 —p), (— p) liegenden Raum R
fallt.! Hieraus folgt, dass die Zahlen @, a,, a,, ... keinen der Werthe

Fig. 2.

&
4

2
9
RS
A
oy

Y
At
42

R
\/

S

o,1,1+p,p,—1,—1—p, — p annehmen kdnnen. Die Begrenzung
des Raumes R durchsetzt, wie aus der Figur 2. ersichtlich ist, zwolf

' Die Begrenzung von R ist in Fig. 2. scharf gezeichnet.
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Sechsecke. Daher giebt es wieder bestimmte Reihenfolgen der Zahlen
@y Qns1y Opyyy -+ -, welche in der Gleichungskette (21) nicht vorkommen
konnen. Fur den vorliegenden Zweck geniigt es zu bemerken, dass die
Zahl a,,, nicht den Werth 2 4+ p erhalten kann, wenn a, einen der Werthe
—2,p—1,2p besitat. Angenommen nun in der Reihe der Grossen

I [ I
(23) k’x =a’1+770’ kgzaa +'k‘::7 oot kn:a'n'f']}::l; ’
(wo k, = 00, k, = a,) sei k, die erste deren absoluter Betrag nicht grosser
ist als 1. Da a, +E~,I:1 im Innern des Kreises (e,) liegt, so kann a, nur

einen der Werthe

24+p,14+20,p—1,—2—p,—1—20,—p+1
haben. Ich knupfe die weitere Betrachtung an die Annahme

an=2+10’

da die ubrigen funf Falle auf ganz entsprechende Art erledigt werden
konnen. Ist a,=2 4 p, so liegt L, im Innern der Kreise (o) und (2 + p),
wobel wieder das Komma bedeutet, dass der Rand des betreffenden

. . . . 1 . .
Kreises mitzurechnen ist. Daher liegt = k, — @, im Innern der

1
Kreigse (0) und (— 2 — p), folglich k,_, ausserhalb des Kreises (0) und
im Innern oder auf dem Rande desjenigen Kreises, welcher tiber der
Strecke — 1 ... als Durchmesser beschrieben ist. Da nun

i
kn—l = sy + m

im Innern von (a,_;) liegt, so muss @,_, einen der Werthe —2,0—1, 2p
besitzen. Dies ist aber unmoglich, da dann die auf a,_, folgende Zahl
i, nicht gleich 2 4 p sein konnte. Da somit die Annahme |4, ] = l%‘

n—1
sei < 1 auf einen Widerspruch fuhrt; so gilt die Ungleichung

(24) l2.] > |4 |

fur jeden Werth von n. Aus (22) und (24) folgen nun mit Hilfe der
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oben bewiesenen allgemeinen Sitze wieder die fundamentalen Eigenschat-
ten der hier betrachteten Kettenbruchentwicklung:

Die Entwicklung einer complexen Grisse ergiebt stels einen comvergenten
Kettenbruch, welcher dann und nur dann abbricht, wenn die entwickelte Grisse
der Quotient zweier ganzen Zahlen m + np ist, und welcher periodisch wird,
wenn die entwickelte (rdsse einer irreductibeln quadratischen Gleichung ge-
niigt, deren Coefficienten complexe ganze Zahlen der Form m 4+ np sind.

Dieser Satz kann wiederum als Fundament dienen fir die Theorie
der quadratischen Formen im Gebiete der complexen ganzen Zahlen,
welche aus dritten Einheitswurzeln zusammengesetzt sind.

Konigsberg /Pr. den 29. November 1887.




