UBER DIE INTEGRALE DES VIELKORPER-PROBLEMS®

VON
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1. Die bis jetzt bekannten Integrale des Vielkorper-Problems, nam-
lich die Schwerpunkts- und Flachen-Sitze und der Satz von der leben-
digen Kraft, besitzen die gemeinsame Eigenschaft, dass sie die Coordinaten
und die Geschwindigkeits-Componenten nur in algebraischen Verbindungen
enthalten. Dieser Umstand, sowie die Vergeblichkeit der bisherigen Be-
mithungen zur Auffindung weiterer Integrale legen die Vermuthung nahe,
dass der Kreis der algcbraischen Integrale mit den genannten abgeschlos-
sen sei. IKs soll deshalb hier die Aufgabe behandelt werden, alle alge-
braischen, die Zeit nicht explicite enthaltenden Integrale aufzusuchen.
Das Ergebniss ist, wie hier gleich bemerkt werden soll, negativer Art,
d. h. die noch fehlenden Integrale sind sammtlich transcendent.

Es seien m,, 2,,9,,2, (a=1,2,...,n) die Massen und die Coor-
dinaten der materiellen Punkte, 7, die Distanz der Massen m,, m,,

U= zma mg

Y03

die Kraftefunction far den Fall des Newrox'schen Gravitationsgesetzes,
dann kdnnen wir die Bewegungsgleichungen in der Form

dz, § aX, o
@ = Ko D

dt M, %,

()

, ete.

! Mit Genehmigung des Verfassers abgedruckt aus den Berichten der Konigl.
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schreiben.  Wir beschrinken uns, wie bereits angedeutet, auf die von ¢
freien Integrale und bezeichnen, wie iiblich, als Integral einen aus den
r, X,... gebildeten Ausdruck ¢, dessen Ableitung nach ¢ unter Beriick-
sichtigung der Differentialgleichungen (1) identisch verschwindet, der also
der Bedingung

n — ¢ - o¢ I oU
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geniigt.  Ausserdem werden wir mit Ausdriicken ¢ zu thun haben, welche
die Bedingung (2) zwar nicht identisch befriedigen, wohl aber in Folge
der Bedingung ¢ = o. Derartige Ausdriicke wollen wir, in Ermangelung
einer anderen Bezeichnungsweise, kurz »Integralgleichungeny nennen. Solche
Ausdritcke entstehen z. B. durch Verbindung und Umformung von Glei-
chungen, welche Bestandtheile einer allgemeinen, particuliren oder singu-
laren Losung der vorgelegten Differentialgleichungen sind. Im vorliegen-
den Falle haben wir diese verschiedenen Moglichkeiten nicht niher zu
untersuchen; wir konuen deshalb auch davon absehen, dass das vorgelegte
Problem iiberhaupt keine singulaven Losungen besitat. .

Zur Abkinzung des Ausdruckes wollen wir noch festsetzen, dass dic
Zeichen € und & benutzt werden sollen, wenn es sich nur darum handelt,
anzuzeigen, dass eine Grosse einc ganze Function oder eine rationale
[Function ist, ohne dass es dabei auf die besondere Form derselben weiter
ankommnt.

2. Bei der Aufsuchung der algebraischen Integrale des Systems
(1) wollen wir zunichst ein etwas allgemeineres System von Differential-
gleichungen zu Grunde legen, und crst spater auf das System (1) zuriick-
gehen. [is scien dic 2m Variablen v, ..., x,; ¥, ..., #. als Functionen von
t durch das Gleichungssystem

da, i,
(3) llt = . gt - A:/_('rl AR | mm)’
definirt, wo dic 4, algebraische Functionen der z,,..., z, ohne ¢ bhe-
deuten. Diese algebraischen Functionen kénnen wir uns immer dargestellt
denken als rationale Functionen der z und einer einzigen algebraischen
Irrationalitit s, welche als Wurzel einer irreductiblen Gleichung

(4) -I(‘('q.' :771 e "rm) = ,Q” + kg] S”m] + L + Sn = 0O



Uber die Integrale des Vielkorper-Problems, 27

definirt ist, in der S, = §(x). Wir werden vorliufig besiiglich der
4,,...,4,, F nur folgende zwei Einschrankungen festsetzen. Erstlich
soll F eine ganze homogene Function (vom #'*® Grade) der Variablen s
und z, ohne willkirliche, in den A4, nicht vorkommende Constanten, be-
deuten; zweitens sollen die A4 homogene Functionen der 2, s und zwar
von einer geraden Ordnung 2N sein. Beide Einschrankungen treffen fur
unser specielles Problem (1) zu. Setzt man namlich

(5) § == Zl)‘aﬁ’

und schafft man dic Quadratwurzeln, als welche sich die r darstellen,
fort, so erhalt man fir s in der That eine Gleichung der vorausgesetzten
Art, Ferner werden die Ableitungen der Kraftefunction in (1) homogene
rationale Functionen von den x,y,z und von s, und zwar von der Ord-
nung — 2, indem sich jedes r rational durch diese Variablen ausdriicken
lagst. Um sich hiervon zu tiberzeugen, hat man nur ndthig, in (5) alle
Quadratwurzeln bis auf eine fortzuschaffen.

Ein algebraisch von den z,y abhingiges Integral ¢ der Glclchmmen
(3) lasst sich nun immer definiren als Wurzel einer gewissen Gleichung

(6) ¢* + B¢ '+ ...+ B, =0

in welcher B, = &(x,y) ist, und von der wir voraussctzen dirfen, dass
siec nicht in Factoren von #hulicher Beschaffenheit zerlegbar sei. Die
Differentiation nach ¢ liefert

1B tZB
(7) R T

Verschwinden in dieser Gleichung sammtliche Coefficienten, so sind die B
rational aus den x,#y zusammengesetzte Integrale, also ¢ eine algebraische
Verbindung rationaler Integrale. Verschwinden die Ableitungen der B
nicht, so nehmen sie die Form &(z,y,s) an, und die Gleichungen (6)
und (7) besitzen eine gemeinsame Wurzel, d. h. die Gleichung (6) wird
reductibel, wenn man den Variablen x,y die Irrationalitit s »adjungirty.
Beide Gleichungen besitzen also einen gemeinsamen Theiler

(8) o'+ G+t G [C, = R(r,y,2)]
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welcher nicht in Factoren von #hnlicher Form zerlegbar ist und der ver-
schwindet, wenn fur ¢ das betrachtete aigebraische Integral substituirt
wird. Die Wiederholung derselben Schlussweise fithrt zu der Bedingung
v a0
f%%‘g&"" + ... —}—%‘1 = 0,

welche wegen der Irreductibilitdt von (8) nicht anders erfullt sein kann,
als wenn die Ableitungen der € simmtlich verschwinden. Die € sind
daher Integrale von der Form &(x,y,s). Zusammenfassend konnen wir
also sagen: die gesuchten algebraischen Integrale lassen sich immer als
algebraische Verbindungen von Integralen der Form &(x, y, s) darstellen.

3. Es sel nun ¢ ein Integral von der Form &(z,y,s). Denken
wir uns dasselbe als Quotienten zweier Polynome von der Form €(z,y, s)
geschrieben, so konnen die Coefficienten in Zahler und Nenner ausser den
in den Differentialgleichungen auftretenden Constanten noch irgend welche
Pavamecter a,, «,, ... enthalten, denen beliebige constante Werthe beige-
legt werden diirfen, ohne dass ¢ aufhort Integral zu sein. Wir wollen
zeigen, dass ein solches Integral sich allemal als rationale Verbindung
von parameterfreien Integralen derselben Art darstellen lasst. Zu dem
Ende denken wir uns einen Quotienten ¢’ zweier Polynome D und K
angesetzt, welche genau diesclben Terme wie Zahler und Nenner von ¢,
aber mit unbestimmten Coefficienten D, , D,, ..., resp. E , E,, ... cnt-
halten.

Die Forderung, dass ¢’ ein Integral sein soll, fithrt zu der Bedingung
aw _

LAl
(9) D;ﬁ‘ — E a9

welche, vollstandig entwickelt, cine gewisse Anzahl von Gleichungen liefert,
die in Bezug auf die Coefficienten D , D,, ..., E , E,, ... bilinear sind.
Diese Gleichungen sind mit cinander vertriglich, denn sie werden durch
die Coefficicuten von ¢ erfillt; andererseits sind die D,, D,, ..., E,, E,,.
nicht vollstindig durch jene Gleichungen bestimmt, wenn ¢ die Parameter
a,, 4, , ... enthalt. Die allgemeinste Art und Weise, der Bedingung (9)
durch den Quotienten ¢’ zu geniigen, besteht nun darin, dass die D, D,,...,
E , E,,... gewissen Ausdritcken gleichgesetzt werden, welche in rationaler

Weise 1) eine gewisse Anzahl von Parametern b, 8,,...; 2) eine cinzige
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algebraisch von den Parametern b abhangige Grosse ¢ enthalten. Die
Grosse ¢ konnen wir uns definirt denken als Wurzel einer irreductiblen
Gleichung

(10) ¢4, + o+ ¢, =0,

in welcher die ¢ ,¢,,... die Form &(b) besitzen. Aus dem auf diese
Art gewonnenen Integral ¢’ wird ¢ erhalten, wenn man fur die b gewisse
Verbindungen der Parameter @ einsetzt. Ferner lasst sich jede an ¢
ausfithrbare Umformung oder Zerlegung auch an ¢ ausfiuhren, so dass
wir uns auf die Untersuchung von ¢’ beschrinken diurfen. Wir denken
uns nun ¢’ auf die Form

¢ =F 4+ Fc+ ...+ F_ !

gebracht, wo die F gleich &(z,y,s,b) sind. Dieser Ausdruck kann
wegen der Irreductibilitit von (10) nicht anders ein Integral sein, als
wenn die F,, F, ... Integrale sind, d. h. man kann jedes Integral von der
Form &(x,y, s), welches die Parameter in nicht rationaler Weise enthalt,
als ein Aggregat von Integralen der Form &(z,y, s, b) darstellen.’

4. Es sel jetzt ¢ ein Integral von der Form &(x,y,s,bd). Wir
greifen einen der Parameter heraus — derselbe werde & genannt — und
betrachten ¢ als Function von 4. Wenn ¢ oder der reciproke Werth
von ¢ die Form $(b) besitzen, so sind offenbar die Coefficienten der ein-
zelnen Potenzen von b in ¢ oder dem reciproken Ausdrucke Integrale,
welche den Parameter & nicht enthalten. Wenn weder ¢, noch der re-
ciproke Werth von ¢ nach & ganz rational sind, so schreiben wir ¢ in
der Form H:XK, wo H und K die Form $(d) besitzen. Zerlegen wir
dann ¢ in den nach & ganzen Theil ¢, und in den echtgebrochenen Theil
¢,, so sind, wie man sofort durch Entwickelung von ¢ nach fallenden
Potenzen von 5 erkennt, ¢, und ¢, Integrale, und zwar sind auch die
Coefficienten der einzelnen Potenzen von b in ¢, Integrale. Den reci-
proken Werth von ¢,, welcher unecht gebrochen ist, zerlegen wir wieder

' Wenn die Differentialgleichungen gewisse Parameter e, , ¢, , ..., welche picht in
der Gleichung fiir 8 vorkommen, in rationaler Weise enthalten, so lisst sich auf shuliche
Weise zeigen, dass Iategrale, in denen die e algebraisch vorkommen, sich auf solche von
der Form &(e, ,e¢,, ...) reduciren lassen. Derartige Parameter sind z. B. beim Vielkorper-
problem durch die Massen gegeben.
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in den ganzen rationalen Theil ¢, und in den echt gebrochenen ¢,, dann
sind ¢, und ¢, cbenfalls Integrale. Setzt man dieses Verfahren, welches
schliesslich von selbst abbricht, bis an's Ende fort, so gelangt man zu
der Kettenbruchdarstellung

g=¢ +1:e, +1:i¢, 4+ ...,

wo die ¢, ganze Functionen der & bedeuten, deren Coefficienten Integrale
ohne denm Parameter b sind. Durch Wiedereinrichtung des Kettenbruches
crhialt man dann ¢ als Quotienten zweier ganzen Functionen von b, deren
Coefficienten von b freie Integrale der Form &(x, y, s) sind.

Durch Wicderholung dieses Verfahrens erkennt man, dass jedes In-
tegral von der Form &(z,y,s), welches gewisse Paramcter b ,5,,...
in rationaler Weise enthalt, allemal aus ciner Anzahl parameterfreier In-
tegrale in ganz oder gebrochen linearer Form zusammengesetzt werden
kann. Dieser Satz futhrt iu Verbindung mit den tber die Differential-
gleichungen (3) gemachten Voraussetzungen sofort zu einer fur das Fol-
gende wichtigen Consequenz. Es sei I cine beliebige constante Zahl; man
ersetze in den Differcntialgleichungen die Grossen #, ¢ und entsprechend
s,y durch

o I S L CL R

wo N die in § 2 angegebene Bedeutung besitzt, dann hebt sich die Grosse
k aus den Differentialgleichungen heraus, und es geht deswegen jedes
Integral ¢ durch diese Substitution wiederum in cin Integral tber, wel-
ches jedoch jetzt im Allgemeinen den Paramecter & enthalt. Es sei nun
¢ ecin parameterfreies Integral von der Form &(z,y, s), welches durch
die angegebene Substitution in ¢’ tibergehen mége. Wir schreiben ¢ in
der Form »8(x, v, s) dividirt durch €(x, y, s)», dann nimmt jeder Term
in Zahler und Nenner nach der Substitution wieder die urspriingliche
Gestalt an, jedoch mit ciner bestimmten Potenz von % multiplicirt, deren
Exponenten wir als die Dimension des betreffenden Terms bezeichnen.
Schreiben wir nun Zabler und Nenner von ¢’ in der Form

i

L o= L + L + ...+ L,
M= M 4+ M3+ ...+ M,
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so umfassen die Coefficienten L,, M, immer nur Terme gleicher Dimen-
sion. Diese Coefficienten miissen nun durch Multiplication mit einem und
demselben Factor in Integrale tbergehen, und man erkennt leicht, dass
man far diesen Multiplicator den reciproken Werth irgend eines der
Coefficienten z B. 1:L, wahlen darf. Wir erhalten dann ¢ linear zu-
sammengesetzt aus Integralen der Form »$(z, y, s) dividirt durch &' (z, v, s)»,
deren Zahler und Nenner nur Terme von gleicher Dimension enthalten.
Solche Integrale sollen »homogen in den Dimensionen» oder, wenn kein
Missverstandniss zu befiirchten ist, schlechtweg homogen heissen.

6. Es sei jetzt ¢ ein homogenes Integral von der Form &(z, y, s),
welches wir uns in die Gestalt S(z,y,s): (v, y,s) gebracht denken.
Da ein von den y freier Ausdruck nicht der Bedingung

(l(;

dt == 0

identisch gentigen kann, wenn er nicht gleichzeitig von den » frei ist, so
muss wenigstens eine der Variabeln y in ¢ vorkommen. Es sei dies y,.
Wir denken uns Zahler und Nenner von ¢ nach ¥, in Linearfactoren zer-
legt, setzen also an

(1 I) ¢ = (t)-(yl — 771)0(-7/1 - 772)19(?/1 - 77:)>;' R

wo die a, 3,7, ... ganze positive oder negative Zahlen, die % rationale
oder algebraische Functionen der Variabeln «, y, s unter Ausschluss von
, bedeuten und @ eine rationale Function derselben Variablen ist. Da
¢ Integral ist, so erhalten wir

__dlogg dloer du. dy,
0= dt +Z?/1——-771\ dt>'

Zur Umformung dieses Ausdruckes wollen wir fur den Augenblick die
Zeit t, so weit sie in den Variablen z,y,s unter Ausschluss von x, und
¥, vorkommt, mit z bezeichnen, dann ist

dlog@  2alog@Q d log Q
dt o, %+

dy, oy, dy,
At T T e
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also

o 2og@, ~, dlogQ n+y_w%%_jm_0%y
dx, 1 dr ey, — oy \ di dr 19, /
Da nun y, in dieser Gleichung nur insofern vorkommt, als es explicite
hingeschrieben ist, so folgt

dt dr 1 oz,

(12) dy, __ dn n
Zur weiteren Verwendung dieser Relation, welche offenbar in Bezug auf
7, eine partielle Differentialgleichung darstellt, denken wir uns jetzt Ziahler
und Nenner des betrachteten Integrals ¢, statt in Linearfactoren, so weit
als moglich in die einfachsten Factoren zerlegt, welche noch die Form
S(y) resp. R(x,s) besitzen. Die von einander verschiedenen Theiler, wel-
che die Variablen y wirklich enthalten, mogen mit ¢, , &, , ... bezeichnet
werden, so dass wir ansetzen konnen

¢ = JVS['H[")I- IR

wo die 4, s, ... ganze positive oder negative Zahlen bedeuten und 7' dic
Form &(x, s) besitzt. Die Wurzeln » in (11) werden dann erhalten, wenn
man diejenigen ¢, welche gy, enthalten, gleich Null setzt und nach y,
auflost. Es sei ¢, (y,) ein solcher Theiler, welcher die in (12) benutste
Wurzel %, liefert. Dann erhdlt man aus der Identitat

(13) 5['1(771) =0
die Gleichungen

o oy, o, % (

, m

ym)

CURYS

R
In
[

oy, o, dx,’ ¥, dys ?ys

Beachtet man nun noch die Differentialgleichungen (3), so geht (12) suc-
cessive ftber in

on, Z 7, 37,
— YL — L — —— =0
Al Z._/,f 3:8,; - A,1 33/,9 771 aa:l ’

3 k]

o odr o o
(14) ?l+> s’l+z ,783:1 léi/f::O.
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Die linke Seite der letzteren Gleichung ist offenbar nichts anderes, als
der vollstindig entwickelte Ausdruck fur

4¢,(y,)

dt
vorausgesetzt, dass far y, tberall die aus (13) sich ergebende Wurzel 7
geschrieben wird. Hiernach ist also ¢,(y,) eine Integralgleichung, denn
die Ableitung von ¢, mnach ¢ verschwindet nach (1 4) wenn nicht identisch,
so doch sicher in Folge der Gleichung

Sbl(yl) = O.

Derselbe Schluss gilt offenbar fiir die tibrigen Theiler ¢. Angenommen
nun man konnte beweisen, dass jeder der Theiler ¢, ¢,, ... durch Multi-
plication mit einem Factor von der Form &(z, s) in ein Integral 1y Pasoee
verwandelt werden kann, so wirde daraus folgen, dass jedes homogenes
Integral ¢ sich auf die Form

¢ = Upl¢h ...

bringen lasst, wo die homogenen Integrale ¢ ,¢,,... die Form S(y) resp.
& (x, s) besitzen, und der Factor U, welcher hochstens die «,s enthalten
kann, sich auf eine Constante reducirt, weil er der Bedingung

al _

=

geniigen muss. Ferner wiirde damit die Aufgabe, alle algebraischen In-
tegrale der vorgelegten Differentialgleichungen zu finden, auf die andere
zuriickgefilhrt sein, alle homogenen Integrale der Form $(y) resp. &(x, s)
zu ermitteln. Wir werden nun zeigen, dass eine solche Reduction der
homogenen Integralgleichungen ¢, ¢,,..., auf die uns die Untersuchung
gefuhrt hat, unter den hier gemachten Voraussetzungen in der That im-
mer moglich ist.

6. Es sei ¢ eine homogene Integralgleichung der Form $(y) resp.
&#(x , s), welche sich nicht in Theiler von &hnlicher Gestalt, die die y wirk-
lich enthalten, zerlegen lasst. Der vollstindig entwickelte Ausdruck fir
die Ableitung von ¢ mnach ¢ besitzt eine ahnliche Gestalt wie ¢, nur dass

Acta mathematica. 11, Imprimé le 19 Novembre 1887. 5
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der Grad in Bezug auf die y um eine Einheit hoher ist als in ¢. Diese
Ableitung muss verschwinden, wenn ¢ verschwindet, muss also wegen
der vorausgesetszten Irreductibilitit von ¢ durch ¢ selber theilbar sein,
so dass wir ansetzen konnen

d¢
— =d.0
dt ¢ o,

wo  in Bezug auf die y ganz linear und ebenso wie ¢ in den Dimen-
sionen homogen ist. Schreiben wir

0=, + Xy,

so sind die w,, w,, ... homogene rationale Functionen von den #,s. Sub-
stituirt man ferner fur die Variabeln z,¢, s,y wie frither

R, U s gk

so ergibt sich, dass die Dimension von o ungerade ist. TFerner sind die
Dimensionen der «,, w,,... gerade, dic der y ungerade, es muss also in
@ das Glied w, fehlen, d. h. @ ist in Bezug auf die y homogen linear.
Dieser Umstand ist fur dic folgende Beweisfihrung von wesentlicher Be-
deutung und bildet den Grund, weshalb wir in den Differentialgleichungen
(3) die 4 als homogene I'unctionen gerader Ordnung in Bezug auf die
x , s vorausgesetzt haben. Ks wire moglich, dass diese Einschrinkung bei
einem andern Beweisgange sich als unnothig herausstellt. Ich gehe auf
diese Frage nicht nither ein, weil sie fir unser cigentliches Ziel, nimlich
die Aufsuchung der algebraischen Integrale des Eingangs aufgestellten
Vielkdrper-Problems, unerheblich ist.

Es werde ¢ als Polynom der y geschrieben; sein Grad in Bezug auf
diese Variabeln sei p, und es werde angesetzt

S!J:S!}O—i—sbl—i-...,

wo die ¢, ¢, , ... die Terme vom Grade p, p — 1, ... zusammenfassen.
Mit Ricksicht auf das Vorhergehende ist dann

3 2log
(15) Zyaal‘):?ﬁow’ w—_—zya”‘%’

X,
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so dass es fiir die Untersuchung von o lediglich auf das Anfangsglied
¢, ankommt. Die Coefficienten w, in @ hingen auf einfache Weise mit
gewissen Coefficienten in ¢, zusammen. Man ordne ¢, nach einem der
darin vorkommenden y — sagen wir y, — und setze an

do=Vyi +Viyi '+ ...+ V,

wo die V ganze Functionen der tbrigen y sind, dann folgt aus (15)

oV,
(16) 3—.271 == V; (l)1 .
Sind a, @', ... die Coefficienten des Polynoms ¥V, so ist, da die Relation
(16) fur beliebige y bestehen muss,
da da’ ,
a=awl, 5Z=awl, ete.;

wir konnen also allgemein ansetzen

__dloga,

)
°%,

a

wo die a, gewisse Coefficienten in ¢, bedeuten.

Als Vorbereitung fir das Folgende betrachten wir zunachst den Fall,
wo die Coefficienten in ¢, simmtlich von der Irrationalitat s frei sind.
Es sei y eine Function der «,y, ganz homogen nach den y, rational
homogen nach den z, welche der Bedingung

zya% =X-7,

3log b,
T=Z?/«—ay;;*’

geniigen, wo die b, gewisse Coefficienten des nach den y geordneten Aus-
druckes y bedeuten. Man denke sich sammtliche Coefficienten in y auf
den kleinsten gemeinsamen Nenner M gebracht und den etwa vorhan-
denen gemeinsamen grossten Theiler L aller Coefficientenzahler aufgesucht,

(17)

dann 1ist

’

M
X =TX
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ein Ausdruck von der Form $(z,y), welcher keinen von den y unab-

hangigen Theiler der Form §(#) besitzt. Ferner wird

(18)

wo die b, gewisse Coefficienten in y' bedeuten. Es sei nun @ ein ir-
reductibler Theiler von b, welcher die Variable z, wirklich enthilt, dann
tritt in 7 ein Glied der Form

va 9@
Q o,

auf, welches sich, so lange specielle Werthsysteme der y ausgeschlossen
bleiben, nicht gegen andere Glieder in 7’ fortheben kann. Der Ausdruck
¢ wird also sicher unendlich fur alle endlichen Werthsysteme der z, fur
welche @ verschwindet. Es misste also, da fur endliche 2 die linke Seite
von (18) sicher endlich bleibt, wider die Voraussetzung, ' durch ¢ theil-
bar sein. Der Cocfficient §, ist daher von 2, unabhéngig, d. h. 7 ist
gleich Null und

3y
zyoa?a = 0,

woraus folgt, dass sich y' als eine gunze rationale Verbindung der Aus-
driicke

‘/'U‘.’yl - -171?/2’ A | wm!/l - Lljlynn

ohne z, darstellen lasst.
Y. Zu der Relation

olog¢d, ~2loga,
(IS) Z?/aw_wﬁzya ow,

zuritckkehrend, wollen wir den Satz beweisen, dass der Ausdruck

2Zo,dr,
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ein totales Differential ist, dass also die sogenannten Integrabilitatsbe-
dingungen

dw, dwy 2% log <a,a) — 5

vy oz,  Bm,dmp \ag

sammtlich erfullt sind. Zu dem Ende wollen wir in ¢, die Grossen
Yss -+ » Y gleich Null setzen, jedoch, um Unbestimmtheiten zu vermeiden,
folgendermassen vorgehen. Wenn ¢, durch cine Potenz von gy, theilbar
ist, so unterdriicken wir diesen Theiler, welcher fur die Gleichung (15)
bedeutungslos ist, und bezeichnen ¢, mit ¢, ,. Darauf setzen wir y,
gleich Null und bezeichnen den Ausdruck, in welchem ¢, , hierdurch
tibergeht mit ¢, ,_,. Derselbe geniigt der Gleichung

dlo dlog «,,
Zya%_gsbo,m—»l = Y.’/a g : (a=1,2,..,m—1)
La —

oz,

Hierauf unterdriicken wir in ¢, ,_, die etwa als Theiler auftretende Po-
tenz von y,_; und setzen ¥, ; gleich Null, wodurch wir zu dem Aus-
drucke ¢, ,_, gelangen, u. s. w. Gelangt man auf diese Weise, bevor
auch y, gleich Null gesetzt wird, fiur ¢, , zu einem Monom von der Form

Cysys - Yo

so kann offenbar in @ fiur die Coefficienten @, a,, ..., @, der eine Coef-
ficient O gesetzt werden, und es sind die zu den aus #,,..., 2, gebildeten
Variablenpaaren gehorigen Integrabilitatsbedingungen von selbst erfullt.
Wir haben deshalb nur noch den unginstigsten Fall zu verfolgen, dass
man namlich, nachdem auch y, beseitigt ist, mit Unterdriickung der ein-
flusslosen Potenztheiler zu einem ¢, von der Form

5002 = CoYl + iy + ... + ¢, Y5

gelangt, in welchem ¢ mindestens gleich Eins und die Endcoefficienten
¢, und ¢, von Null verschieden sind. Dieses ¢, geniigt der Bedingung

dlog ¢
z Y. 3g.u:j°2 = ;yawa, (a=1,2)

a
wo in
__ologa,
a T awa




38 H. Bruns.

fir die Coefficienten @, a, offenbar ¢
fundenen Relationen formen wir um

, und ¢, zu nchmen sind.  Die ge-
in

e, . e
Sb,:Sboz:co:."/z"i‘(,_l?/{ 1y2+---+‘,—qygy
‘0 0

i., logg | log (e,
- Yu o, Y2 Qw, \¢ /)

(19)

Die Coefficicnten von ¢’ konnen nun die Irrationalitit s enthalten. Ist
dies der Fall, so gilt die Gleichung (19) fur alle Wurzelwerthe s, s,,..., s,,
welche s annehmen kann,  Suminiren wir die den einzelnen Wurzeln ent-
sprechenden Gleichungen (19) und sctzen

Sb,(S;) ° 9‘,),<SS> M Sb,(sn) = l[J"

2log €
w Ty
oux,

Der Ausdruck ¢ ist also cine Function von derselben Beschaffenheit, wie
dic vorhin mit y bezeichnete. Bedeutet H den kleinsten gemeinsamen
Nenner der Coefficienten in ¢, so ist H¥ eine Function der Form 8(z, y),
welche keinen von den y unabhingigen Theiler der Form $(z) besitat
und der Bedingung

P /8 Q [/
y c(r1/)+y 20HY)

PG e,
geniigt. Es ist also, abgesehen von cinem constanten Coefficienten

HY = (y, 2, — y,x,)",

N / x \ "7
)



Uber die Tutegrale des Vielkérper-Problems. 39
Hieraus folgt sofort

Damit sind offenbar die Integrabilitatsbedingungen allgemein bewiesen,
und wir haben ferner fur das ursprtingliche ¢, die Relation

iya aazg ("’) = Z v L2

wo die ¢, ganze positive Zahlen, die Null eingeschlossen bedeuten. Ferner
erkennt man hieraus, dass

d
dt( a!‘h $q~:) = O
ist, dass also die Integralgleichung ¢ durch den Multiplicator
(af ... xt)iay

in ein Integral verwandelt wird. W. z. b. w.

Es sei jetat ¢ das zu ¢ gehorige Integral. Wir spalten dasselbe
ahnlich wie ¢, setzen also an

=9+ + ..,

wo ¢, sich von ¢, durch den integrirenden Multiplicator unterscheidet
und der Bedingung
S,
Z Yo é’;v: == 0

genlgt. Wir wollen nun zeigen, dass ¢, sich als eine ganze rationale
Function der m — 1 Verbindungen

Byl = &, Yy EglYy — 1 ¥Yys - o -y Tl —— D1 Y

ohne #, darstellen lasst. Zur Vereinfachung des Beweises schicken wir
folgende Bemerkung vorauf.
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8. Angenommen man hitte in dem urspriinglichen System von
Differentialgleichungen

de, . dy,
T Je i

=A,(x,,2,,...)
statt der Variabeln x,y andere Variable &, » durch die lineare Substitution
T, = %caﬁéﬁa Y, = %%’177,3

eingefithrt, in der die ¢ feste Zahlen it nicht verschwindender Deter-
minante bedeuten, so wiirde dadurch an den uber die Differentialglei-
chungen und die Irrationalitat s gemachten Voraussetzungen nichts geindert
worden sein; es wirde also auch die ganze bisherige Untersuchung ohne
Weiteres fur das transformirte System giltig bleiben. Insbesondere wiirde
der Satz, dass die hier untersuchten Integralgleichungen durch einen Mul-
tiplicator von der Form &R (z, s) in Integrale ubergehen, wenn er vor der
Transformation gilt, auch nach derselben gelten und umgekehrt. Diese
Bemerkung benutzen wir in folgender Weise. Die Discriminante A der
Gleichung fiir s ist eine homogene ganze rationale Function der x vom
Grade
n(n— 1) = p.

Die Discriminante A’ der transformirten Gleichung fur s geht aus A
hervor, wenn man statt der x die & cinfihrt. Bei passender Wahl der
Substitutionscoefficienten ¢ lasst sich nun stets erreichen, dass in A’ die
Glieder mit

§,8,...,8

wirklich vorkommen. Es ist deshalb keine wesentliche Linschrinkung
der Allgemeinheit, wenn wir annehmen, dass bereits in der urspriinglichen
Discriminante A die Glieder mit

3 23 1
ml’£2""7xm

wirklich vorkommen, da diesc Eigenschaft, wenn sie urspriinglich nicht
vorhanden ist, durch eine vor Beginn der ganzen Untersuchung vor-
genommene Transformation stets herheigefuhrt werden kann.
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Wir denken uns nun in der Gleichung fir s den Variablen z,,...,2,
irgend welche endliche Werthe, dem 2z, dagegen cinen ausserordentlich
grossen Werth beigelegt, dann lasst sich jede Wurzel s nach fallenden
Potenzen von x, in eine Reihe entwickeln, welche unter den gemachten
Voraussetzungen die Form

s = ox, + o, +%+‘;—§+...
besitzt. Hierin ist ¢ die Wurzel ciner Gleichung
@+ 3 ...+ 3 =o0,

welche keine mehrfachen Wurzeln besitzt und deren Coefficienten nur von
den in der urspriinglichen Gleichung fiir s auftretenden Constanten, aber
nicht von den x abhiingen. Die tibrigen Coefficienten g, o, , ... besitzen
die Gestalt &(o) resp. S(zy, ..., ,).
Fuhrt man jetzst statt der Variablen z neue Variable p durch die
lineare Substitution
Yo Ym

pl=x17 p2=x2—x1_’ L pmzmm—xl,'
Y LA

ein, so erhilt man das Glied mit p} in der Discriminante, wenn man an
Stelle der «,,..., 2, resp.
Yo Ym

Dy Dy s o0y P

oy, Ly,
schreibt. Der Coefficient von p; in der Discriminante wird also, so lange
specielle Werthsysteme der y ausgeschlossen werden, von Null verschieden
sein. Infolge dessen lasst sich fur grosse Werthe von p, und endliche
Werthe der p,,..., p, die Irrationalitit s nach fallenden Potenzen von
p, in die Reihe

s=pp, +p +2+2+...
SR SUR 41
entwickeln, wo p eine von den p unabhingige Irrationalitat, p,,p,, 0,5, ...

dagegen ganze rationale Functionen der p,p,, ..., p, bedeuten.

dcta mathematiea, 11, Imprimé le 30 Novembre 1887. 6
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Dies vorausgeschickt betrachten wir wieder den Anfangsterm ¢, in
dem Integral ¢. Derselbe stellt sich, wenn cr die Irrationalitat s wirklich
enthilt, zunichst dar in der Form

a(p17p27---’p1nas>’

muss aber in Wirklichkeit von p, frei sein. Entwickelt man nun s und
darauf ¢, nach fallenden Potenzen von p,, so muss diese Reihe sich auf
den einen von p, freien Term reduciren, welcher nach den vorausgehen-
den Bemerkungen die Variablen p,, ..., p, nur in rationaler Weise ent-
halt, d. h. ¢, enthalt auch die # nur in rationaler Weise und ist in
Wirklichkeit frei von s. Hieraus folgt weiter, wenn man die in § 6 tber
die Ausdriicke y und y' gemachten Bemerkungen beachtet, dass ¢, eine
ganze Function der z ist.

9. Fassen wir die Resultate, zu denen wir bisher gelangt sind, zu-
sammen, so konnen wir folgende Sitze aussprechen.

Gegeben ist das System von Differentialgleichungen

dz, dy,

Tt = Yas di = 44147

(a=1,2,...,m)

in welchem die A4 als homogene rationale Functionen von der geraden
Ordnung 2N aus den z und einer gewissen Irrationalitit s zusammen-
gesetzt sind. Die Grosse s ist Wurzel ciner irreductiblen Gleichung

s+ S+ ...+ 8, = o,

deren linke Seite eine ganze homogene Function der s, # von der n-ten
Ordnung bildet. Wenn das vorgelegte System von Differentialgleichungen
algebraische, von ¢ freie Integrale besitst, so lassen sich dieselben allemal
darstellen als algebraische Functionen eines oder mehrerer Integrale ¢,
welche folgende Ligenschaften besitzen:

1) Jedes ¢ ist eine ganze rationale Function der y, cine rationale
Function der # und s.

2) ¢ ist in den Dimensionen homogen, d. h. wenn man fir die
z, 8,y resp. setzt

wk®, sk?, yk'***, (k = Constante),
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so nimmt ¢ wieder die urspriingliche Gestalt an, jedoch versehen mit
ciner gewissen Potenz von % als Factor.

3) Bedeutet ¢, das Aggregat der Glieder in ¢, welche in Bezug auf
die ¥ von der hdchsten Ordnung sind, so sind, wenn ¢, nach den y ge-
ordnet wird, die Coefficienten ganze rationale Functionen der x ohne ge-
meinsamen Theiler.

4) Der Ausdruck ¢, geniigt der Bedingung

29,
Z yaa__'):a' = 0,

enthilt also die z nur in den Verbindungen
ylxa_yaxl' (@=2,8,...,m)

Nachdem wir bis zu diesem Punkte gelangt sind, brechen wir die
allgemeine Untersuchung ab und wenden uns wieder zu dem Vielkdrper-
Problem zuriick, welches ja den Ausgangspunkt bildete, und welches, wie
bereits bemerkt, einen speciellen Fall der hier betrachteten Differential-
gleichungen reprasentirt.

10. Es scien

M,y Lyy Yey Za (2=1,2,...,1n)

die Massen und die Coordinaten der einzelunen materiellen Punkte in dem
betrachteten Vielkdrper-Problem,

X

(7]

Y,

a?

VA

a

die Geschwindigkeitscomponenten, 7, die Distanz der beiden Massen m, , m,,
dann haben wir

dzx, aX, . | By — T
T=%X,  F=A=D mt

A of
dya aY, _ Y5 — Ya
—dt— _— Ya’ dt S Ba ——zﬁ mﬁ ,,-‘Zﬂ b
dz, az,

25 — 2,
—_— = Za y == Oa =1 'nll? ﬁ——a—a y
dt dt Zﬂ <
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wo bet den Suminationen, ebenso wie weiterhin, zu beachten ist, dass
Glieder mit 7, nicht vorkommen diirfen. Es sei ¢ ein homogenes In-
tegral von der Form

8(X,Y,Z) resp. &(x,y,2),
welches in Bezug auf die X, Y, Z vom Grade p ist; ferner setze. man
g=¢,+e +...,

wo die ¢,, ¢,,... die Aggregate der Glieder bedeuten, welche in den
X, Y, Z von den Ordnungen p,p— 1,... sind; endlich bezeichne man
dic Zeit ¢, je nachdem sie in den Coordinaten oder in den Geschwindig-
keiten vorkommt, mit % resp. v, fithre also die Operationssymbole

2 ) 2 2
a_‘lbcza(Xa 5;;; + Ya'a-y_a + Zaé;;)’

2 ? d , @
5{,"“';<Aa5—x‘_;+Byél_’u+ (/aa‘z-;)
cin, dann muss sein
J 2 2
(22) f—"zo, %’—-}——3%’::0.

Diese beiden Bedingungen werden sich als far unseren Zweck ausreichend
erweisen. Die erste Bedingung besagt, dass ¢, die z,y, 2 nur ganz ra-
tional in den Verbindungen

ﬂ = maXI - xIXa.) Gu = yaxl — Ya? h’u = 'gaXI - mIZa.

enthilt, d. h. wenn man statt der z,y, 2 in ¢, di¢ Ausdriicke

f(/. Xa Ga Ya ha Zo.
waz—"+m'm— Ve = % Y 5 za=“+m~_
‘X1 ! Xl ’ / Xl + ! Xl ’ Xl ! 'Xl

cinsetzt, so verwandelt sich ¢, in eine Function der Grosszen

foseeer B GryovesGns Basoois By

welche von x, frei ist, und abgesehen davon, dass eine Potenz von X
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als Nenner vorkommen kann, die X, ¥, Z nur ganz rational cnthalt.
Im Folgenden werden wir voraussetzen, dass ¢, bereits durch die f,g,%
ausgedriickt sei.

Bilden wir jetzt die Ableitung von ¢, nach v, so enthalten die ein-
zelnen Glieder im Nenner die dritte Potenz eines 7, sind aber im Ubri-
gen rational aus den verschiedenen Variabeln zusammengesetzt. Dilden
wir ferner die verschiedenen Irrationalititen, welche einschliesslich der r,,
selber dadurch entstehen, dass man je zwei, je drei u. s. w. verschiedene
r,; mit einander multiplicirt, und bezeichnet man diesc Irrationalitaten
in irgend einer Reihenfolge mit p,, p,, ..., so lisst sich ¢, stets auf dic
Gestalt

@y == Loy +z%

bringen, wo die ¢,,, ¢,,, ... rational aus den z,¥y,2, X, ¥, Z zusam-
mengesetzt sind. Mit Rucksicht auf (22) folgt daraus, dass

%5 __
u

ist, und dass ferner der Ausdruck

w(7)

allemal verschwindet, wenn die Irrationalitit p sich nicht auf cin einziges
7r,; reducirt. IFihrt man ferner in ¢, statt der z,y, 2 die f, g,k ein,
wobei moglicherweise 2, sich nicht aus ¢, fortheben wird, so geht dic
partielle Ableitung von ¢, nach » ber in

2
oz X"

1
Ersetzt man ebenso in der Ableitung von ¢, nach v die urspriinglichen
Variablen durch die f,¢,%, X, Y, Z und z,, und integrirt nach x,
indem alle ubrigen Grossen als constant angeschen werden, so darf die
Integration keine logarithmischen, sondern nur algebraische Glieder liefern.
Dieser Umstand wird uns gestatten, die Verbindungen der f, ¢, %, aus
welchen sich ¢, zusammensetat, vollstindig zu bestimmen.
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11. Zur Abkirzung der Ausdrucksweise wollen wir festsetzen, dass
dic Indices «, 3,... die Werthe 1, 2,...,n, dagegen dic Indices A, p, ...
nur die Werthe 2, 3, ..., n annchmen sollen. Wir suchen nun diejenigen
Glieder in der Ableitung von ¢, nach v auf, welche die dritte Potenz
von 7y, resp. 7, im Nenner enthalten. Die Ableitung von ¢, besitzt zu-
niachst die Gestalt

a—%(ylA —x, B) + S0”(24‘1 —z,0)

29, ! 1 oh,
2, , 3¢, 20, |
+Z { o (4, — 2, 4,) + %(;’/).Al — 1, B) + ;Z (2,4, — x,C )l[
& ?
+ 3500 A + 3500 99, (j' + z {z? 9500 Bl + % (J' }

Dic Glicder, welche 7%, im Nenner enthalten, werden, mit Fortlassung des
Nenners, und wenn wir der Kirze halber das Zcichen S einfithren, um
cine Summation iiber die drei Coordinatenaxen anzudeuten,

3¢ ' 2
m‘{a? (0 — @,3,) + ;Z“( T, — ;vlz,_)l + wy (i, — x,)Z[S <1,l 55;—:’>J

14

3¢ %¢, (%
-+ i,z S( o + S <m, X m, aXO>

Akbulich werden die zu r,, gchorigen Terme

— S (x, — ) <1NIL o — m, L° o )
I

9 0
+ S (m,L a;" 0, a;ﬂ) .

Fithrt man hierin auch fiir dic ausserhalb ¢, vorkommenden x,y, 2
diec Grossen z,,f,g,% ein, so missen die Terme, welche das Quadrat

von x, enthalten, verschwinden, weil sonst die oben ecrwihnte Inte-
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gration nach x, auf logarithmische Glieder fihren wirde. Es muss also
sein

, 3¢,
o =m| (X, — X,T)) + o (2.%,— X,2)]

+ m (X, — XI)IZ [S <Xn %)] + m X, S [(XA - XI)E;_%] !

o= Gl —xng— 3]

Die vorstehenden Bedingungen, in welchen die Indices A, p alle zulissigen
Werthe anzunehmen haben, konnen wir jetzt als lineare partielle Dif-
ferentialgleichungen mit den unabhingigen Variablen f,¢,% und mit
der abhingigen Variablen ¢, ansehen. Die Coefficienten sind von den
s 9,k unabhingig und deshalb bei der Aufsuchung der allgemeinen
Losung als Constanten anzusehen. Um die allgemeine Losung aufzustellen,
gentgt im vorliegenden Falle die Kenntniss einer gewissen Anzahl von
Particularldsungen, welche die £, g, s homogen linear enthalten. Funf
solcher Losungen werden durch die bekannten Integrale des Vielkorper-
Problems geliefert; es wird sich zeigen, dass damit die gemeinsamen
Losungen des oben angesetzten Systems erschopft sind.
Es werde gesetat

Zmx, = L, 2my, = M, 2m,z, = N,
ZmaXa = L” zmaYa = MI’ Zmaza = N')

dann erhalten wir, wenn die Buchstaben @, b, ¢ ganz willktirliche Gros-
sen bedeuten, zunichst drei Particularlosungen 4’, B', ¢' durch dic eine
zusammenfassende Gleichung

a L L’
ad +bB +cC =0 M M
¢c N N

Diese drei Losungen sind jedoch nicht unabhiéngig von einander, weil
zwischen ihnen die Relation

L'A 4+ MB 4+ N¢ =o
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besteht. Drei weitere Losungen 4, B, C erhalten wir in shnlicher Weise
durch die zusammenfassende Gleichung

l a z, X,
¢dA+ VB +cC =2ma vVoy, Y.,
a, lcl za Za

wo die o', 0, ¢’ ebenfalls willkiirliche Zahlen bedeuten. Dass in der That
die 4, 4’,... Losungen sind, lasst sich auch ohne Rechnung durch fol-
gende Uberlegung nachweisen. Die 4, 4’,... sind nimlich nichts anderes
als die Flichenintegrale und drei aus den Schwerpunktsitzen zusammen-
gesetzte Integrale, und zwar homogene Integrale von der hier untersuchten
Beschaffenheit, bei denen iberdies das ¢ sich auf den Anfangsterm ¢,
reducirt. Es miussen also die hier fur ¢, aufgestellten Bedingungen von
selbst erfullt sein.

Driickt man jetzt die 4, A’,... durch die f, g, b aus, so erhalt
man zunichst

a, O +§'m’)‘ﬁ\,L‘ i

X (ad + OB + cC) = b, myg, +§m;‘gl, M ,

¢, mh, +);mﬂz.“ N ]

« o X ad fi X,
X@d+VB+cC)=m |V g T -{-Zm,_ vV og. 7Y,
¢ h Z ’ ¢ h Z

Wir untersuchen nun, ob aus diesen Gleichungen sich die Grossen

!71’ }"p fg’ y27 k?

durch die 4, 4', ... und dic ubrigen f, g, % ausdrucken lassen. Nun
sind in den Ausdriicken fur

XPB, X0, X4, XB, X0
die Coefficienten der fiynf Grdssen

mg, wmh, mf,, mg, mbh,
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durch nachstehende Zeilen gegeben

o, + L', — N, o, + I/,
— I/, o, + M, — L, o,
+ Z, — Y, o, + Z, — X,

o, + X, — Z,, o, + X,
— X, o, + Y,, — X,, o,

und es kommt jetzt darauf an, zu zeigen, dass die aus diesen Zecilen ge-
bildete Determinante nicht identisch verschwindet. Berechnet man die-
selbe, so erhilt man

X, I' X, |
rx,— x|y, vl
1

| Z2 N Zl %

die Grossen g,,..., A, lassen sich also in der That durch die 4,
und die dbrigen f, ¢,k ausdriicken. Infolge dessen diirfen wir bei der
Aufsuchung etwaiger weiterer Particularlosungen voraussetzen, dass die-
selben von den g, ..., A, unabhingig sind.
12. Die noch aufzusuchenden Particularlosungen bezeichnen wir
mit y und setzen fest, dass die Indices 4, 7, ... nur die Werthe 3, 4,
., # annehmen sollen. Die gesuchten Losungen miissen den Differen-
tialgleichungen gentigen, welche aus denen fur ¢, dadurch entstehen, dass
man far ¢, die Grosse y schreibt, ferner die Ableitungen von y nach
den g,, ..., h, gleich Null setzt und die Falle 2, » = 2 von den Fallen
A, p = o trennt. Auf diese Weise erhalt man zunichst das System

ey e=X[S(XE)]

(24) 0 = m,(X, — XaZ[S(Xa Y]+ m, X, S(x — x) Z),
(s —0)%)

R e

Acta mathematica. 11, Imprimé le 28 Novembre 1887, i
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Aus (23) und (24) folgt

(27) o =S(x.—x) %)

und hieraus in Verbindung mit (25) die zusammenfassende Gleichung
e, X, — X, X, — X,

(28) a:—£+b§—57+c:—']frzkr b,Y, —Y,,Y,— Y./,
¢, Z,— Z., Z,— Z,

in welcher k, einen vorlaufig unbestimmten Proportionalitatsfactor be-
deutet. Bezeichnen wir den Werth, welchen die Determinante in (28) fur

a=X,—X, b=Y,— Y, c=2Z,— Z.
annimmt, mit D, so erhalt man mit einer kleinen Umformung
D=lXa'_'XT7Xl’X‘2]+|X¢77X77X1—'X2|7

wo von den Determinanten nur die erste Zeile angesetzt ist. Durch Ver-
tauschung der Indices ¢ und r 4ndert also D nur sein Vorzeichen. In-
folge dessen erhalten wir aus (28) die beiden Gleichungen

S(x — %) %) = k..D,

S((X,——- X)) j—,{) — k,.D,
also mit Beruicksichtigung von (26)

(m k. — m.k,)D = o,
d. h. es ist
k, = lm,,

wo ! einen von dem Index o unabhingigen Factor bedeutet. Hiermit
liefert die Gleichung (28) weiter

S(X’:%—) = |X,, X, X;|,
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woraus, wenn man nach z summirt, mit Ritcksicht auf (23)
|
0 =1 Zm X, X,, Xgl

folgt. Es verschwinden also [, die k¥ und infolge dessen auch die simmt-
lichen Ableitungen von y, d. h. es existiren ausser den bereits angege-
benen finf Particularlosungen keine weiteren, und es enthilt ¢, die Va-
riablen z,y, 2 nur in den Verbindungen

A,B,C, A,B,C.

Eliminirt man also z. B. y,,2,,%,,¥,, 2, mittelst der Ausdriicke 4, 4, ...
aus ¢,, so fallen alie ubrigen z,y, 2 von sclbst heraus. Bei dieser Eli-
mination nimmt ¢, die Form 6(4, 4’, ...) -an, dagegen kann ¢, auf-
horen cine ganze Function der X, ¥, Z zu sein. Wir wollen nun zeigen,
dass sich ¢, immer auf die Form

84,B,C,4,B,0,X,Y, 2
bringen lisst.

13. Da bei der Elimination von ¢,,...,2, aus ¢, die ibrigen
Z,9,2 von selbst fortfallen, so kann man die Elimination in der Weise
bewirken, dass man sowohl in ¢, als auch in B',C', 4, B, C die schliess-
lich fortfallenden Variablen von vornherein gleich Null setat, die y,, ..., 2,
durch dic B', ... ausdriickt und die so gewonnenen Ausdriicke in das
vereinfachte ¢, substituirt. Nun sind die Grossen

MY, M, W Ty, WY, M2,

in B',C, A4, B, C mit Coefficienten verbunden, die durch nachstehende
Zeilen gegeben sind

o, + L, — N, o, + I,
— I, o, + M, — 1/, o,
+ z, — 7, o, + Z,, —Y,,

o, + X, — 2y, o, + X,
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welche, wic wir bereits frither gesehen haben, zu der Determinante

X, X, L'
E=L(X,—X)ly, v, M
Z, Z, N

fuhren. Der umgeformte durch die B, (', 4, B, C dargestellte Aus-
druck von ¢, konnte also eine Potenz von E im Nenner haben, oder

die Gestalt
&B,¢,4,B,0,X,Y, Z): E

besitzen. Diese Form ist nun von der Art und Weise, wie die Elimina-
tion im Einzelnen ausgefuhrt wird, unabhingig. Hatte man die Elimina.
tion mittelst der Variablen

?/1’ 317 .'1;3, .?/3’ 273

bewirkt, so wiirde man im Ncnner von ¢, statt des vorstchenden E ein
anderes

B L(X,—X)|X,, X,, I

erhalten haben. Nun haben E und E nur den Theiler I’ gemeinsam,
woraus wir schlicssen, dass die @brigen Theiler von E oder E’ in dem
Ausdrucke von ¢, sich gegen entsprechende Theiler des Zihlers fort-
heben, so dass nur eine Potenz von L’ im Nenner von ¢, verbleiben kann.

Hatte man statt der Variablen y,,2,%,,¥y,,2 die Variablen
T, 2, %y, Y,y 2, und statt B, (" die Ausdricke €', A’ bei der Elimina-
tion benutzt, so wiirde man fur ¢, einen Ausdruck von der Form

$(C,4,4,B,C,X,Y,Z):(M)
statt des fritheren
SB,0,4,B,C,X,Y,Z): (L)

erhalten haben. Auf analoge Art konnte man noch zu einer dritten

Darstellung
¢, =8(4,B,4,B,0,X,Y,Z):(N)

gelangen. Um nun zu zeigen, dass diese Nenner immer durch passende
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Umformung von ¢, beseitigt werden konnen, haben wir nur den Fall
in's Auge zu fassen, wo keine der drei Zahlen ¢, 7, s gleich Null ist.

Zunichst schicken wir die Bemerkung voraus, dass abgesehen von
der Relation

(29) AL+ BM' + CN = o
die 4, 4’,... von einander unabhangig sind, d. h. es existirt zwischen
den 4, A’, ... keine weitere Relation

0= PA+ QB+ RC + PA' + QB + R,

in welcher die Coefficienten P, P', ... von den z, %, z unabhingig sind.
Infolge dessen darf man in ¢, die Variablen

A, o A, X, LY

als Grossen ansehen, welche, abgesehen von der einen Einschrankung (29),
vollig willkiirlich gewahlt werden konnen. Es sei nun auf irgend eine
Art fur ¢, die Darstellung

500 = H(A'7 BI) Cl) A7 B7O7Ll’ M,’N’7 Xg’ Y27Z2""7 Xn’ Yn? Z11>:(Ll)m

gefunden worden, wo in ¢, die X, ¥, Z durch die L', M’, N' und
die ubrigen X, Y, Z ausgedriickt zu denken sind, dann kann, so lange
die z,y,2,X,Y,Z, endliche Werthe besitzen, ¢, nicht unendlich
werden. Ordnen wir nun ¢, nach fallenden Potenzen von I/, setzen

also an
H H

0 i
S‘CO :L'm+L/m——1+'°"

wo die H,, H, , ... ganze Functionen der vorkommenden Grossen bedeuten,
so muss, sobald L’ verschwindet, sobald also

BM' + CN =o

ist, der Ausdruck H, verschwinden, wie auch die Werthe der tbrigen
darin vorkommenden Grossen beschaffen sein mogen. Es muss also H
durch

B/M/ + CINI
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theilbar sein, d. h. man hat identisch
H, = (BM' + C’'NYH,,,

wo H, wicderum eine ganze I* unction der darin vorkommenden Grossen

ist. Intolve dessen wird

n,— 44,
Sﬁo == ]Im. ~1 + lm-— + *

Wendet man auf diese Darstellung dieselbe Schlussweise an, w. s. w,
so gelangt man schliesslich dahin, den Nenner von ¢, ganz zu beseitigen,
d. h. ¢, ist immer als eine ganze Function der Grossen

4,B,0,4,8,0,X,,Y,,4,...,X,,7,,2,

darstellbar.
14. Um pun die Verbindungen der X, Y, Z zu ermitteln, welche
in ¢, vorkommen, bilden wir in

. %%
~3u+

3¢,
on

zunichst das erste Glied rechts. Dasselbe hat die Gestalt

Z $lz,§’ rz,? ’

4 a/‘ )
b = Sl a3 m. )]

und die Ableitungen von ¢, sich nur auf die explicite vorkommenden
X, Y, Z beziehen, weil die 4, B, C, 4, B’, ¢’ den Bedingungen
o4 3C"

av—,...,

WO

v
geniigen. Fihrt man in dem Quotienten

. 28
(0(1,-3‘ Vs

£

statt der x,y, 2 die f, g, ) und z, als Variable ein, so muss die Inte-
gration desselben nach #, den mit dem Factor — X, versehenen Term
in ¢, liefern, welcher r,; im Nenner hat, und der im Ubrigen eine ganze
Function der X, Y, Z ist. Nun ist

f(]’!‘(P’L + QYazx® + 20bx 4 c)—% = (Vo 4+ W)(ax® 4 20z + c)_%,
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(e 4

wenn zwischen den von 2z unabhingigen Grossen P, Q,a,b,c, V, W
die Relationen

D = b* — ac,
DV = bP — Qa,
DW = cP — Qb,
D(Ve + W) = Pz + ¢) — Qaz + b)

stattfinden. Mit Riicksicht hierauf setzen wir an

Xy — Ty == Tpgy o ovens
fa — f;; ’:‘19 g e e e
Xa - X,? = XII,?’ ......
9%, %9,
m, —=——m = Sy e e e e e
“BX,; ,?axa Aa,:)

ri, = ax} + 2bx, + ¢,

aXt = SXt, X! =SX,f, Xi=5/,
D, = Px, + @,
PX, = S5X,,4,,, QX, = Sf,; 4,5,
(ax, + 0) X, = SXaﬁma,?’ (br, + )X, = S i %ty

(b* — ac) X} = (SX,52,)"' — (X2)). (Sa2) = E,

i/
- & __ Y2
Er,; | do,—5 = X}
Ta3

SX&,? Aa,? SXa,? xt/,,? |
Sf a3 Aa,’i Sf:z,? Lys l

P aa:,—{—b}

— FX
Q bz, +c v

FX, =

SXa,-? Aa,? SXR,? mu,?

F =
Sxaﬁ Aa,? qu,? ma,?
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Der Ausdruck
ba
_E'raﬂ

ist, wie bereits erwihnt, derjenige Term in ¢,, welcher 7, als Nenner
enthilt; es muss also der Quotient F':E eine ganze Function der X, Y, Z
sein.. Da nun ZF und E ganze Functionen der z, X, ... sind, und da
E als Function der z, X,... betrachtet irreductibel ist, so muss der
Quotient F:E auch eine ganze Function der #,y, # sein.

Um die Vorstellung zu fixiren, nehmen wir far den Augenblick an,
dass die Indices ¢, f in I und E auf die Werthe 3, 4,... beschrankt
seien. Weiter denken wir uns in F und E die #,y, ¢ zunachst durch
die f,9,% und #, und dann die Grossen g,, %, f,, 9,, h, durch die
4,B,C,B,(" und die ubrigen f, g,k ausgedriickt. Durch diese
linearen Transformationen wird an der Theilbarkeit von F durch E
nichts geiindert. Der Ausdruck fir E enthialt dann nur die Variablen
fos9as hasfay 95, by, wahrend F sich zunichst als eine ganze homogene
Function zweiten Grades derselben f, g, und von =, darstellt, deren
Coefficienten die #,y, 2 nur in den Verbindungen A, A’,... enthalten.
Setzen wir demgemiss an

F = Fyo} + Fiz, + I,

so missen F, I, F, einzeln durch E theilbar sein. Nun sind die F,
und F,, wenn sie vorkommen, in Bezug auf die f,,..., 2; von der ersten,
resp. nullten Ordnung, woraus wir schliessen, dass sie in Wirklichkeit
identisch verschwinden, dass also F' sich auf den Term F, reducirt, und

dass infolge dessen

oF

— = Q
on

ist. Fubrt man nun die Differentiation nach # aus, so erhalt man

(Sr,,4,5) . (SX2,) = (5X,,4,,)(SX,,z,,),
und hieraus

(SfaﬁAaﬁ) . (SXZﬁ) = (SXaﬁAaﬁ)(SXaﬁ aﬁ)'

Die vorstehende partielle Differentialgleichung fur ¢, kann nun, da die
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Ay, ... die f,,. . h, micht enthalten, nicht anders bestehen, als wenn
die mit den f, g, & multiplicirten Glieder links und rechts cinzeln ein-
ander gleich sind, d. h. es ist

Aa,? _ Baﬂ . 0a,9 — SXaﬁ A(/ﬂ

Xaﬁ o Ya,? o Za,? SXaﬁXaﬁ ’

Zu diesem System von Differentialgleichungen, welche aus Griinden der
Symmetrie auch noch gelten, wenn die Indices «, # die Werthe 1 oder
2 annehmen, gehdren zuniichst die vier Particularlosungen

L' = 2m,X,, M = 2m,Y,, N = 2Xm,Z,,
(a=1,2,...,n)

7T = -; Zm, (X2 4 Y2 + Z3).

Es fragt sich nun, ob noch andere gemeinsame Particularldsungen exi-
stiren konnen. Die Integration der Gleichung

| a3 Ba,?

X Yo

ist durch die drei Particularlosungen L', M’, T' vollstandig erschopft,
d. h. die weiteren noch aufzusuchenden Particularlosungen diirfen als
unabhangig von X,, X,, ¥,, ¥, vorausgesetzt werden. Dies fuhrt zu-
nichst zu der Gleichung

C,; = 0,

welcher die Losung N’ gentigt. Infolge dessen konnen die noch etwa
fehlenden Losungen als unabhingig auch von Z,, Z; vorausgesetzt werden.
Es muss also, wenn noch weitere Losungen, die von den gefundenen un-
abhangig sind, existiren, durch einen von X,, Y,, Z, unabhingigen Aus-

druck ¢, das System
4,.: X, =B,:Y, =0C,:Z

ay ay ay ay ay ay

oder

%0, | __ %, | __ %o,
o X =3y Yo =57 Z,

befriedigt werden konnen, was offenbar nicht moglich ist, wenn ¢, die

Acta mathematica. 11, Imprimé le 29 Novembre 1887, 8
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X, Y,, Z, wirklich enthalt. Wir schliessen hieraus, dass der Ausdruck

s
¢, die Variablen X, Y, Z nur in vier von den z,y, z unabhingigen
Verbindungen, nimlich Z’, M’, N’, T entbalt. Eliminirt man also aus
Gy = Q(AaBy c,4',8,0,X,Y,2,...,X,,Y,, Z)

vier der X, ¥,...,z B. X, Y,,Z , X, mittelst der Ausdriicke L, M’, N', T,
so missen die ubrigen X, ¥, Z von selbst herausfallen. Man erkennt
leicht, dass dann ¢, die Gestalt

¢, =%A,B,C,4,B,C, L', ', N", T)

annimmt, wo H eine ganze Function der darin vorkommenden Grossen
bedeutet. Hiermit sind wir im Wesentlichen an das Ziel gelangt. Ist

(7 _ 2 Mg Mg
Tu3

die Kraftefunction, so sind die Ausdriicke

nivmlich

A,B,C,4,B,0C, L', M", N, T—U
homogene Integrale von der hier untersuchten Art. Der Ausdruck

J=3%A4,B,...,M N, T—T)

ist ein ebensolches Integral, welches entwickelt und nach den X, Y, Z
geordnet, mit dem hicr untersuchten Integral ¢ in den Gliedern hochster

Ordnung, namlich in dem Anfangsterm ¢, tbereinstimmt. Die Differenz

p=9—J

ist wiederum cin Integral von derselben Art wie ¢, nur dass die Ord-
nung in Bezug auf die X, ¥, Z in ¢’ um wenigstens cine Linheit nie-
driger ist, als in ¢. Es lisst sich also von dem vorgelegten Integral ¢
stets ein aus den bekannten Integralen zusammengesetztes Integral in der
Weise abspalten, dass das tibrig bleibende Integral nach den X, Y, Z
von niedrigerer Ordnung ist als ¢. Wiederholt man diese Abspaltung,
so gelangt man schliesslich zu einem Integral, welches die X, Y, Z
nicht enthilt, welches sich deshalb auf eine Constante reducirt.
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Hiermit haben wir den Satz gewonnen:

Bei dem Vielkorper-Problem ist der Kreis der algebraisch aus den
Coordinaten und Geschwindigkeiten zusammengesetzten und von ¢ freien
Integrale vollstiindig mit den bekannten Integralen, némlich den Schwer-
punktsitzen, den “Flichensitzen und dem Satze von der lebendigen Kraft

abgeschlossen.
15. Aus dem gefundenen Ergebniss lassen sich sofort einige weitere
Folgerungen ziehen. Wir fithren ein

ﬁl’(me == Say 7"’4/. Yu, = )70.7 7”'0. Z«L = G
und schreiben demgemiss die lebendige Kraft in der Form
I £2 2 2\ .
TSZ%;(% -+ /2 + Co):
ferner setzen wir, wenu U wieder die Kraftefunction bedecutet,
T-—-U=H,

dann haben die Bewegungsgleichungen die Gestalt

de, _ oH d¢,  oH

’ ete.

At 9, at o,
-
Diese Gleichungen transformiren- wir, indem wir statt der z,&,... neue
Variable
Drseovs Doy Qs+ -os Gon

duarch die Gleichungen

P14 14 v
T B, Te = 5y “ T P2,
v
Te _Bpa

einftthren, wo ¥ irgend einen aus den Grossen x,y, 2, p zusammenge-
setzten Ausdruck bedeutet. Die transformirten Gleichungen werden dann

bekanntlich
°q, ol dp,, o

dt — ap,’ dt 3,




60 H. Bruns.

wo II durch die ¢, p ausgedriickt zu denken ist. Wir wollen eine der-
artige Transformation fur das Dreikorper-Problem wirklich durchfithren;
fur das Vielkorper-Problem gestaltet sich die Rechnung nicht wesentlich
anders.

Die den &, %, { correspondirenden Variablen sollen mit p, p,, ..., ps,
die den x,y, 2 entsprechenden mit ¢, ¢,,..., ¢, bezeichnet werden. Ferner
soll die transformirende Function V in Bezug auf die p homogen linear
sein, woraus sofort folgt, dass man ansetzen kann

V=ps+ pq, +... 4+ 29,,

wo fur die ¢ bestimmte Functionen der z,y, 2z gesetzt zu denken sind.
Der Kiirze halber moge das Zeichen S eine Summation uber die drei
Coordinatenaxen, das Zeichen 2 eine cyclische Summation iber die In-
dices 1, 2, 3 bedeuten. Dies vorausgeschickt setzen wir zunachst an

g1 = S(x, — z,)% q; = S(z; — z))?, 7; = Sz, — )’

d. h. die ¢,,9,,q, sind die Distanzen der drei Kérper von einander.
Weiter sollen sein

q, = &, g, = Zmy, g, = 2m2.
Endlich bilden wir mit den ncun willkirlich gewihlten Constanten

a, b, ¢, a, b, ¢, a, b, c,

zwischen denen die Relationen
Za, = 2b = X¢, = o0,
a,b, — a,b, = a,b, — a,b, = a,b, — a,b, = 1,
stattfinden sollen, die Ausdriicke

9; = zcl‘gl ’

9, = Zb](xl + 7.3/1)7
q = [201(x1 + iyl)]:q47
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dann hahben wir die Transformationsgleichungen

Pag P @ —byg
51 = ~_(:1'1 - :363) + ;1‘:(7"1 - xa) + p'_—'q—;l + 1)4[)1 T Pty

1. s
Py ) a, — b, .
77! ::!qz—.(!/l _y.3> + 2;1(371 - y;) __p Zg a —i’ Pﬂb] + 277"”11
2 3 4
Cl = 212—(,31 - ,2!3) +_§l(‘zl - 2’2> + _2)5 01 + pg""]?
2 3

Die p ergeben sich hieraus als lineare Functionen der &, y, ¢, mit Coef-
ficienten, welche algebraisch von den z,y,2 abhingen. Aus diesen
Gleichungen folgern wir zunichst

T X = 2& = p,m,,
Zm, Y, = Xy, = p, 2m,,
Zm Z, = 2§ =p82m1,

d. h. die p, ¢ mit den Indices 6, 7,8 sind, von constanten Factoren
abgesehen, gleich den Geschwindigkeiten und den Coordinaten des Schwer-
punktes. Weiter bilden wir die complexe Verbindung der beiden ersten
Flachensitze

L e g
Z ¢y | = pazcl(yl - z‘r]) + 4P — 4P, T (9,2, ”_gcps)
1o 2 ¢

und den dritten Flichensatz

I -
Z l ?1 - : = 10,9, + P9 — Pol; -
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Der Ausdruck fur H endlich setzt sich zusainmen aus den drei Gliedern

B =y (Bt PPy g2+ 63 gt

1
' 21"'2m3 95 45 2m1

I
+z ;1,—{1)(“’1 - bx (1) + 1’4q4b1}

1

qu:(aa - b:z q) __qu (a'z - ba q)l_" U’

, |

. P, ¢, C, c?
H' =py A Zs)<%"‘;n—’s> + 7y
I
HY =1 (5% + p + $) T

In den transformirten Differentialgleichungen

dg. _ °H dp,. °oH
ai —3}7u, ai aqa’ @=0,1,...,8)
spaltet sich jetzt zunichst das System
ﬂiﬂ.’i — oH™ dps — oH™ (a=6,17,8)
dt ~ opa dt —  oqa’ o

ab, dessen Integration dic Schwerpunktsitze liefert. Nehmen wir den
Schwerpunkt als Coordinatenanfang, so haben wir die p, ¢ mit den In-
dices 6, 7,8 ecinfach gleich Null zu setzen, und erhalten das System
zwolfter Ordnung

dyq, ? , . dp., 2 , "

-g[ =3 (H' 4+ H"), 7% = _ﬁ(ﬂ + H"). @019
Wahlt man ferner die invariable Ebene als zy-Ebene, so ist p; gleich Null
zu setzen. Infolge dessen reducirt sich das System zwolfter Ordnung auf
ein System zehnter Ordnung mit den Variablen p,...,p,,¢,..., 4,
und auf eine Quadratur zur Bestimmung von g,. Das letztgenannte
System hat die Form

dg, oH' dp. S_H_'
dt Py ’ dt 9. ’

(v=0,1,.., 4
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und giebt, da H’ die Variablen p, und ¢, nur zu dem Producte p,q,
verbunden enthalt, in Folge der Gleichungen

dq, oH dp, 3H
@ " apga T T T apgy
die Relation
g _
dt ?

welche sich vorhersehen liess, da ip,¢, unter den gemachten Voraus-
setzungen das dritte Flichenintegral ist. Von dem System zehnter Ord-
nung spaltet sich also das System achter Ordnung

dg _ °H'  dp, oH'

(2=0,1,2,3)

dt ~ op, Y
ab, wo in H' an Stelle von p,q, eine Constante zu schreiben ist, die
wir mit & bezeichnen wollen. Die beiden tbrig bleibenden Gleichungen

liefern dann den Ausdruck fur

loggi
4
durch eine Quadratur.
16. Um das System achter Ordnung noch weiter zu reduciren,

schreiben wir

’ —
Hh==Hyp+ H,
wo H, und H, offenbar von p frei sind. Ferner setzen wir an

H —H ;
L=p+ *H—=p+K=o,

1

und konnen dann die Gleichungen zunéchst in der Form

dg. oL oL dp. _ oL oL

at —  op, oH'' dt ~ 3q, oH
schreiben, wo nach Ausfihrung der partiellen Differentiationen fur H’

wieder der urspriingliche Ausdruck gesetzt zu denken ist. Wegen der

Relation
o
‘oH’

= — 1

&
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folgt aber fur a = 1,2, 3

dgqe 2K dpa . SK

dg  ops dg —  oq.

Fur das vorstehende System sechster Ordnung ist der in K auftretende
Ausdruck H’ ein Integral, wir dirfen also fur H' eine Constante — h
schreiben und haben damit das Problem auf die Integration eines Systems
sechster Ordnung und die Quadratur

dp 3K
dg o
zuriickgefihrt.

Eine weitere Reduction als auf dieses System sechster Ordnung,
welches schon mehrfach, wenn auch in abweichender Gestalt, abgeleitet
worden ist, lasst sich, wie aus den Untersuchungen von Herrn Lie aber
Gruppen (Mathem. Annalen, Bd. 8) hervorgeht, an der Hand der
bisher bekannten Integrale nicht erreichen. Der vollstindige Ausdruck
fur ¥ hat die Gestalt

_H, 4k
K—Ty
H, =2A1%,

a, — b:q a, — bsq

A, = (a, — b,9)

m m

I, ete.,

2 3

H2=z<&> 2y +ms+zpzps %+ i — qx_l_szn U,

2m,m, 2m,
9 75

b b,
B, = k(a, _bJ)I’fz——"T’;,, etc.,

U zm mg

Es lasst sich jetzt unschwer zeigen, dass unser System sechster Ord-
nung keine algebraischen Integrale besitzt. Angenommen es existirte ein
algebraisch aus den p, ¢ zusammengesetates Integral, dann ergiebt sich
zunichst, weil I eine rationale Function der p,q ist, die in § 2 be-
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nutzte Schlussweise, dass dieses Integral sich als cine algebraische Ver-
bindung von Integralen darstellen lasst, welche die p, ¢ nur rational ent-
halten. Fur die rationalen Integrale ferner zeigt die in § 3 benutzte
Methode der unbestimmten Coefficienten, dass in diesen Integralen die in
K auftretenden Constanten, namlich die m,a, b,¢, k%, h nur in alge-
braischen Verbindungen vorkommen konnen. Setzt man nun in einem sol-
chen rationalen Integral fir die p, ¢ ihre Ausdriicke durch die urspring-
lichen Variablen z,y,2,&,%, ¢ und ferner far die Constanten % und
h, iwelche ja algebraische Integrale bedeuten, ebenfalls ihre Ausdriicke
durch die urspriinglichen Variablen, so gelangt man zu einem Integrale
des Dreikorper-Problems, welches die Coordinaten und die Geschwindig-
keiten nur algebraisch enthalt. Ein derartiges Integral reducirt sich aber
allemal, wenn man den Schwerpunkt als Coordinatenanfang und die in-
variable Ebene als xy-Ebene wahlt, auf eine algebraische Function von
L und % allein, womit offenbar die Nichtexistenz algebraischer Integrale
fur das System sechster Ordnung bewiesen ist.

Bei den bisher mittelst der Haminrox-Jacosrschen Methoden er-
ledigten Problemen der analytischen Mechanik beruht die [Losung im
Allgemeinen darauf, dass man, nothigenfalls durch eine passende Trans-
formation, eine sogenannte Trennung der Variablen herbeifiihrt. Dicses
Princip lasst sich etwas allgemeiner, als es bei Jacosr geschieht, folgen-
dermassen formuliren. Gegeben ist das kanonische System

dg, oH dp, ?H
dg op. dg T g
]{:f(q,QI; -":(fn’_pla'“’pn);
dic Variablen lassen sich trennen, wenn zwischen den Variablen ¢.....q,,
Pyy -+ Py elner neuen Variablen p und gewissen Parameterne, ., ¢,, ...
Gleichungen von der Form

(r=12,..,1)

H(p.g,c .c,...)=0, Hp ,vq.¢,¢...)=o0, ectc

aufgestellt werden konnen, welche folgenden Bedingungen geniigen: 1° die
Anzahl der Gleichungen und der Parameter ¢ ist gleich der Anzahl der
Variablenpaare p, q;p,,4,;...; 2° jede Gleichung enthalt nur ein Va-
riablenpaar; 3° eliminirt man mittelst der angegehencn (tleichungen aus
dem Ausdrucke

p+ 1

Arta mathematica. 11. Imprimé le 9 Décembre 1887, 9
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je eine Componente eines Paares, so fallen die anderen Componenten von
selbst heraus, d. h. der genannte Ausdruck verwandelt sich in eine von
den p, ¢ freie Function der Parameter ¢. Aus diesen Eigenschaften folgt
dann weiter, dass, wenn man die Gleichungen H,, H,,... nach den ¢
auflost, die ftir die « sich ergebenden Ausdriicke Integrale des vorgelegten
Problems sind.

Aus diesen Bemerkungen lisst sich das Ergebniss ableiten, dass es
nicht moglich ist, bei unsercin System scchster Ordnung eine Trennung
der Variablen durch rcin algebraische Berithrungstransformationen, d. h,
Transformationen, bei welchen die kanonische Formm der Differential-
gleichungen crhalten bleibt, herbeizufithren. Bei einer algebraischen Trans-
formation namlich verwandelt sich X in eine algebraische Function der
nenen Variablen. Wenn nun in dicsem I'alle eine Trenmung nach den
neuen Variablen moglich ist, so lassen sich die Parameter ¢ stets so whhlen,
dnss die Zusatzgleichungen

H = o, H, = o,

1

die Variablen und die Parameter nur algebraisch enthalten. Man wiirde
hiermit auf algebraische Integrale des Systems sechster Ordnung gefithrt.
Darnach zind also die Transformationen, welche die Trennung der Va-
riahblen gestatten, nothwendiger Weise transcendent, ebenso wie die noch
fehlenden Integrale.

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist nun allerdings noch nicht
die Moglichkeit ausgeschlossen, dass man nicht auf algebraischemm Wege
wenigstens zu einem neuen Integrale gelangen konnte. Diese Frage ist
im Wesentlichen gleichbedeutend mit der andern: existiven Integrale,
welche durch Quadraturen ber algebraische Ausdriicke der p, ¢ ent
stechen? Die Erledigung dieser Frage, zu welcher man nach Erschopfung
des Gebietes der algebraischen Integrale auch noch durch Uberlegungen
aanz anderer Art hingedrangt wird, witrde auf dem hier eingeschlagenen
Wege als der nichste nothwendige Schritt erscheinen, bevor man den
Versuch macht, in den Differentialgleichungen selbst Fingerzcige beziig-
lich der fiir das Problem angemessenen transcendenten Transformationen

aufzusuchen,
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IL.

17. In der vorangehenden Abtheilung habe ich gezeigt, dass bei
dem Vielkdrper-Problem die Gesammtheit der von der Zeit ¢ freien, al-
gebraischen Integrale crhalten wird, wenn man aus den neun bekannten
Integralen dieser Art alle moglichen algebraischen Verbindungen bildet.
Als Erganzung hierzu wollen wir nun noch den Fall behandeln, dass
ein Integral ausser den Coordinaten und Geschwindigkeiten auch noch
die Variable ¢ algebraisch enthalt, wie dies ja bei den Schwerpunkts-
Integralen eintreten kann. Zu dem Ende denken wir uns das System

l: .

dt

von Differentialgleichungen vorgelegt, in welchem dic f rationale Func-
tionen der x und einer einzigen, algebraisch von den # abhingenden Ir-
rationalitit s bedeuten, withrend # weder in den f, noch in s explicite
vorkommt. Dieses System ist offenbar noch allgemeiner, als das in § 2
zu Grunde gelegte. Ist nun ¢ ein algebraisch von den Variablen z, ¢
abhangendes Integral, so zeigt man zunichst durch die frither benutzten
Uberlegungen, dass sich ¢ algebraisch aus Integralen von der Form
R(x,s,t) zusammensetzen lasst. Wir nehmen deshalb an, dass ¢ von
vornherein die Gestalt &(z, s, ) besitze, denken uns dann ¢ als Quo-
tienten zweier Polynome von der Form S(x, s, t) geschrieben, und in
Zahler und Nenner die Linearfactoren von der Form

b—1 PF—1t

1? 9

aufgesucht, in denen die ¢,,¢,,... algebraische und von ¢ freie Funec-

tionen der z sind. Bildet man jetzt die vollstandige logarithmische Ab-
leitung von‘¢ mnach ¢ und beachtet, dass in den Differentialgleichungen
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¢t nicht cxplicitc vorkommt, so erkennt man, dass dic angegebenen Li-
nearfactoren samimtlich Integrale sind, und dass ferner der nach Unter-
driickung dieser Factoren in ¢ ibrigbleibende Bestandtheil von der Form
R(x, s) ebenfalls Integral ist. Die verschiedenen in ¢ linearen Integrale
unterscheiden sich von einander um algebraische und von ¢ freie Integrale.
Hiernach ist zur Aufstellung aller Integrale der betrachteten Art nur
erforderlich zu kennen 1° alle algebraischen und von ¢ freien Integrale,
2° ein cinziges von ¢ abhingiges Integral der Form ¢—¢ . Beim Viel-
korper-Problem ist deshalb das Gebiet aller algebraischen Integrale durch
dic bekannten zehn vollig erschopft.

18. Am Schlusse der ersten Abtheilung waren Betrachtungen
iiber dic Irage angestellt worden, wie weit es moglich sei, durch alge-
braische Transformationen der Losung des Vielkorper-Problems naher zu
kommen. In dem Nachstehenden soll dieser Gegenstand weiter verfolgt
werden, wobei wir uns einstweilen auf das Dreikorper-Problemn beschrin-
ken. Um spiter den Gedankengang nicht zu unterbrechen, sollen zu-
nichst gewisse Nebenuntersuchungen vorweg erledigt werden.

In § 15 waren dic Bewegungsgleichungen durch Benutzung der
Schwerpunkts- und Flachensitze auf ein System achter Ordunung

'llg,,_ . oH’ d[/M . o
dt i ! dt 9, '

(20,1, 2,0)

reducirt worden, in welchem die Variablen nur noch von der Configura-
tion des Korpersystems abhingen. Die Gleichungen enthalten ausser den
vier Paaren aubhiingiger Variablen p,¢,... an Constanten die drei Massen
b,. Dic Grosse ik ist der
constante Werth des dritten Flachenintegrals, wenn die invariable Ebene
als Fundamentalebene gewihlt wird; die Constanten a,, b, konnten in-
nerhalb der Einschrankungen

m,, die Grosse k& und die sechs Grossen a

“ 2

(31) a0, — ab, = ab, — b, = b, —a,b, =1

willkiwrlich gewihlt werden. Bildet man mittelst der transformirenden
Fuunction

I
V =g+ Ena —
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die Substitutionsgleichungen

) oV aV
= S = —
L aq’ o’
, 14 < aV i)
= y, = s “=1,2,
Pa 3. "y,
aus denen
ro== Py § == {,
) e I 4
r, = ’1—” ’ §, == 5 (In.
folgt, so werden die Bewegungsgleichungen
ds, oH' dr, aH’
—_— —_ — {(=0,1,2,8)
dt 37, dt 35,

Iin Folgenden werden wir, je nach Umstinden, das System der p,gq
oder », s benutzen, jedoch fiir das eine Paar », s dic urspriingliche Be-
zeichnung p, g beibehalten. Ferner soll wie frither. das Zeichen 2 ohne
Suminationsbuchstaben eine cyclische Summation iber die Indices 1,2,3
bedeuten. Dies festgesetzt stellen wir zuerst die weiterhin benutzten Ab-
kiirzungen und Relationen zusammen. Es sei

v _‘5:1_ v ___ .
C= o C = 2r,s,,
. r, + 7,
]) = ZI‘,‘,')‘a 3 _[) = E QT— 9

L, =CD — (D,

H =24, = M, + M,qg + M,q*

[y — bz U; — ba \
A = ((Zl - b]Q)(a q— q): ete.

1
my m,

Mo = 2Z‘-{.Ooz')‘(n ‘ZI'/-[I = ZMlar(u ]u"l = zMﬂara)
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. i (, a
ﬂfm = (ll(—’—”1>’ cte.
T, m,
b b a )’
M, = —aq 2y (L), ete
", m, / ", mg
b b,
M, = bl(—’——_-‘), cte.
.m, m,
m,
my == Mg = oy A= iy, Ney == I MYy mo= =,
4

c U !
/10:—_:}--1}_1, /11=Zf',nf_:’ /L;'_—‘z”‘*

N, n, n,
Holby = 2y = L.
L =Yr « bk L > L,,r
1 b 1\, m, P
1 b,
Ly —= a2+ v"), cte
o, m, /

Fur die M, L bestehen, weun £, f,, f, drei willkiirliche Zahlen bedeuten,

die zusammenfassende Determinanten-Relationen

. : /y . 1 /\
I fa 3 -Jllu. ’ -‘11'2”. = /‘to ,E ’ I f“ ) jl['-’”" 11[0“ ' = /Al pa— 1;: ’
f” s J[Oa y *?llla | = /1.22 7_{;‘ ’ I f; : [‘1:/. ’ ‘71-/[04 | = - m'zfluﬂa's’

fs Ly Mya| = nZf (a0, + ab) + Y D

T
m,

!f; y Ly ﬂ;[,a| = mzflbnbs _—/102 % ’
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Ferner ist noch

oY Aoy My My

= My — i, m, My

O = Z/‘ta]‘, 7% == Z/l,,_ ]l’[a‘

1 I 52
AM G My — M My — (G gn) et
. y 1 1\/1 I
4(A[02M23 + J"[o:aﬂ'[n) - 2‘7‘[1?]”13 = Q(E + 'rr_1,>(\fm; + 7—71’2) + 4m, etec.

AM M, — M M, — 4mD — D'1).

Die letzte Relation lehrt, dass der Ausdruck FH,, als Function von
g.r ,r, ., betrachtet, irreductibel ist. Setzen wir endlich noch an

2By, = kX (a, — b,q) <;l;’— — k’—)

mg

= kL, — kqM,,

7 :2 m;mx ’

M, — L, + kL, — kgM, — T,

so ist der zur Bildung der Differentialgleichungen erforderliche Ausdruck
H' gegeben durch
n=pH + H,.

Die mit H’ gebildeten Bewegungsgleichungen wollen wir kurz als das
System achter Ordnung bezeichnen. Der Ausdruck I’ ist die Differenz
»lebendige Kraft minus Kraftefunction». Bezeichnet man den constanten
Werth dieser Differenz wie frither mit — h und setzt

= (H, +1I):H,
so erhalt man das von p und ¢ freie »System sechster Ordnungy

dg. oK - dp. 9K
dg 3}7," dg a(]a.

(a=1,2,8)
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Fugt man hierzu die (leichung
— = 1:H,

so erhalt man das »System siebenter Ordnungy, welches sich aus dem 8.
Ordnung dadurch ergiebt, dass man mittelst des Integrals der lebendigen
Kraft die Variable p fortschafft und ¢ an Stelle von ¢ als unabhangige
Varviable einfuhrt. Umgekehrt kanm man von dem System 7. Ordnung
zun dem 8. Ordnung dadurch gelangen, dass man an Stelle der Constante
I die Variable p durch die Gleichung

PH + H, + h =0
einfuhrt.

19. Die in A’ und K auftretenden Constanten «, b konnten inner-
halb der oben erwithnten Einschrankungen vollig beliebig gewihlt werden,
und man hitte z. B. ohne die Allgemeinhcit der Uuntersuchung zu beein-
trachtigen das specielle Werthsystem

b, o, by == 1. b, == — 1

zu Grunde legen konnen. Der Symmetrie halber wollen wir jedoch die
a, b unbestimmt lassen, und zecigen, wie sich dic fir zwei verschiedene
Werthsysteme der a, b geltenden Differentinlgleichungen in einander tiber-
fithren lassen. Ks scien n. b, ¢.d vier willkiirliche, nur der linschriank-

ung
ad — be == 1

unterworfene Constanten. Man setze an

au = n‘a':’/. + ]}‘I)’ bu. = ('(('r’/. + ’N’:/.,

7%}
dann ist

Wby — by = 1, et

d. h. die «, ¥ geniigen denselben Bedingungen wie die urspriinglichen
a,b. Ferner sei

ag' 4+ b
T + 4



Uber die Integrale des Vielkorper-Problems. 73

wo ¢’ eine neue anstatt g in das System 7. Ordnung einzuftihrende un-
abhéingige Variable bedeutet; dann ist

a’r/. - br/.q == ((l:A - b:/q'> : (C(], + (Z)’

\ ’ . ‘I_’_'];I (l;'—b.,, A ,
(e + d)*I, = 2, (a7 — ])1(1)<a ,,-,,.) 7« - (1) —m,

ZBir, — ke(eq + d)H, — EZr (e, — blg") (b-* — h)

X N

Schreibt man also in K anstatt ¢ und anstatt der a, b resp. ¢’ und o', ¥,
so erhilt man fur den so entstehenden Ausdruck K’ die Relationen

K ke

K= (rq + (‘l)"'— e o )

K= K'(cq’ 4+ d)* 4 ke(eq' + ).
Beachtet man nun noch die Gleichung
dqg = dy':(cq’" + d)?%,

o crkennt man leicht, dass das System 7. Ordnung nach Einfuhrung
von ¢' die Form

r,lq,:__ K’ . 4Zp,, . _8](.” il_t7 I
dq ap, dg o dy

annhinint.

Von den acht Variablen p, ¢ besitzen drei, namlich ¢,, ¢,, ¢,, eine
einfache geometrische Bedeutung, indem sie die gegenseitigen Distanzen
der drei Korper darstellen. Wir wollen nun auch fur die ubrigen Va-
riablen den Zusammenhang mit den urspriinglichen Bestimmungsstiicken,
namlich defi Coordinaten und Geschwindigkeiten aufsuchen. s seien
X, 1,7 und X, V", Z die auf den Schwerpunkt und auf ein beliebig
gerichtetes Axensystem bezogencn Coordinaten und Geschwindigkeiten,
ferner z,y,2 und 2',y, 2 die analogen Grossen, wenn die invariable

Acta mathematica. 11. Tmprimé le 14 Décembre 1887, 10
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Ebene als ry-Ebene gewshlt wird. Bedeuten k ,k,, % die constanten
Werthe der drei Flachensitze fur das erste Axensystem, so ist

|1 Y Z, 7,',; Y X, X
ky =2, A/ N —l M x ’ e T, 17
” 4 ‘u 44 " : u a

124 k1 4 K=o,

Die z,y, 2 hingen mit den X, I, Z durch eine orthogonale Substitu-
tion der Form

~u X+b V4 ¢ Z,

y—=a X+ VTV 4 ¢ Z,

F=d'X U0V + "' Z,
zusammen, fur welche die Relation

Via Ve ik ke ky
gilt. Nun war

q == Zu,,( r, 4+ i,): Zb (e, + i)
andererseits ist
x4y = Xla 4+ iay + V(b + i) + Z(c 4+ ic'),
Ma — i)a + fy) == XG&* + &) + Uk ke + Eky) + Z0kEy — ),

folglich
T== o1+ Qo>

wenn

—a

dor = 2 X, (07 + K + Vol + B o+ Z, (6 E — T,

G — DBAK T A+ ) + Tk ks + b + Z,(hk— b))

esetzt wird. Hiermit ist offenbar der gesuchte Zusammenhang for ¢

(o4
o
geg ceaeben,
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Um den analogen Zusammeunhang finr die p nachzuweisen, benutzen
wir die Differentialgleichungen
ST R YR
a T E4 e
s,

T UI<I + L) + [)’81 - U(rz + 'I‘:,.) + A]l’ + B,.

n, i,

deren Auflosung nach den » und nach p dic gesuchten Beziehungen liefert.
Zur Abkurzung setzen wir
$

S
“

A, =24 — 24, AL+ A = 24, ete,

25, — 25, s, + sy — 28, cte,

B, = 2D, — 21, D, + By — 2B, ctc,
A = 25,8,

— 22.5,5, — 25

— 285,

A st offenbar das 4-fache Quadrat des von den drei Korpern ge-
bildeten Dreiccks. Weiter sei

Ty= Tdys, — ZAjs,,

V,= 2A4,4;,

V, = 2A4,B, = X A4, B,,

W, = 24,5, LAjs, — A2Z A4, 4]
— 1P — AV,

W, = 2 A,s,. 2B,s; — AZ A, B
=1,T, — AV,
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dA , ds,
DI

e 2 A 4 pT, + 2T,

dann wird

'lG 1r .

=m0 + k),

%‘: % 4 D's,— 20r, + Alp + B,
y

-~ s - ,dg
ZAIFE:DII — 202+ pV, + V,,

aiA ds, A dy .
— — 2AY 4,3 1CA =+ W, + 2,

T dt

1

2A JdC ,dA ds;
wm @ T Oar T 2Ag

mm,

ZAI‘. s 2l ’ sy 4
= + 4CAr + 2p(s; I, — AA}) + 2(5;1, — AB).

Hiernach sind p und p, lincar durch die Ableitungen der ¢, ¢, aus-
gedriickt; die Coefficienten in diesen linearen Ausdriicken besitzen den
gemeinsamen Nenner

VAW, .
Es mag hicr noch bemerkt werden, dass die Grossen

![ ’ {[1/. ’ .p ’ l')M ’ k’ H ]'://. 9 ]I"

wenn sie durch die urspriinglichen Variablen X, X'. ... ausgedriickt
werden, homogen im Sinne des § 4 sind. Infolge dessen bleiben die drei
reducirten Systeme von Differentialgleichungen, namlich das System 6., 7.,
8. Ordnung, ungeindert, wenn jede darin vorkommende Grosse mit der
ihrer Dimension entsprechenden Potenz eines constanten Proportionalitiits-
Factors multiplicirt wird.

20. Als nachste Aufgabe behandeln wir die Aufsuchung der zu
dem System 7. Ordnung gehorigen Integralgleichungen von der Form

g(t, RN/ pa>'
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Dass wenigstens eine solche Integralgleichung, namlich die Bedingung
far die Bewegung der drei Korper in ciner Ebene, vorhanden ist, lasst
sich von vornherein unschwer durch geometrische Uberlegungen zeigen;
es kommt jedoch wesentlich darauf an nachzuweisen, dass nur diese cine
existirt. s sei ¢ einc irveductible ganze Function der acht Variablen
tvq, 4., p,; schreibt man
GWH, + qh

g, = q.,1q.1(. K== | A4

14 g] [2],-,7 flaﬂl ’
so sind in K Zihler und Nenner von der Form €(p,¢) und man er-
kennt, dass der Ausdruck

d _ ‘¢ Y (e ok

= > 422 L
7Y 39, 3pu  9p. o¢,) | ot H,

P \

durch Multiplication mit (g,H,)* chenfalls die Gestalt S(p, q) annimmt.
Wenn also ¢ cine Integralgleichung ist, so muss

2 d log e .
2 . @
(1, H)) o = w-—=95(t,p,q)
sein. Wenn ¢ in ¢ wirklich vorkomint, so kénnen wir schreiben

¢ == jjot, + 1)1[,@I + e + ])-n

wo v anindestens gleich Eins ist.  Bildet man, indem fir den Augenblick
¢ als unabhangige Variable genommen wird, dic vollstandige Ableitung
von ¢ nach £, so ist diesc nach ¢ hochstens vom Grade v, d. h. die lo-
garithmische Ableitung frei von ¢.  Hieraus ergeben sich, wenn

dlog¢ ,
dt @

gesetzt wird, dic Bedingungen

d P,

' P u P bl DU
7 o'l , vP, + T w'P ,

also

d. h. es ware
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ein Integral des Systems 7. Ordnung. Da ein Integral dieser Form fur
die relativen Bewecgungen der drei Korper, wic wir wissen, nicht existirt,
so schliessen wir, dass ¢ in ¢ nicht vorkommt.

Durch die bereits mehrfach benutzte Betrachtungsweise zcigt man
ferner, dass die Coefficienten in ¢ sich allemal darstellen lassen mfiissen
als algebraische Functionen der in den Differentialgleichungen auftreten-
den Constanten m, a, b, h,k und cventuell gewisser, ausserdem noch
auftretender constanter Parameter. Mit Rucksicht hierauf denken wir uns
die Coefficienten in ¢ dargestellt als rationale Functionen jener Constanten
und einer algebraisch von densclben abhingenden Irrationalitit /', welche
als Wurzel ciner gewissen irreductiblen Gleichung definirt ist. Die Be-
dingung

(1 11,)" 55 = o

«“q

gilt dann fiir alle Wurzelwerthe /. Bilden wir jetzt die Summe iber
dic den einzelnen /' entsprechenden Bedingungen, so crhalten wir

(32) (q,H) —=— = 4,

wo @ das Product der cinzelnen ¢ und £ die Summe der einzelnen
bedeutet. Die @ und & sind dann von der Irrationalitit /' frei und wir
konnen uns auf die Aufsuchung der Integralgleichungen von der Form
@ beschriinken, da man von @ riickwarts durch Zerlegung in Factoren
zu den ¢ gelangt. Die Hinzufugung oder Unterdriickung constanter Fac-
toren ist auf das Bestehen der Bedingung (32) offenbar ohne Einfluss;
wir difen deshalb ¢ als cine ganze Function micht bloss der Variablen
p, 4, sondern auch der Constanten m,a, b, l,k und der etwa auftre-
tenden constanten Parameter ¢ ,c¢,,... voraussetzcn und ferner annehmen,
dass @ keine von den Variablen p, ¢ freien Theiler der Form

5

S, a, b, hykye,6,..0)

besitze. Der Ausdruck & ist dann sicher von der Form

Q

&’(p,q,h,/\',(‘l,c.),...).

Wir wollen nun zunichst zeigen, dass @ parameterfrei ist. Wenn
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namlich @ einen Parameter
uns @ nach ¢ geordnet und

sagen wir ¢ — enthalt, so denken wir

D= D+ D .+ D,

eschriecben. Da £ in ¢ vomn Grade Null ist, so erhalten wir

o
o

‘ , {log® dlog
Of,y 7 -2 — ¢ s 70 g 1 __
'“((/4][1) (l{{_ ,]y o

d. h. der Quotient zweier @, ist ein rational aus den p, ¢ gebildetes In-
tegral des Systems 7. Ordnung, reducirt sich also, da solche Integrale
nicht existiren, auf cine Constante. Infolge dessen konnte ein Parameter
¢ in @ nur in einem von den Variablen p, ¢ freien Theiler enthalten
sein. Da solche Theiler von vornherein unterdriickt werden sollten, so
ist @ parameterfrei und deswegen auch homogen in den Dimensionen.
Der Ausdruck @ kann den Theiler ¢,H, enthalten. Fithren wir,
wenn 1w, v zwei Functionen der Variablen p, g bedenten, das bekannte

Operationssymbol
Ju v du du"
(u, v) ::Z o — —— —
\aql 91)1 a..[‘l 9{1]
ein, so wird

¢, + M\)
dy g ’

T <]0g("”‘ A
d log (¢4, H, ?(q,H, ;
((/4]11)'2—0‘%*2 = q11, (_fj’c)q_) + ((141[1 WRIA (14]’)‘

Hiernach kdénnen wir uns in @ den ectwa vorkommenden Theiler g, H,
unterdriickt denken, ohne dass dadurch an der Bedingnng (32) etwas
Wesentliches geindert wird. Dies festgesetzt fithren wir jetzt in @ und
£ anstatt /i dic Variable p durch die Gleichung

Ih = —pll — H,

ein.  Beide Ausdriicke bleiben dabei in Bezug auf ¢, p, p, ganz rational,
konnen dagegen in Bezug auf die g, Nenner enthalten, welche jedoch nur
Potenzen der ¢, als Theiler besitzen. Gehen wir, entsprechend der ge-
machten  Substitntion, von dem System 7. Ordnung auf das 8. Ord-
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nung tber und fohren ¢ als unabhingige Variable ¢in, so konnen wir

schreiben
(], 10g (])

%60 — 0:(g3H,) = ¥,

wo &, da & nicht den Theiler ¢, H, besitzt, im Nenner sicher nur Po-
tenzen der ¢, als Theiler enthalt. Fahren wir weiter fir die p ihre in
§ 19 gegebenen linearen Ausdriicke durch die

dy ds,

dt ' dt

ein, so werden ¢ und & ganze Functionen dieser Ableitungen und ent-
halten in den Nennern als Theiler nur Potenzen von ¢,, C, A und W,.
Fithrt man endlich statt der ¢, ... ihre Ausdriicke durch die rechtwink-
ligen, auf den Schwerpunkt und cin willktirlich gerichtetes Axensystem
bezogenen Coordinaten und Geschwindigkeiten X, X', ... ein, und denkt
sich auch die in g vorkommenden Grossen &, , k,, k,, sowic die durch
die Gleichung

SH B o

bestimmte Quadratwurzel & durch die X, X', ... ausgedrickt, so wird ¢
cine Integralgleichung der urspriinglichen Bewegungsgleichungen, welche

diec Form
RX, ., XS, 0,0 k)

besitzt, im Nenner jedoch die Geschwindigkeiten nur in den vier Verbind-
ungen I, , k enthalt. Das Gleiche gilt vou der Form des Ausdruckes £'.
Iis werde jetzt mit @&, das Product derjenigen Theiler im Zahler
von @ Dezeichnet, welche sich, als Functionen der X', ... betrachtect,
nicht durch dic 7,, & allein ausdriicken lassen, und ecs sei
d log(l)l _ d lOg'(/)_z ]

i () 82 O
&=, a de T

dann ist £, genau von derselben Form wie £ und dasselbe gilt wegen

i,

O .— O __ 0
=1 - =2

auch von . Weiter erkennt man, dass wegen der uber @&, gemachten

Festsetzungen ¢, in Wirklichkeit im Nenner nur Potenzen der ¢, als
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Theiler enthalten kann; @, ist also, wenn es sich nicht etwa auf eine
Constante reducirt, eine Integralgleichung fur die Bewegung relativ win
den Schwerpunkt. Schreibt man mit Ricksicht auf die Irrationalitat %

(pl = (1)11 + k(pm’

Q9 =0, + k8,
@,, und b, =8X,X,....0)
iy, und gl = §(X, X, ..., q),

so ist, da die Bedingung

d log

i (P +E0,) = 0, + ke,

fur heide Vorzeichen von k gilt,

dlog , ., o 1o .
(O — ) = 24,
Das Product
(33> ((/)11 + /””n)(‘/’n - ]‘1(/)12)

ist also eine homogene Integmlgleichung von der frither behandelten Art
und ist deshalb, da es sich hier nur um die relative Bewegung handelt,
in der Form

S(X, Y, Z,q)80 &k, k1)

.:x ’

darstellbar.  Eliminirt man also in dem Producte (33) mittelst der Glei-
chungen

o=2m X, = 2Zm, 1 = XmZ

und der Ausdriicke for die 4,, & sieben von den neun Grossen X7, 17, 77,
so mitssen die beiden anderen von selbst mit herausfallen; dies ist aher
nicht anders moglich, als wenn jeder der beiden Factoren jenes Productes
einzeln durch die angegebene Elimination von simmtlichen X', 17, 7/
gleichzeitig befreit wird. Hiernach kann also die gesuchte Integralglei-
chung @, wenn man wieder auf die Variabeln des Systems 7. Ordnung
zuriickgeht, nur dic vier Variabeln ¢ enthalten oder muss m. a. W. frei
von den p, sein.

deta mathematica 11 Imprimé le 14 Décembre 1887, 11
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21. Unsere Aufgabe ist jetst darauf zuriickgefibrt, eine von den
. freie Losung @ der Form §(q, ¢,) zu der Bedingung

((/-1]]1>2_—“_ = U, 4 = Q(([’ / ]‘)u:)

zu suchen. Zunichst ist

@ = (1) 4 (g, 1) 10 0, Bt R

/

_____ ( ll);ﬁ”i_)f;f/i _ //*/] (l()(r(l) 1, —{-—]!)—’/4(][ +- ]l)(lxm(]) ]{)

Diese Gleichung zeigt, dass £ in den p, hochstens vom zweiten und in
den ¢, hochstens vom vierten Grade ist.  Wir spalten £ nach der Ord-
nung der cinzelnen Glieder in Bezug anf die p, in die drei Bestandtheile

Q=uw, + o, + v,,

wo der Index die Ovdnung nach den p angiebt, und fihren statt der
p, die r, durch dic Relationen

[’),/_ o ’,i/./j:/.

ein. Hiermit werden @, und w, nach den g, hochstens vom 5'°, resp.
6% (Grade. Weiter wird, wenn man entwickelt,

= qi(U—I){log &, 11),

(')0

w, = kgiH,(log &, L, — qM,) — kqi (1, — qM,)log &, IT)),

= (y 1/)’“0"i”+ G UL (log @, L) — ¢’ In(log @, H),

@,

wobei zu beachten ist, dass das Symbol (#, ¢) auch in der Form
Z ou v v Bu)
\98, o1, 38, o,

geschrieben werden kann. Bei der Integration der drei Bedingungen fur
® wollen wir der besseren Ubersicht halber folgende Abkiirzungen und
Relationen benutzen:
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E = Za,a,s,, = — 2(0,21)3 + «,b,)s,, G = 2b,b,s,,
C+ mE+ ml + p,G = o,
o) =0, (E,M)= o, (I, M) = 1y, (G M) =—p,,
1) =0, (B, M)=—p,, (I'yM,)= o, (G M)= 1

yM,) =0, (E,M))= p, (' M,)=—p,, (G, ,)= O,
H) =o, (B, H)=—my+me’, I H)=pm—pmt’ (/1)) =—p +p1,
yL)=m, (E,L) = o, (F,L) = p,, (G, L) = —p,,

(C, L,) = 2mC,

(E, L)) = —pn,C + ED 4 CZaar,,

(F,L)= 2p0C + FD — 20Zabr,,

(G, L) = —p,C + GD + CXbb,7,,

Q=E+ Fq + Gg*
= 2s,(a, — b,9)(a, — b,9),

@, M) = myg—mq’

(@s M) = —p + 19

(@, M) = —my,

(€, H) = o,

@, L) = mq—m1,

(@, L, —qM,) = o,
(@, L) = QU + (o, — bg(Cr, — )
= QI — H, %‘)

Dic erste von den drei Bedingungen fiir @ ninunt mit der Abkurzung

¢, (U—nhy=71, V= (q)
die Gestalt
o, =1q,V(log®, H, )= VZAl(]2(]3 2log 2
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an.  Da @ moglicherweise durch V theilbar ist, so setzen wir an
O — .V, = $(g, q.),

mit dem Zusatze, dass ¢ nicht durch V theilbar scin goll.  Wir erhalten
dann
w, — pq (V, H)

V

g,(log ", I1) =

Die linke Seitc dieser Gleichung kann, entwickelt, im Nenner nicht den
Theiler V' enthalten, folglich ist der Zahler der rechten Seite durch V
theilbar, also die rechte Seite in den 4, hochstens vom ersten Grade, so
dass wir ansetzen dirfen

q,(log¥, Il)) = w,, + ;ww’/a’

wo di¢c Coctficienten rechts nur noch von ¢ abhiangen. Fihrt man in
diese partielle Differentialgleichung an Stelle der ¢, die Variablen ¢, , C
und @ ein, so wird

3 log ¥
A1(12(13 Tj‘ = wy + ;("UIA(]:M
L :
l Yo di
A Tog 4 = / oy /./r«,_.tx
l ° 121, Z, . Ua'ls ’

wo bei den Quadraturen ¢, und ¢, durch ¢, , C, ¢ ausgedriickt zu denken
sind.  Die erste Quadratur filrt auf clliptische Integrale, welche in log ¥
nicht vorkommen diirfen, d. h. c¢s ist @,, gleich Null. Die drei anderen
Quadraturen fihren auf Logarithmen und lassen sich, wie leicht verificirt

werden kann, in der Form

schreiben, wo die ¢ wegen der Beschaffenheit von 4 nothwendiger Weise
ganze Zahlen sind. Setzt man nun

log ' =Y, 1oo(\f; s ) +fg,C, Q)
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so ergiebt die Substitution in die Differentialgleichung die Relationen

gy

Wy, = \/A A,A_- e —

1424 ?

7

d. h. entgegen den fiir @ bestehenden Voraussetzungen irrationale Aus-
driccke. Die ¢ und w,, missen deshalb verschwinden und es ist ¥ als
Function der drei Grossen ¢, C, @ allein darstellbar. Setzt man nun in
dem urspriinglichen Ausdrucke fur ¥ an Stelle von ¢, und g, ihre Aus-
driicke durch ¢,, C, ¢, so muss ¢, von selbst herausfallen; entwickelt
man andererseits ¢,, ¢, und dann ¢ nach fallenden Potenzen von ¢, so
erkennt man, dass ¥ die Gestalt §(C, @) Dbesitzt, also in der urspriing-
lichen Gestalt nur die Quadrate der ¢, enthielt. Mit Rucksicht hierauf
kann man zunichst schreiben

v =$(q,E, I, Q.

Eliminirt man hieraus abwechselnd cines der drei Paare IF'G', GE, EF
mittelst der drei Gleichungen

Eyp, + I'p, + Gp, = — C,
E + Iy + G = @,

so muss die dritte Grosse E oder I’ oder f jedesmal von selbst mit
herausfallen. Als Nenner konnen bei den drei go entstehenden Formen
fir ¥ nur Poteuzen von

/11(12 — M1 Hy — /loqnf Mo — /4

auftreten. Diese Nenner mussen jedoch, da sie keine gemeinsamen Theiler
besitzen, sich in Wirklichkeit jedesmal fortheben, d. h. es ist

r=8(,C,Q, &= V.

22. Mit dem gefundenen Ausdrucke fur & gehen wir jetzt in die
zweite der aufgestellten Bedingungen ein und erhalten zunichst

kog: '
W, = L;{HI(TI’ L1 - qzua) __ (Ll - qM?)( v, H1>}

+ K H, (log¥, L, — qM,) — (L, — qM,)(log ¥, H)).

Die erste, V enthaltende Klammer |} ist nicht durch V theilbar, wie man
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schon durch Betrachtung der Glieder erkennt, welche die in ¥ vorkom-
mende Grosse . enthalten. Da andererseits die ubrigen Glieder der
Differentialgleichung ¥ nicht im Nenner enthalten konnen, so muss die
genannte Klammergrosse in Wirklichkeit fehlen, d. h. p gleich Null sein,

also
"= ¢.

Hiermit geht die Differentialgleichung iiber in

w, olog @, , . dlogd
WA= 30 (C, L, —qM,) + S0 (@, L, —qM)
" 3 log (I)
e

Die linke Seite muss von ¢, unabhingig werden, sobald man fiir ¢, und
9, ihre Ausdricke durch ¢,, C, @ einfihrt. Entwickelt man nun wie
vorhin wieder nach fallenden Potenzen von ¢, so kann, da , nach den
q, hochstens vom funften Grade ist, iberhaupt kein von ¢, freics Glied
auftreten, d. h. ¢s wird
alovd)

-0 D =S, Q).

Hiermit gehen wir jetzt in die dritte Ditferentialgleichung ein, wobei
zu beachten ist, dass in @ ¢ theils explicite, theils implicite, namlich in
@, vorkommt, und schreiben demgemass

dlogd  alog® sl ?log ®
w, = (7,H))’ a; + 20 3 + i H —F— 50 (¢, L,)
. o log @ olog®| ., | oH,
— (10 ° 50 4 80 b 4 ¥ g,

Der Quotient ®,:¢] mnuss, wenn wieder die ¢, , C, @ cingefithrt
werden, von g, frei werden. LEntwickelt man nach fallenden Potenzen
von ¢,, so wird, wie man crkennt, das von ¢, freic Glied auch frei von
C und @, d. h. der Quotient ist nur von ¢ und den r, abhingig. An-
dererseits ist w, durch H, theilbar, wir dirfen also schreiben

2 . D7
a)ﬂ = Q4le(u2a7ay (O‘Zl/, = &'((1))
74
dlog® odlogd

. e ' =] 2] ’ aHl
nga'u. - Hl ag + 3lOgQ(D +8_q>
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Diese Gleichung zerfallt sofort in die drei andern

dlog® , alog® /1 1 d/ll)
On = A=+ e (ﬁ T g )
aus denen wir
C 1 I d4
’ . L 2
dlooc @ M ey + dfl T
Oufe T Onh T30 o aa,

bilden. Hiernach bhesteht @ aus einer Potenz von ¢, multiplicirt mit
einer Function von ¢ allein. Setzen wir demgemiss

0= W, W=2_8()

so wird
2 logW ad,

"1 1
o = A A ol o+ )

Denkt man sich W nach ¢ in Linearfactoren zerlegt, so muss jeder
derselben, da die 4, und w,, die Form $(q) besitzen, Theiler von 4,,4,, 4,
sein. Da nun die 4, keinen gemeinsamen Theiler besitzen, so reducirt
sich W auf eine Constante und es wird

b = (.
Fassen wir die bisherige Untersuchung zusammen und beachten, dass
@ irreductibel “ist, so gelangen wir zu dem Resultat, dass die Bedingung

d log a
(mH,)’»ffd,j'f =0, 0 =680, 0%,P)

nur die beiden irreductiblen Ldsungen

7

@:([4][], 5‘5:(&)

zulasst. Von diesen liefert nur @ eine wirkliche Integralgleichung, ent-

sprechend der Relation
1Q Y
4 ofr 42,

o
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wihrend ¢, H, nur als Integralgleichung erscheint, wenn ¢ als unabhingige
Variable gewthlt wird, wie aus der Relation

ﬂ%ztﬂ — '[[1 3(9_5([_@ + ;114 (’14111 ’ 04H2 + 9472)
hervorgeht, deren rechte Seite, wie man sich leicht tiberzeugt, nicht durch
H, theilbar ist.

Die geometrische Bedeutung des Verschwindens von @ lasst sich leicht
angeben. Aus der Form des Ausdruckes fir ¢ durch die auf die in-
variable Ebene bezogenen Coordinaten 2,y folgt nimlich, dass ¢ sich
algebraisch durch die Seiten des Dreiecks ausdriicken lisst, welches die
Projectionen der drei Korper auf die invariable Ebene mit einander bilden.
Bewegen sich nun die drei Korper in ciner Ebene, d. h. also in der in-
variablen IEbene des Systems, so fallen die drei Seiten des genannten
Dreiecks mit den ¢, zusammen, und man crhalt durch Rationalmachen
der so zwischen den 7, ¢, cntstehenden Gleicliung genau die Bedingung
) = o. Dicselbe hesagt also, dass die drei Korper sich in einer Ebene
bewegen.

23. Amn Schlusse der crsten Abtheilung war als nichster Schritt
in dem hier bei der Untersuchung iiber die Integrale des Viclkdrper-
Problems befolgten Gedankengange die Beantwortung der I'rage bezeichnet
worden, ob Integrale existiren, welche durch Quadratur iber algebraische
Ausdriicke gebildet sind.  Wir fragen also jetzt, indem wir wieder dus
System 7. Ordnung zu Grunde legen, ob cin Integral der Form

¢ == /[é‘f(t)rﬁ + S (q)dy + ;5‘((],,_)(1(],,. + ;g(j;u)(/p,ﬁ]

existirt, in welchem der Ausdruck unter dem Integralzeichen ein totales

Differential und die &(¢), 3(g),... algebraische Functionen der acht
Variablen ¢, ¢, ... sind. Ausdricke dieser Art konnen wir fuglich als

AprrL'sche Quadraturen und, wenn sie ein Integral unserer Differential-
gleichungen liefern, als Anri'sche. Integrale des vorgelegten Problems
bezeichnen. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die
Quadratur ein Integral liefert, ist mit Riicksicht auf die Beziehung

1 oK

TR
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durch das identische Verschwinden des Ausdruckes

oK & oK
3o) + 305 + 2 (305, —3w)],)

gegeben.

Die &(¢),... denken wir uns dargestellt als rationale Functionen
der Variablen und einer einzigen, durch eine irreductible Gleichung de-
finirten Irrationalitat y. Weiter denken wir uns in den 3(¢),... die
Irrationalitat aus den Nennern fortgeschafft und die Zahler nach y auf
den niedrigsten Grad gebracht. Dann bewcist man durch die wiederholt
angewandte Betrachtungsweise, dass in den &(¢), ... und in der Gleichung
fur y dic Constanten der Differentialgleichungen, namlich m, «, 0, L, k,
sowic die etwa auftretenden constanten Parameter nur algebraisch auf-
treten, dass ferner ¢ als parameterfrei und infolge dessen auch als ho-
mogen in den Dimensionen vorausgesetzt werden darf.  Dies festgestellt.
gehen wir jetsat dazu iber, das Verhalten von ¢ an den Stellen zu unter-
suchen, wo ¢, als Fuuction einer der Variablen betrachtet, einen Pol
(Unendlichkeitspunkt) oder einen Verzweigungspunkt oder beides zugleich
besitzt.

Iis seien o, 0, ... dic acht Variablen, in willkiirlicher Reihenfolge
geordnet.  Man entwickle &(s) nach steigenden Potenzen von o— 7, wo
r cinen constanten Werth oder auch eine algebraische Function der
o,y 0,, ... bedeutet, dann enthalt die Entwickelung, von besonderen
Werthen der Grosse 7 abgesehen, im Allgemeinen nur ganze positive Po-
tenzen. Wir wollen jedoch dic moglichen Grenzfille sogleich it beriick-
sichtigen und denken uns dic Reihe fiir 3(s) als nicht nur ganze posi-
tive, sondern auch gebrochene und eine endliche Anzahl von negativen
Potenzen enthaltend. Die Coefficienten sind algebraische Functionen der
0,,0,,..- und, so lange specielle Werthsysteme der ¢, a,,... ausge-
schlossen bleiben, so beschaffen, dass die Reihe, ohne Zerstorung der Con-
vergenz, nach den o, g,, ... differentiirt werden kann. Die fur & (o) ge-
wonnene Reihe integriren wir gliederweise nach ¢ in der Art, dass man,
abgesehen von dem etwa vorkommenden logarithmischen Gliede, wiederum
eine nach ¢— r fortschreitende Reihe, jedoch ohne constantes Glied, erhalt.
Diese neuc Reihe, einschliesslich des logarithmischen Gliedes, heisse ¢ (o),

Acta mathematica. 11, Imprimé le 14 Décembre 1887, 12
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dann darf sich ¢(o) von ¢ nur um einen von o unabliingigen Ausdruck
unterscheiden. Bildet man
o c (o)
5;[¢ —¢(0)] = (o) —- 30
L

1

und denkt sich &(o;) cbenfalls nach ¢ — 7 entwickelt, so erkennt man,
dass der Coefficient des logarithmischen Gliedes vou o, und ebenso von
o, , - .. unabhiangig, also constant sein muss, und dass die rechte Scite sich
auf einc algebraische Function von ¢, ... reducirt. Schreiben wir also

¢ = ¢(0) + ¢'(o),

so ist ¢’ durch eine Amngr’sche Quadratur gegeben.

Die vorstehend gewonnene Reihenentwickelung fir ¢ werde jetat fol-
gendermassen gespalten. Man vereinige zunichst zu cinem Ausdrucke ¢(a),
alle ganzen Potenzen nebst dem logarithmischen Gliede und dem Term
¢'. Aus dem nur gebrochene Potenzen enthaltenden Reste greifen wir das
niedrigste Glied heraus und vercinigen damit zu cinem Ausdrucke ¢(m),
alle Glieder, deren Exponent sich von dem des niedrigsten Gliedes um
ganze Zahlen unterscheidet. Aus dem danu woch verbleibenden Reste
spalten wir in gleicher Weise cin ¢ (a),, ¢(a),, ... ab, bis alle Glieder
erschdpft sind, was nach eincr cudlichen Zahl von Spaltungen der Fall ist.
Wir haben dann

¢=g(a), + () +....

Diesen Ausdruck differentiiven wir vollstandig nach ¢, wobei wir uns den
Ausdruck fur K ebenfalls unach Potenzen von ¢ — ¢ entwickelt denken.
Letztere Intwickelung enthalt nur ganze Potenzen, und negative nur dann,
wenn far o = ¢ der Ausdruck ¢, H, verschwindet. Die vollstindig ent-
wickelte Ableitung erscheint zunichst cbenfalls als Potenzrcihe und man
erkennt sofort, dass die aus den Ausdruck ¢(0)y, ¢(6),, ... entspringen-
den Reihen einzeln fur sich verschwinden miissen, dass also die ¢(a)y ...
einzeln fiir sich Integrale sind, und zwar Anen'sche Integrale, da sie sich
linear mit constanten Coefficienten aus den verschiedencu Zweigen zusam-
mensetzen lassen, welche die Function ¢ an der Stelle ¢ = 7 besitat.
Weiter erkennt man, wenn die verlangte Differentiation und Entwickelung
an den Aunfangsgliedern der einzeinen ¢ (o) ausgefiihrt wird, dass in J(o)
negative oder gebrochene Potenzen héchstens dann auftreten konnen, wenn
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entweder K negative Potenzen enthalt, also fir ¢ = r der Ausdruck ¢, H,
verschwindet, oder wenn die Entwickelung von

d
2 (¢—7)
kein von o — 7 freies Glied enthalt, wenn also diese Ableitung fiir o=1
verschwindet, d. h. ¢ — 7 eine Integralgleichung ist. Hiernach erhalten
wir also fir den Ausdruck J(s), wenn derselbe als Function von & be-

trachtet wird, alle im Endlichen liegenden Pole und Verzweigungspunkte
durch die heiden Bedingungen

q,H, = o, @ — o.

Geht man, um das Verhalten von ¢ fiir sehr grosse Werthe von «
zu ermitteln, von der Entwickelung des Ausdruckes &(s) nach fallenden
Potenzen von ¢ aus, o kann man genau so wie vorhin ein ¢(o) bilden,
dies durch Hinzufugen ciner Aser'schen Quadratur ¢’(s) zn ¢ erginzen
und dann in die Bestandtheile ¢(a),, ¢(s),, ... spalten, welche einzeln
wiederum Integrale sind. Differentiirt man dann vollstandig nach ¢, so
ergibt sich, dass positive oder gebrochene Potenzen oder ein logarith-
misches Glied in ¢ sicher nicht auftreten, wenn die Ausdriicke

oK oK oK
o’ 39, ED
nach ¢ entwickelt, die Form

P r P,
R = T

g

begitzen. Diese hesondere Form findet statt, wenn ¢ die Variable g vertritt.

24. Nachdem wir die vorstehenden Sitze gewonnen haben, nehmen
wir die 3(s) einzeln vor. Es wird sich dahei zeigen, dass dieselben
sammtlich rationale Functionen der Variablen sein miissen. Wir begin-
nen mit F(¢). Da die Variable ¢ in den beiden Bedingungen

q,H, = o, @ =o0

H
nicht auftritt, so folgt, dass J(¢) fiir endliche Werthe von ¢ weder ver-
aweigt ist noch unendlich wird, also die Form 8(¢) besitat. Hieraus folgt
fur ¢ die Form

¢ =Dt + Pt 4.+ P,



92 H. Bruns.

und ferner
ar, p dt | AP, ‘o
PP 0, nP, iy + = 0, ctc.

dg

woraus wir #hnlich wie in § 20 schliessen, dass % gleich Null ist, d. h.
¢ die Variable ¢ iiberhaupt nicht enthalt. Wahlen wir ferner fiir & die
Variable p,, so folgt, da ¢ die p, nicht enthalt, dass 3(p,) im Endlichen
nur einen Verzweigungspunkt resp. Pol besitzen kann, namlich

o 7 Py 7 — (A;:’/:a’ll"?)-_» + A:e(ll([-.’p;z) : Al(]fl(]:)'

Hiernach ist &(p,) ein Aggregat aus einer endlichen Zahl von Potenzen
der Differenz p, — p, .5 die ¢(p,),, ¢(p,),, ... wirden dann, wenn sie
vorkamen, auf algebraische Integrale fithren, miissen also in Wirklichkeit

fehlen, d. h. ¢ muss sich auf ¢(s), rveduciren. Hieraus folgt, dass F(p,)

0
eine rationale Function von p, ist, deren Nenner nur die Theiler p — p,,

besitzt. Das Integral ¢ besitzt also die Form
RK(p) + Llog(p, — p,,)s I’ -- Constante,

Hiermit ergibt sich, dass simmtliche 3(o) rationale Funetionen von )

und ebenso von p, und p, sind, deren Nenner nur Theiler von der Form
Py 3 ’

q M, besitzen. Fur ¢ ergibt sich darauns die Form

9_/; _ })]()g(ll_‘lll> + ])] + ]),-,,

wo I’ cine Constante, I, cine von den p, freie Aser’sche Quadratur nnd
P, einen von den p, rational, von den ¢, g, algehraisch abhangenden Ans-
druck bedentet. Aus der vorstehenden Form ergibt sich, dass #(g) als
Function von ¢ betrachtet, als Verzweigungspunkte, nur die heiden aus

Q= Gl1—09)a—29)
sich ergebenden Stellen ¢, , g, besitzt, wihrend die heiden ans
.(/4711 = .(/411[-.)((/ —f/.n,)(’l _:(/4)

folgenden Stellen ¢,, g, nur als Pole auftreten konnen; die Stelle g =~
ist, wie oben bemerkt wurde, weder Verzweignngspunkt noch Pol.  Setzt
man

71,

=, Hg)dg = F(u)du,
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so sind die Verzweigungspunkte von &(#) durch u = 0, # = oo, und
die ausserdem noch vorhandenen Pole w,, », durch

. 9, — 0 ; _ 49
T ] —

) /P ! $y 1,
hestimmt,  Multiplicirt man nun J(») mit solchen ganzen Potenzen von
w —a, resp. w — i, dass das Produet an den Stellen u,, w, nicht mehr
anendlich  wird, so ist dieses Product als ein endliches Aggregat von
Gliedern der Foem e’ davstellbar, wo dic v rationale Zahlen bedeuten.
Setzt man daher

w — ¥, F(a)du == S o)dv,
wo A eine passend gewihlte ganze Zahl ist, so hesitat F(v) die Gestalt
R(v) nnd enthalt im Nenncr als Theiler nur + und die aus
3

o —ar, vt — e,

entspringenden linearen Theiler, welche mit

A — e TR T G

bhezeichnet werden sollen. Die Integration nach # liefert ¢ in der Form
¢ —= cloge 4 2;035 log (i — 1t,.) 4 Z’?:i? log (0 — w,.) 4+ U, 4 17,

Hierin sind die ¢ Constanten, 77, von der Form &(v) und U, eine von
¢ freic Apri'sche Quadratur,  Vergleichen wir diese Form init ohen ge-
gebenen, niamlich

¢ = Plog(q,H) + P, + P,
so folgt, dass die mit den Coefficienten e, , ¢,. versehenen Logarithmen
nur ans der Zerlegung des Terms

Plogq Il = Ploglq, M, (g — 4,)(9 — 4,)}

entspringen konnen, dass also die ¢, , ¢, simmtlich cinander ¢leich sind.
Hierans folgt, dass sich ¢ in der Form

¢ = e logly — ) + e loglg —g) + e logq, 0l + U7 + T4

schreiben lisst, wo fur dic ¢, U7 dieselben Eigenschaften gelten, wie far
die ¢, U, Stellt man nun, von der zuletzt gefundenen Form fir ¢ ans-
gehend, die Entwickelung von ¢ nach Potenzen von g — g, oder g — g,
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auf, so erkennt man, dass die ¢(q),, ¢(q),, ... nur aus gewissen ir. Uj
vorkommenden Bestandtheilen entspringen kdnnen, also, wenn sie vorkamen,
rein algebraisch sein missten. Hiernach reducirt sich ¢ in beiden Fallen
auf den Bestandtheil ¢(g),, d. h. F(g) und damit sind die fibrigen & von
der Form &R (q).

Der Ausdruck d(g,) ist in ¢ und den p, rational, kann also, als
Function von ¢, betrachtet, im Endlichen nur Verzweigungspunkte be-
sitzen, welche von den Variablen ¢, p, unabhiingig sind. Da solche nicht
existiven, so izt 3(g,) von der Form &(y,). Das Gleiche gilt fur alle an-
deren & und chenso fur die Variablen ¢,,¢9,. Hiermit haben wir, wenn
wir zusammenfassen, das Resultat gewonnen, dass in dem gesuchten Aspr'-
schen Tntegral, falls dasselhe existirt, die &(q), ... simmtlich die Gestalt
R(q . q.,p,) besitzen, dass ferner die Nenner als Theiler nur die Aus-
dritcke ¢, 1f, und () besitzen, dass alzo ¢ in der Form

¢ = R(g, q,,p) + < logg H 4 " log Q)

darstellbar ist.  Da die Entwickelung von ¢ nach fallenden Potenzen von
g kein logarithmisches (G hied besitzt, so st

¢ =4 ¢’ = 0,
g0 dass wir auch schreiben konnen

ST - q 1l
- — J('[ ’/fz;_!;’l_l.?_ I 1”Q _/__l__)__l__.
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25. Dic Untersnchung hat uns jetzt zn der Frage gefithrt, ob das
System 7. Ordnung ein Integral von der Form

) X g1
e — &(g.q,,p,)+ clog »--‘()“-

/
Desitzt, in welchem, wenn ¢ sich nicht auf cine Constante reduciren zoll,
der Factor e von Null verschieden sein muss, alzo gleich Eins gesetzt
werden darf. Bezeichnen wir die bheiden Bestandtheile von ¢ der Kirze
halber mit ¢, und ¢,, =0 davf der rationale Term ¢, als algebraisch aus
den Constanten m . a, b .k, I gebildet voranzgesetzt werden.  Bringt man
namlich ¢, zuniichst aunt die Formi &(m, a, b,k 0 1), wo I’ elne von
den i, ... abhingende Irrationalitat bedeutet, und  stellt dann ¢, in

der Form

v 2
¢ = ¢+ e+ A
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unter moglichster Herabdriickung des Grades in Bezug auf /' dar, so
missen die ¢, , ¢,, ... sich auf Constanten reduciren. Man darf deshalb
dic mit I multiplicirten Terme unterdriicken oder ¢, als rational aus den
m,«,b,k,h gebildet voraussetzen. Dies festgestellt fithren wir an Stelle
vou / die Variable p durch die Gleichung

o="h-+pl + M,

ein, und crhalten dann ¢ in der Form

51(]) s 7y Do 7«/.)’

withrend ¢ in ein Integral des Systems 8. Ovdnung tbergelt.

In dem System 8. Ordnung lasst sich vun die allgemcine Losung
durch Reilen, welche nach ganzen positiven Potenzen von ¢ fortschreiten,
darstellen, indem man die p, ¢ nach dem Tavror’schen Satze mit Hilfe
der Differentialgleichungen entwickelt.  Diese Reihen convergiren inner-
halb  eines Dbestimmten Bereiches {iur ¢, sobald man festsetzt, dass fur
t{ = o die Variablen endliche, und im Besondern dic ¢, von Null ver-
schiedene Werthe besitzen.  Substituirt man diese Reilienentwickelungen in
den Zahler Z und den Nenner N von ¢, und ebenso in ¢ Jf, und ¢,
so erhalt man dhnliche Potenzreihen.  Die Coefficienten sind simmtlich
nach den p. g, p, ganz rational, nach den g, dagegen rutional, jedoch so,
dass in den Nennern als Theiler nur die g, auftreten.  Der so entstehende
Ausdruck

:<r+ log {»{‘3—’--

muss nun von ¢ unabhangig sein, wic mau auch innerhalb der ange-
gebenen Linschrankungen die Anfangswerthe der Variablen variiren mag.
Lassen wir nun diesc Anfangswerthe so variiven, dass ¢ If fir ¢ = o
den Werth Null annimmt, so konnen in den vier Reihenentwickelungen
nicht simmtliche Coefficienten verschwinden, da g /), wic wir iwissen,
nicht Integralgleichung des Systems 8. Ordnung ist.  Sctzt man ausser-
dem fest, dass fir die gewihlten At’)fa.ugS\\'ertllé ¢) nicht verschwindet,
so entspringt, wenn man ¢, und ¢, nach Potenzen von ¢ entwickelt, aus
¢, ¢in Glied von der Form

nlogt, (n>o0),
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welches sich nicht fortheben kann. Die Annahme, dass cin Integral der
hier Dbetrachteten Form existire, fithrt also auf einen Widerspruch oder
m. a. W. es existiren zu dem System 7. Ordnung keine Aner’schen Inte-
grale, und ebenso auch nicht zu dem System 8. Ordnung.

Bei den vorstehenden Entwickelungen waren wir von einer beson-
deren Form der Bewegungsgleichungen fiir das Dreikorper-Problem aus-
gerangen, namlich dem hier benutzten System 7. Ordnung. Da jedoch
cin Aper'sches Integral durch eine algebraische Transformation der Va-
riablen  wiederum in cin Aper'sches Integral tbergeht, so gilt das ge-
fundenc mnegative Resultat fir alle Formen der Bewegungsgleichuugen,
welchie aus den ursprimglichen durch rein algebraischie Umformungen ent-
stchen. Das gefundene  Resultat gilt ferner auch fiur das Viclkorper-
Problem.  Redueirt man namlich beim Vielkorper-Problem die Ordnung
des Systems dhnlich wie bei dem Dreikorper-Problem durch Benutzung
der bekannten Integrale, so erhialt man algebraische Differcntialgleichungen.
Exixtirt zu diesen ein Aset'sches Integral, so enthilt der Ausdruck, tiber
welchen  die Quadratur auszufithven ist, dic Massen nur in algebraischer
Weise; muan misste also unter allen Umstianden durch das Verschwinden-
lassen eciner oder mehrerver Massen zu cinem Ankr’schen Iutegral fine das
Dreikorper-Problem gelangen, was nicht sein darf.

Dic vorstehend hergeleiteten negativen lirgebnisse enthalten, wie mir
scheint, cine hinreichende Erklarung fine die Thatsache, dass man bei der
Aufsuchung neuer Integrale des Dreikirper-Problems seither nicht ither
den bereits vor einemn Jahrhiundert crreichten Standpunkt hinausgelangt ist.

Berichtigung.

Beite 04, Yeile 2 v. u. ist »sich» zu streiclien.



