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UBER DIE I N T E G R A L E  DES V I E L K O R P E R - P R O B L E M S  ~ 

VON 

H. B R U N S  
in  LEIPZIG. 

I. 

1. Die b~s jetzt bekmmten Integrale des Vielksrper-Problems, nli m- 
lich die Schwerpunkts- und Fl'~chen-S'~tze und der Satz yon der leben- 
digen Kraft, besitzen die gemeinsame Eigenschaft, dass sie die Coordinaten 
und die Geschwindigkeits-Componenten nur in algebraischen Verbindungen 
enth~lten. Dieser Umstand, sowie die Vergeblichkeit der bisherigen Be- 
mi~hungen zur Auffindung weiterer Integrale legen die Vermuthung nahe, 
dass der Kreis der algebraischen Integrale mit den genannten abgeschlos- 
sen sei. Es soll deshalb }tier die Aufgabe behandelt werden, alle alge- 
braischen, die Zeit nicht explicite enthaltenden Integrale aufzusuchen. 
Das Ergebniss ist, wie hier gleich bemerkt werden soll, negativer Art, 
d. h. die noch fehlenden Integrale sind s~mmtlich transcendent 

Es seien m, , ,x , ,y~ , , z ,  ( a ~  1 , 2 , . . . , n )  die Massen u nd die Coor- 
dinaten der materiellen Punkte, %.z die Dist~nz der Massen m.,, ~L~, 

U ~ E m~ m,~ 
'~'afl 

die Kri~ftefunction ft'lr den Fall des NEw'ro~'schen Gravitationsgesetzes, 
dann ksnnen wit die Bewegungsgleichungen in der Form 

dz,, ,ix,, ~ ~ u 
( I )  dt ~-- X~ , dt ~n.~,. ~x~ ' etc. 

Mit Genehmigung des Verfassers abgedruckt aus den Bcrichten der K~lnigh 
Sttchsisehen Gesellsehaft der Wissenschaf~en I887; Math. CI. 1---39 , 55--82. 
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schreiben. Wi t  beschriinken uns, wie bereits angedeutet, auf  die yon t 
freien Integrale nnd bezeichnen, wie (iblich, als Integral einen aus den 
.¢, X , . . .  gebildeten Ausdruck ~ ,  <lessen Ablei tung nach t unter Berack- 
sichtigung der Diffcrentialgleichungen ( i )  identisch verschwindet, der also 
der Bedingun~ 

= Y ' F x , + . . . +  , . + 

genfigt. Ausserdem werden wit mit Ausdrfieken F zu thun haben, welehe 
<lie Bedingung (2) zwar Idcht identisch befriedigen, wohl abet in Folge 
der Bedingmlg c~ ~-- o. I)erartige Ausdr('tcke wollen wit, in Ermangelung 
einer anderen BezeMmm~gsweise, l~urz ~)Integralgleiehungem) nennen. Solehe 
Ausdraeke entstehen z. B. dutch Verbindnng und Umformung yon Glei- 
chungen, welehe l~est'mdtheile einer allgemeinen, partieuli~ren oder singu- 
lr~ren L0sung der vorgelegten Differentialgleiehungen sind. Im vorliegen- 
den Falle haben wit  diese versehledcnen MOgliehkeiten nieht nMmr zu 
untersuehen; wit kOnnen desh 'd l )au( 'h  davon absehen, class (tas vorgelegte 
Problem iiberhaupt keine singul~u'en I,osungen besitzt. 

Zur Abki'lrzung des Aus(h'uekes wollen wit noch festsetzen, dass die 
Zeiehen c3 und ~P~ benutzt werden sollen, wenn es sieh nur darum handelt, 
anzuzeigel b dass eine Gr0sse einc ganze Function oder eine rationale 
Function ist, ohn<' dass es dabei :mf (lie 1)esondere Form derselben welter 
ankommt. 

2. Bei der Aufsuehung der algebraisehen Integrale des Systems 
(I) wollen wit  zuni~ehst ein etwas allgemeineres System von Differential- 
gleiehungen zu Grunde legen, und crst spi~ter auf das System (I)zur i ick-  
gehen. Es seien die 2m Variablen .r~, . . . ,  x,,~; :q~, . . . ,  y,, 'fls Functionen yon 
t dutch das Gleichungssystem 

( s )  ,2i = .q"' . . . . .  

definirt, wo die A,~ algebraische Functionen der x l , . . .  ,x,,, ohne t be- 
deuten. Diese 'dgebraischen Functionen kt)nnen wir uns immer dargcstellt 
denken als ration'de Functionen dec ~ nnd einer einzigen a.lgebraischen 
lrration,'ditrtt s,  welchc als Wnrzel  einer irreductiblen Gleichung 

(4) ]~'(s, :r~ . . . . .  x,,) = .~" -}- S, s '''--~ -}- . . .  -}- S,,--= o 
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definirt ist, in der 8~ = ~(,x). Wit werden vorl'aufig bezt'lglich der 
A~, . . .  , A,,,, F nur folgende zwei Einschrgnkungen festsetzen. Erstlieh 
sell F eine ganze homogene Function (vom n ten Grade) der Variablen s 
und x, ohne willkarliche, in den A:,. nicht vorkommende Constanten, be- 
deuten; zweitens sollen die A homogene Functionen der x ,  s und zwar 
von einer geraden Ordnung 2N sein. Beide Einsehr'ankungen treffen far 
unser specielles Problem (1) zu. Setzt man n~,mlich 

(5) s = Zr,,,,, 

und sehafft man die Quadratwurzeln, als welehe sieh die r darstellen, 
fort, so ert~glt man ftir s in der That eine Gleichung der vorausgesetzten 
Art. Ferner werden die Abteitungen der Krgftefunetion in (I)homogene 
rationale Functionen von den x ,  y ,  z und von s, und zwar yon der Ord- 
hung ~ 2, indem sieh jedes r rational durch diese Variablen ausdrt~cken 
l'asst. Um sich hiervon zu ftberzeugen, hat man nur nSthig, in (5) alle 
Quadratwurzeln bis auf eine fortzuschaffen. 

Ein algebraiseh yon den x ,  y abh'angiges Integral T der Oleichungen 
(3) l~sst sich nun immer definiren als Wurzel einer gewissen Gleichung 

(6) ~,~ + B~ ~,,'-~ + . . .  + B,  --- o ,  

in weleher B~ . -  ~ ( x ,  y) ist, and yon der wir voraussetzen d*'lrfen, dass 
sie nicht in Factoren von ghnlicher Beschaffenheit zerlegbar sei. Die 
Differentiation nach t liefert 

(7) 
dBp 

cZB, ~,,_~ + .  + - - d T  = o. .  dt "" 

Versehwinden in dieser Gleiehung s'ammtliche Coefficienten, so sind die B 
rational aus den x ,  y zusammengesetzte lntegrale, also # eine algebraische 
Verbindung rationaler IntegrMe. Verschwinden die Ableitungen der B 
nieht, so nehmen sie die Form ~(0~, !], s) an, und die Gleichungen (6) 
und (7) besitzen elne gemeinsame Wurzel, d. h. die Gleiehung (6) wird 
reductibel, wenn man den Variablen x ,  ?I die Irrationalit~t s y>adjungirt)x 
Beide Gleichungen besitzen also einen gemeinsamen Theiler 

(8) ~,~ + q ~ , - '  + . . .  + % [c',,. = a (.~, v ,  ~)], 
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welclmr nicl~t in Faetoren yon ~thnlicher Form zerlegbar ist und der ver- 
schwindet, wenn far 9' das betrachtete aigebraische Integral substituirt 
wird. DiG Wiederholung derselben Sehlussweise ft~hrt zu der Bedingung 

dC, dC, 1 
-hT F"-' + . . .  + d,t - -  o,  

welehe wegen der Irreductibilit'~t yon (8) nicht anders erft~llt sein kann, 
als wenn die Ableitungen der C sammtlich verschwinden. Die C sind 
daher Integralc yon der Form ~(.'c, y ,  s). Zusammenfassend k0nnen wir 
also sagen: die gesuchten algebraischen Integrale lassen eich immer ale 
• flgebraieche Verbindungen yon Integralen der Form N('c, y ,  s) darstellen. 

~. Es eel nun 9' ein Integral yon der Form N(x,  y ,  s). Denken 
wir une dasselbe ale Quotienten zweier Polynome vonder  Form ~ ( x , y , s )  

geschrieben, so ksnnen die Coefficienten in Z'~hler und Nenner ausser den 
in den Differentialgleichungen auftretenden Constanten noch irgend welche 
Par'minter a~, a 2 , . . ,  enthalten, denen beliebige constante Werthe beige- 
legt werden darfen, ohne daes f~ aufhort Integral zu sein. Wir wollen 
zeigen, dass ein solches Integral sich allemal als rationale Verbindung 
yon parameterfreien Integralen derselben Art darstellen lasst. Zu dem 
Ende denken wir uns einen Quotienten 9" zweier Polynome D und E 
angesetzt, welehe genau dieselben Terme wie Z~hler und Nenner yon F, 
• tber mit unbestimmten Coeffieienten D~, D ~ , . . . ,  resp. E~, E ~ , . . .  ent- 
halten. 

Die Forderung, dass 9~. ' ein Integral sein soll, ft'lhrt zu der Bedingung 

(9) 
~., d E  ~ d D  

vTfi--- l~'-dt- = o, 

welche, vollst,'~ndig entwickelt, eine gewisse Anzahl von Gleichungen liefert, 
(lie in l?,ezug auf die Coefficienten D 1 , D:,  . . . ,  E 1 , E2, . . .  bilinear sin& 
1)iese Gleichungen sind mit einander vertt'~glieh, denn sie werden dureh 
die Coefficienten yon 9' erft'dlt; andererseits sind die D~, D=, ..., El ,  E~,. . .  
nieht vollst'andig dutch jene Gleichungen bestimmt, wenn 9~ die Parameter 
a~, % , . . .  enth~lt. Die :dlgemeinste Art und Weise, der Bedingung (9) 
din'oh den Quotienten F' zu gen~:tgen, besteht nun darin, dass die D1, D.v.. . ,  
E~, E 2 , ... gewissel~ Ausdrftcken gleichgesetzt wcrden, welche in rationaler 
Weise I) eine gewisse AnzaM yon Parametern b~, b2, ...; 2) eine einzige 
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algebraisch yon den Parametern b abhangige Gr~3sse c enthalten. Die 
Grssse c ksnnen wir uns definirt denken als Wurzel einer irreduetiblen 
Gleiehung 

( , o )  c ~ + c, ~ - ~  + . . .  + c~ = o ,  

in weleher die c~, c ~ , . . ,  die Form ~(b)  besitzen. Aus dem ~uf diese 
Art gewonnenen Integral F' wird 5a erhalten, wenn man far die b gewisse 
Verbindungen der Parameter a einsetzt. Ferner l~sst sieh jede an ~,' 
ausf~ihrbare Umformung oder Zerlegung auch an ~o ausfilhren, so dass 
wir uns auf die Untersuchung yon ~' beschriinken diirfen. Wir denken 
uns nun ~a' auf die Form 

' . . F C ~ - 1  ~ ' = ~ 0 + F , c +  • + ~-1 

gebracht, wo die F gleich ~ ( x , y ,  s ,  b) sind. Dieser Ausdruek kann 
wegen der Irreduetibilit~t yon (Io) nieht anders ein Integral sein, als 
wenn die F0, F~, . . .  Integrale sind, d. h. man kann jedes Integral yon der 
Form ~ @ ,  y ,  s), welches die Parameter in nicht rationaler-Weise enthMt, 
al~ ein Aggregat von Integralen der Form g~(x, y ,  s ,  b) darstellen. ~ 

4. Es sei jetzt ~v ein Integral yon der Form $~@,y ,  s ,  b). Wir 
greifen einen der Parameter heraus ~ derselbe werde b genannt  ~ und 
betrachten ~, als Function von b. Wenn F oder der reciproke Werth 
yon ~ die Form ~(b) besitzen, so sind offenbar die Coeffieienten der ein- 
zelnen Potenzen yon b in F oder dem rec~proken Ausdrucke In~grale, 
welche den Parameter b nicht enthalten. Wenn weder F, noch der re- 
ciproke Werth yon F nach b ganz rational sind, so schreiben wir F in 
der Form H : K ,  wo H und K die Form ~(b) besitzen. Zerlegen wir 
dann F in den nach b ganzen Theil ~1 und in den echtgebroehenen Theil 
¢~, so sind, wie man sofort durch Entwickelung yon F nach fallenden 
Potenzen yon ~ erkennt, ~ und #~ Integrale, und zwar sind auch die 
Coefficienten der einzelnen Potenzen yon b in ~ Integrale. Den reci- 
proken Werth yon ~ ,  welcher unecht gebroehen ist, zerlegen wit wieder 

Wenn die Differentialgleichungea gewisse Parameter e , : e . , ~ . . .  ~ welehe nieht i,~ 
der Gleichung ftir s vorkommen, in rationaler Weise enthalten~ so liisst sieh auf ~hnliohe 
Weise zelgen~ dass Iutegrale. in denen die e algebraiseh vorkommem sieh auf solehe yon 
der Form ~ ( e ,  ~ e~ ~ . . .) redueiren lassen. Derartige Parameter sind z. ]3. beim Vielk/~rper- 

problem durch die Massen gegebeu. 
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in den ganzen rationalen Theil V,~ und in den echt gebroehenen ¢~, dann 
sind ,% und ¢~ ebenfalls Integrale. Setzt man dieses Verfahren, welches 
schtiesslich yon selbst abbricht, bis an's Ende fort, so gelangt man zu 
der Kettenbruchdarstellung 

¢ = ~  + I : ~  + ,:~,~ + . . . ,  

we die 9, ganze Functionen der b bedeuten, deren Coefficienten Integrale 
ohne d~n" Parameter b sin& Durch Wiedereinriehtung des Kettenbruches 
erh'~l¢ man dann F als Quotienten zweier ganzen Functionen von b, deren 
Coefficienten yon b freie ]ntegrale der Form ,81(a., y ,  s) sind. 

Dutch Wiederholung dieses Verfahrens erkennt man, dass jedes In- 
tegral yon der Form iS(x, y ,  s), welches gewisse Parameter b~, b 2 , . . .  
in rationaler Weise enthMt, allemal aus einer Anzahl parameterfreier In- 
tegrale in ganz oder gebrochen linearer Form zusammengesetzt werden 
kann. I)ieser Satz fllhrt in Verbindung mit den hber die Differential- 
gleiehungen (3) gemaehten Voraussetzungen sofort zu einer fiir das Fol- 
gende wichtigen Consequenz. Es sei k eine beliebige constante Zahl; man 
ersetze in den I)ifferentialgleichungen die Grossen :c, t und entsigreehend 
s ,  y dutch 

:rk ~ , tk 1--'-''v , sk", yk ~+'''v, 

we N die ill § 2 angegebene Bedeutung besitzt, dann hebt sich die GrSssc 
k aus den l)ifferentialgleichungen heraus, und es geht deswegen jedes 
Integral ¢ dutch diese Substitution wiederum in cin Integral tiber, wel- 
ches j'edoch jetzt im Allgemeinen den Parameter k entha.lt. Es sei nun 

ein parameterfreies Integral yon der Form ~(,x, y ,  s), welches dm'ch 
die angegebene Substitution in ¢' ~'lbergehen m6ge. Wir schreiben ¢ in 
der Form ))~(x,  y ,  s) dividirt dureh ~'(x,  .q, s)~, dann nimmt jeder Term 
in Z~hler und Nenner nach der Substitution wieder die urspriingliehe 
Gestalt an, jedoeh mit einer bestimmten Potenz yon k multiplicirt, deren 
Exponenten wit als die Dimension des betreffenden Terms bezeichnen. 
Schreiben wit nun Z~hler und Nenner yon ~' in der Form 

L = L old' + .L l k  j'-I + . . .  + Lj,,  

= + + . . .  + 
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so umfassen die Coefficienten g~,  M,, immer nur Terme gleicher .Dimen- 
sion. Diese Coefficienten mt'lssen nun durch Multiplication mit einem und 
demselben Factor in Integrale t~bergehen, und man erkennt leicht, dass 
man ftlr diesen Multiplicator den reeiproken Werth irgend eines der 
Coefficienten z. B. I : L  o w'~hlcn darf. Wir erhalten dann ~ linear zu- 
sammengesetzt a us Integralen der Form ))~(x, y, s) dividirt durch ~'(x, y, s))), 
deren Zahler und Nenner nur Terme von gleicher Dimension enthalten. 
Solche Integrale sollen ))homogen in den Dimensionen))oder, wenn kein 
Missverst~ndniss zu befi'trchten ist, schlechtweg homogen heissen. 

5. Es sei jetzt ~ ein homogenes Integral yon der Form ~ ( x ,  y ,  s), 
welches wir uns in die Gestalt ~ ( x ,  y ,  s) : ~ ' ( x ,  y ,  s) gebracht denken. 
Da ein yon den y freier Ausdruck nicht der Bedingung 

d~ 
dt 

identiseh gent'lgen kann, wenn er nicht gleichzeitig yon den x frei ist, so 
muss wenigstens eine der Variabeln y in 9 vorkommen. Es sei dies y,. 
Wir denken un.~ Zghler und Nenner von 9 nach y~ in Linearfactoren zer- 
legt, setzen also an 

(II) 
, ¢  = ( 2 ( : ' h  - -  v , ) " ( ? / ,  - -  v , )  - -  . . . ,  

wo die a ,  f l ,  T , . . .  ganzc positive oder negative Zahlen, die ~ rationale 
oder algebraische Functionen der Variabeln x ,  y ,  s untcr Ausschluss yon 
Yl bedeuten und Q eine rationale Function derselben Variablen ist. Da 

Integral ist, so erhalten wir 

0 - -  
dt dt Jr- y, ~2t dt " 

Zur Umformung dieses Ausdruckes wollen wir ft~r den Augenblick die 
Zeit t, so welt sie in den Variablen x ,  y ,  s unter Ausschluss von x 1 und 
Yl vorkommt, mit r bezeichnen, dann ist 

d-log Q ~ log Q d log Q 
dt - -  ~a'~ Yl q-  dr 

d~2~ ~r h d~, 
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also 

0 = =  - - . - -  

- \ dt dr ~1 Vz," " 

Da nun y, in dieser Gleichung nut insofevn vorkommt,  als es explicite 
hingesehrieben ist, so folgt 

(I 2) d Y t  d~7~ - -  ~]~ : O .  

Zur weiteren Verwendung dieser Relation, welehe offenbar in Bezug auf 
~]1 eine partielle Differentialgleichung darstellt, denken wit uns jetzt Z~hler 
und Nenner des betrachteten Integrals ~, statt in Linearfactoren, so welt 
als mSglich in die einfachsten Factoren zerlegt, welche noch die Form 
~(y) resp. N(x ,  s) besitzen. Die yon einander verschiedenen Theiler, wel- 
ehe die Variablen y wirklich enthalten, mSgen ,nit dq, ¢.~, . . .  bezeichnet 
werden, so dass wir ansetzen konnen 

wo die 2, i f , . . ,  ganze positive oder negative Zahlen bedeuten und T die 
Form ~(.~, s) besitzt. Die Wurzeln 72 in (: I) werden dann erhalten, wenn 
man diejenigen ~/,, welche y~ enthalten, gleich Null setzt und nach y~ 
aufl0st. Es sei ~/g(y~) ein solcher Theiler, welcher die in (I2) benutzte 
Wurzel ~ liefert. Dann erhMt man aus der Identitat 

( , 3 )  = o 

die Gleichungen 

~ ,  ~x,~ ~,e,, ' ~Tt  ~Y,~ ~Y,~ ~'~ = ~'' "~ . . . . .  " )  

Beachtet man nun noch die Differentlalgleichungen (3), so geht (12)suc-  
cessive fiber in 

( '4)  A1 ~¢'' + Zy,~ + Z A , ~ ¢ '  + ~71- ----- o. 

( ~ = 2 ,  ~ . . . . .  m)  
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Die linke Seite der letzteren Gleichung ist offenbar nichts anderes, als 
der vollst~ndig entwickelte A usdruck far  

d¢,(y~) 
dt 

vorausgesetzt, dass f~r Yz t~berall die aus (13) slch ergebende Wurzel 7 h 
geschrieben wird. Hiernach ist also Ca(ya) eine Integralgleichung, denn 
die Ableitung yon ¢1 naeh t verschwindet nach (14)wenn nicht identisch, 
so doch sicher in Folge der Gleiehung 

¢ 1 ( y , )  = o 

Derselbe Schluss gilt offenbar ft~r die abrigen Theiler ¢. Angenommen 
nun man k6nnte beweisen, dass jeder der Theiler ¢1, ¢2, "-. durch Multi- 
plication mit einem ]~'actor yon der Form ~(x ,  s) in ein Integral Fa, ~2, "" 
verwandelt werden kann, so wr=rde daraus folgen, dass jedes homogenes 
Integral F sich auf die Form 

TT ~ [L 
= u ~ l ~  • • • 

bringen l~sst, wo die homogenen Integrale ~'1, ~'2,"" die Form ~(y)resp.  
~ ( x ,  s) besitzen, und der Factor U, welcher hschstens die x, s enthalten 
kann, sich auf eine Constante reducirt, well er der Bedingung 

ctU . 
- -  ~ O 
dt 

gent~gen muss. Ferner wfirde damit die Aufgabe, alle algebraischen In- 
tegrale der vorgelegten Differentialgleichungen zu finden, auf die andere 
zurilckgef~hrt sein, alle homogenen Integrale der Form ~(y)resp.  ~ (x , s )  
zu ermitteln. Wir werden nun zeigen, dass eine solche Reduction der 
homogenen Integralgleiehungen ¢1,¢2,  "", auf die uns die Untersuchung 
gef~hrt hat, unter den bier gemachten Voraussetzungen in der That im- 
mer m~glich ist. 

6. Es sei ¢ eine homogene Integralgleiehung der Form ~(y) resp. 
~ ( x ,  s), welche sich nicht in Theiler yon ahnlicher Gestalt, die die y wirk- 
lich enthalten, zerlegen ]~sst. Der vol]st~ndig entwickelte Ausdruck f~r 
die Ableitung von ¢ nach t besitzt eine ahnliche Gestalt wie ¢, nur dass 

Acta mathematica. 11. I m p r i m ~  le  19 N o v e m b r e  1887 .  5 
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der Grad in Bezug auf die y um eine Einheit hoher ist als in ¢. Diese 
Ableitt~ng muss verschwinden, wenn ¢ verschwindet, muss also wegen 
der vorausgesetzten Irreductibiliti~t -con ~b durch ¢ selber theilbar sein, 
so dass wir ansetzen konnen 

de 
d-/ = ¢" to, 

wo to in Bezug auf die y ganz linear und ebenso wie ¢ in den Dimen- 
sionen homogen ist. Schreiben wir 

to = too + Zy~to~,  

so sind die too, to1, " "  homogene rationale Functionen von den x ,  s .  Sub- 
stituirt man ferner for die Variabeln x ,  t ,  s ,  y wie fraher 

x k  2 , t k  1--2~v , s k  ~ , y k  1+2~ , 

so ergibt sich, dass die Dimension von to ungerade ist. Ferner sind die 
Dimensionen der too, t o 1 , " "  gerade, die der y ungerade, es muss also in 
to, das Glied too fehlen, d. h. to ist in Bezug auf die y homogen linear. 
Di'e~r Umstand ist ffir die folgende Beweisfi~hrung von wesentlicher Be- 
deutung und bildet den Grund, weshalb wir in den Differentia]gleichungen 
(3) die A als homogene Functionen gerader Ordnung in Bezug auf die 
x ,  s vorausgesetzt haben. Es w~re m5glich, dass diese Einschri~nkung bei 
einem andern Beweisgange sich als unn5thig herausstellt. Ich gehe auf 
diese Frage nicht nigher ein, well sie far unser eigentliches Ziel, n';~mlich 
die Aufsuchung der algebraischen Integrale des Eingangs aufgestellten 
Vielk0rper.Problems, unerheblich ist. 

Es werde ¢ als Polynom der y geschrieben; sein Grad in Bezug auf 
diese Variabeln sei p ,  und es werde angesetzt 

¢ = ¢ 0  + ¢ ,  + . . . ,  

wo die ¢0, ¢1 , - "  die Terme vom Grade p ,  p - -  i ,  . . .  zusammenfassen. 
Mit Rtaeksicht auf das Vorhergehende ist dann 

(,s) ~' ~¢'--) = ¢'o t o ,  
log ¢o 

t o = ~ Y ~  ~ , 
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so dass es far die Untersuchung yon eo lediglich auf das Anfangsglied 
~0 ankommt. Die Coefficienten co. in eo h~ngen auf einfache Weise mit 
gewissen Coefficienten in ¢0 zusammen. Man ordne ~o nach einem der 
darin vorkommenden y ~ sagen wir y~ - -  und setze an 

¢o = Voy7 + + . . .  + v , ,  

wo die V ganze Functionen der ilbrigen y sind, dann folgt aus (I5) 

aVo 
a~ - -  1 7  ° O }  1 • 

Sind a ,  a ' , . . ,  die Coefficienten des Polynoms V o, so ist, da die Relation 
(I6) for beliebige y bestehen muss, 

az-~ ~--- ae°l ' az, --  a' col, etc.; 

wit kSnnen also allgemein ansetzen 

log a~ 
O ) a .  - -  - -  ~Wa 

wo die a~ gewisse Coefficienten in ¢0 bedeuten. 
Als Vorbereitung fiir das Folgcnde betrachten wir zuni~chst den Fall, 

wo die Coefficienten in ¢0 si~mmtlich yon der Irrationalit~t s frei sin& 
Es sei Z eine Function der x ,  y, ganz homogen nach den y ,  rational 
homogen nach den x, welche der Bcdingung 

(i7) 
Y~ ---- Z" v ,  

a log b~ 
v ---- Z Y" ~Xa 

genOgen, wo die b~ gewisse Coefficienten des nach den y geordneten Aus- 
druckes Z bedeuten. Mun denke sich s~mmtliche Coefficienten in 2' auf 
den kleinsten gemeinsamen Nenner M gebracht und den etwa vorhan- 
denen gemeinsamen grSssten Theiler L uller Coefficientenz~hler aufgesucht, 

dann ist 
M 

~" = ~ Z  
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ein Ausdruck von dcr Form CJ(x, y), we lchcr keinen yon den y unab- 
hi~ngigen Theiler der Form ~(x) besitzt. Ferner wird 

(,8) 

Z ~" Z" , Y ~ .  : f 

Z ~ log. b" 
r' = y~.~, 

wo die b: gewisse Coefficienten in Z' bedeuten. Es sei nun Q ein ir- 
reductibler Theiler von b', welcher die Variable x, wirklich cnthi~lt, dann 
tritt in v' tin Glied der Form 

y~ oQ 
Q ~x~ 

auf, welches sich, so lange specielle Werthsysteme der y ausgeschlossen 
bleiben, nicht gegen andere Glieder in r' fortheben kann. Der Ausdruck 
r' wird also sicher unendlich f(ir alle endlichen Werthsystcme der x, far 
wel(:he Q verschwindet. Es mt'lsste also, da far endliche x die linke Seite 
yon (I8) sicher endlich bleibt, wider die Voraussetzung, Z' durch Q theil- 
bar sein. Der Coefficient b" ist daher von x, unabhangig, d. tl. v' ist 
gleich Null und 

y ~  = o ,  

woraus folgt, dass sich Z' als eine ganze rationale Verbindung der Aus- 
drfmke 

x ' 2 Y l  - - ' ~ l Y 2 ~  * ° " ' ~ 3 , n f f l  - -  : l ~ l ' f f , n ~  

ohne Xl darstellen lasst. 
7. Zu der Relation 

zur[Lckkehrend, wollen wir den Satz beweisen, dass der Ausdruck 
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ein totales Differential ist, dass also die sogenannten Integrabiliti~tsbe- 
dingungen 

si~mmtlich erft'fllt sind. Zu dem Ende wollen wir in ¢o die Gr5ssen 
Y3, • . .  , Y,, gleieh Null  setzen, jedoch, um Unbestimmtheiten zu vermeiden, 
folgendermassen vorgehen. Wenn ¢o durch eine Potenz yon y,,, theilbar 
ist, so unterdrficken wir diesen Theiler, welcher ffir dig Gleichung (~5) 
bedeutungslos ist, und bezeichnen ¢0 mit Co.re. Darauf setzen wir y,,, 

gleieh Null und bezeichnen den Ausdruek, in welchem ¢%,, hierdureh 
tlbergeht mit ¢o . . . .  1. Derselbe geni]gt der Gleiehung 

log ~ log a,, 
...... 1 =  Z y . .  • (a=I,2,  . . . , m ~ l )  

Hierauf unterdrticken wir in ~0 .. . .  1 dis etwa als Theiler auftretende Po- 
tenz yon y,~_~ und setzen y .... 1 gleich Null,. wodurch wir zu dem Aus- 
drucke ~b o ..... 2 gelangen, u. s. w. Gelangt man auf diese Weiss, bevor 
auch Y3 gleich Null  gesetzt wird, ffir ~'0,~ zu einem Monom yon der Form 

6yly~ . . .  y~, 

so kann offenbar in w far die Coefficienten a l ,  a s , . . . ,  ak der eine Coef- 
ficient C gesetzt werden, und es sind die zu den aus X l , . . . ,  x ,  gebildeten 
Variablenpaaren geh0rigen Integrabil!t'Atsbedingungen yon selbst erfiillt. 
Wir  haben deshalb nur  noch den ungiinstigsten Fall zu verfolgen, dass 
man n'~mlich, nachdem auch Y3 beseitigt ist, mit Untcrdrtickung der ein- 
flusslosen Potenztheiler zu einem ~b0~ von der Form 

¢o2 --  CoYql + clY~-lY2 + . . .  + cqy~ 

gelangt, in welchem q mindestens gleich Eins und die Endcoefficienten 
c o und cq yon Null  versehieden sind. Dieses ¢0~ gentigt der Bedingung 

wo in 

E y~log¢o~ __ ~y~oJ~ ,  

log a.~ 

(a = 1,2) 
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for die Coefficientell a~, a~ offenbar c o und c~ zu nehmen sind. 
fundenen t~.elationen formen wir um in 

Die ge- 

( , 9 )  

c, Y~--'Y2 + -4- ~ q ¢ ' = ¢ o ~ : C o = V 1 + %  . . .  %v=, 

2 

7~y,,. a log ¢' __ ~1~ _ . 
1 "&'" --ax., \Co~ 

Die Coefficienten yon ~b' k0nnen nun die Irrationalitftt s enthalten. 1st 

dies der l~all, so gilt  die Gleiehung (19) far  alle Wurzelwerthe s,, s~ , . . . ,  s,,, 

welche s annehmen kann. Sutnmiren wir (tie den einzelncn Wurzeln ent- 
spreehenden Gleichungen (19) und setzen 

¢'(~,).¢'(,%).. .  ¢ ' ( , , , ) -  q,., 

c,,( .5).  '_?&,,) . . .  %~,"~,) ._= c, 

so sind q.'" und C homogen rational nach den x; ferner ist 

log. q" ? log C 
"~-'_....,/~------a;~-,; . . . . .  ,j,,. a , ,  • 

1 

Der Ausdruck q." ist also eine Function von derselben Beschaffenheit, wie 
die vorhin mit X bezeichncte. Bedeutet  H den kleinsten gemeinsamen 
Nenner der Coeffieienten in q", so ist H@" eine Function der Form eo(x,y), 
welche keinen von den y unabhgngigen Theiler der Form 6('x) besitzt 
und der Bedingung 

~(H¢) ~(H~'~ 
Y,-a.  7 - + y '  a,~ - - o  

gcnftgt. Es ist also, abgesehen yon einem constanten Coefficienten 

Hq'" = (y,  a'.,~ - -  Y2 a:~)"q, 

@" = LYl - -  Y'2 %/ 
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Hieraus folgt sofort 

39 

o, o , =  + 

,,,0=(= 9 
Dami~ sind offenbar die Integrabilit~tsbedlngungen allgemein bewiesen, 
und wir haben ferner f i ir alas ursprlingliche ~b0 die Relation 

i bxa  \ tz I / 2 

wo die q. ga.nze positive Zahlen, .die Null eingesehtossen bedeuten. Ferner 
erkennt mun hieraus, dass 

d (Z  x~ 

ist, dass also die Integralgleiehung ¢ durch den Multiplicator 

(x~'... zy): a, 

in ein Integral verwandelt wird. W. z. b. w. 
Es sei jetzt fo das zu ~b gehOrige Integral. Wit  spalten dasselbe 

~hnlich wie ¢, setzen also an 

= To + ,% A- . . . ,  

wo fD o sich yon ¢o durch den integrirenden Multiplicator unterscheidet 
und der Bedingung 

Z 3 ~  ° 

gent~gt. Wir wollen nun zeigen, dass ~0 sich als eine ganze rationale 
Function der m ~ i Verbindungen 

X ~ y  i - -  X l y ~ ,  X~Yl - -  x i y  ~ ~ . . . , ,"Z,,,yi - -  CC, l y , n  

ohne x, darstellen lasst. Zur Vereinfachung des Beweises schicken wir 
folgende Bemerkung vorauf. 
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S. Angenommen man h~tte in dem ursprl~nglichen System yon 
Differentialgleichungen 

dx~ dY~. A~(Xl  x 2 ' " "  ) 
dt - -  y~' dt  

statt der Variabeln x, y andere Variable $, 7/durch die lineare Substitution 

eingefi'lhrt, in der die c feste Zahlen mit nicht verschwindender Deter- 
minante bedeuten, so w(lrde dadurch an den t~ber die Differentialglei- 
chungen und die Irrationalitat s gemachten Voraussetzungen nichts gei~ndert 
worden sein; es wlirde also auch die ganze bisherige Untersuchung ohne 
Weiteres ffir das transformlrte System gt'fltig bleiben. Insbesondere wtirde 
der Satz, dass die hier untersuchten Integralgleichungen durch einen Mul- 
tiplieator yon der Form ~ ( x ,  s) in ]ntegrale ilbergehen, wenn er vor der 
Transformation gilt, auch nach derselben gelten und umgekehrt. Diese 
Bemerkung benutzen wir in folgender Weise. Die Discriminante A der 
Gleichung fflr s ist eine homogene ganze rationale Function der x vom 
Grade 

- -  i )  

Die Discriminante A' der transformirten Gleichung ft~r s geht aus A 
hervor, wenn man statt der x die ~: cinffihrt. Bei passender Wahl der 
Substitutionscoefficienten c lasst sich nun stets erreichen, dass in A' die 
Glieder mit 

~ o  °. 
wirklich vorkommen. Es ist deshalb keine wesentliche Emschr~nkung 
der Allgemeinheit, wenn wir annehmen, dass bereits in der ursprt'mglichen 
Discriminante A die G lieder mit 

/ t  X~ , X"~ , . . . ,  X,, 

wirklich vorkommen, da diese Eigenschaft, wenn sic ursprt'mglich nicht 
vorhanden ist, dutch eine vor Beginn der ganzen Untersuchung vor- 
genommene Transformation stets herb eigeftlhrt werden kann. 
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Wir denken uns nun in der Gleichung ft~r s den Variablen x~, . . . .  xm 
lrgend welche endliche Werthe, dem x 1 dagegen einen ausserordentlich 
grossen Werth beigelegt, dann l'~sst sich jede Wurzel s nach fallenden 
Potenzen von x~ in eine Reihe entwickeln, welche unter den gemachten 
Voraussetzungen die Form 

_ _  O ' s  O" + . . .  

8 = O'X 1 " t -  O' 0 -~- I~1 ~l  

besitzt. Hierin ist a die Wurzel einer Gleichung 

a " +  2' 1 o ~-~ + . . .  + 2 ' , , -  o,  

welche keine mehrfachen Wurzeln besitzt und deren Coefficienten nut  von 
den in der ursprfinglichen Gleichung ftir s auftretenden Constanten, abcr 
nicht von den x abhi~ngen. Die fibrigen Coefficienten a0, ~r~,... besitzen 
die Gestalt ~.(a) resp. ~ (x .2 , . . . ,  x,,). 

Ftihrt man jetzt  statt der Variablen x neue Variable p (lurch die 
lineare Substitution 

Y l  ~ • " " ~ P m  - =  X m  - -  X l - -  
Y, 

ein, so erhgdt man das Glied mit p~ in der Discrimin'mte, wenn re'in an 
Stelle der x ~ , . . . ,  x , ,  resp. 

P l , I°1 y-~ Y '-~ y ,  ' • . . ~ lal y~ 

schreibt. Der Coefficient von /y~ in der Discriminante wird also, so lange 
specielle Werthsysteme der y ausgeschlossen werden, yon Null verschieden 
sein. Infolge dessen lil,sst sich ftir grosse Werthe yon Pl und endlichc 
Werthe der . P 2 , . . . ,  P , ,  die Irrationalitht s nach fallenden Potenzen yon 
Pl in die Reihe 

s --- pp, + Po + p-' + 
2, rl  + ' ' "  

entwickeln, wo p eine von den p unabhiingige Irrationalit'~t, P o , P t , P ~ , " "  

dagegen ganze rationale Functionen der p ,  p~, . . . ,  p,~ bedeuten. 
Aeta mathematiea. 11. Imprlm6 le 30 Novembre 1887. 6 
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Dies vorausgeschickt betrachten wir wieder den Anfangsterm ~'0 in 
dem Integral F. Derselbe stellt sich, wenn er die Irrationalitat s wirklich 
enthalt, zun[ichst dar in der Form 

~]{ (Pl , P~. , " ' ' ,  Pro, 8), 

muss aber in Wirklichkeit  von p~ frei sein. Entwickelt man nun s und 
darauf ~'0 nach fallenden Potenzen von p~, so muss diese Reihe sich auf 
den einen von p~ freien Term reduciren, welcher nach den vorausgehen- 
den Bemerkungen die Variablen P2, . . - ,2~ , .  nut  in rationaler Weise ent- 
h~lt, d. h. g0 enthalt auch die x nut  in rationaler Weise und ist in 
Wirklichkeit  frei von s. Hieraus folgt welter, wenn man die in § 6 i~ber 
die Ausdrt'mke Z und Z' gemachten Bemerkungen beachtet, dass T0 eine 
ganze Function der x ist. 

9. Fassen wit' die Resultate, zu denen wir bisher gclangt sind, zu- 
samrnen, so k(~nnen wir folgende Si~tze aussprechen. 

Gegeben ist das System yon Differentialgleichungcn 

dt tit 
( e z ~ l  ~ 2 ~ . . .  ~ ~1)  

in welchem die A als homogenc rationale Functionen von der geraden 
Ordnung ~N aus den x und einer gewissen Irrationalitat s zusammen- 
gesetzt sind. Die Grssse s ist Wurzcl eincr irreductiblcn Gleichung 

s n + Z , s ' - '  + . . .  + - -  o ,  

dercn linke Seite eine ganze homogene Function dcr s ,  x von der n-ten 
Ordnung bildet. Wenn das vorgelegte System von Differentialgleichungen 
algebraische, von t freie Integrale besitzt, so lassen sich diesclben allemal 
darstellen als algebraische Functionen eines oder mehrerer Integrale ~, 
welche folgende Eigenschaften besitzen: 

I) Jedes ~ ist eine ganze rationale Function der y, eine rationale 
Function der x und s. 

2) ~ ist in den Dimensionen homogen, d. h. wenn man ffir die 
x ,  s ,  y resp. setzt 

x k : ,  sk 2, yk  ~÷~-~, (k ~ Constante), 
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so nimmt ~, wicder die ursprt~ngliche Gestalt an, jedoch versehen mit 
einer gewissen Potenz von k als Factor. 

3) Bedeutet ~0 das Aggregat der Glieder in ~, welche in Bczug auf 
die y yon der hOchsten Ordnung sind, so sind, wenn ~0 nach den y ge- 
ordnet wird, die Coefficienten ganze rationale Functionen der x ohne ge- 
meinsamen Theiler. 

4) Der Ausdruck ~0 gcniigt der Bedingung 

E ~  ~ ~ o  y ~--~ ---- o, 

enthi~lt also die x nur in den Verbindungen 

y l x  a - -  ?lag31 . (a=2, ~, ..., m) 

Nachdem wir bis zu diesem Punkte gelangt sind, brcchen wir die 
allgemeine Untersuchung ab und wenden uns wieder zu dem Vielk(~rper- 
Problem zuriick, welches ja den Ausgangspunkt bildete, und welches, wie 
bereits bemerkt, einen specicllen Fall der hier betrachtetcn Differential- 
gleichungen repri~sentirt. 

10.  Es seien 
ma ~ Xa ~ Ya, Za (a= 1,2, ..., n) 

die Massen und die Coordinatcn der einzelncn materiellen Punkte in dem 
betrachteten Vielksrpcr-Problem, 

X.,  Izo, Z: 

die Geschwindigkeitscomponenten, r~  die Distanz der beiden Massen m:,  ma, 
dann haben wir 

d~,~ __ X : ,  d X :  %-.  ~ - -  ~ 

dt ~ - -  .4~ ~ m+~ ~ - - ,  

dt ~-[ - -  B~ ~ E - - - - ~  
fl raft 

d z  a ~ z~ - -  Za 
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wo bei den Summationen, ebenso wie weiterhin, zu beachten ist, dass 
Glieder mit r~ nicht vorkommen darfen. Es sei ~ ein homogenes In- 
tegral yon der Form 

~(X,  Y,  Z) resp. a @ ,  y ,~ ) ,  

welches in Bczug auf die X ,  Y ,  Z vom Grade l~ ist; ferner setze, man 

~' = ~0 -t- ~1 A- . . . ,  

wo die ~0, ~ , - "  die Aggregate der Glieder bedeuten, welche in den 
X ,  Y ,  Z yon den Ordnungen p , p - -  I ,  . . .  sind; endlich bezeichne man 
die Zeit t, je nachdem sie in den Coordinaten oder in den Geschwindig- 
keitcn vorkommt, mit u resp. v, ftihre also die Operationssymbole 

( ~ ~ ) 

~ - -  A~ -kB~ -b C~-2~ ~ 

cin, dann muss sein 

(22) ~¢o = o ,  - -  + -  = o .  

Diese beiden Bedingungen werden sich als flit unseren Zwcck ausreichend 
erweisen: Die erste Bedingung besagt, dass ~0 die z ,  y ,  z nur ganz ra- 
tional in den Verbindungen 

f, ---- x , X ~ - - x ~ X , ,  g, = y , X ~ - - x ~ Y , ,  h, = z~X~- -x~Z ,  

enth'Mt, d. h. wenn man statt der x , y ,  z in ~'o did Ausdrficke 

f,, x~ 
x~ x,  + x l " -  ?jo ~ + x ~ ,  z .=~+x15c-  

einsetzt, so verwandclt sich ~z 0 in eine Function der Gr~ssen 

f ~ , . . . ,  f.; g~, . . . , g~ ;  h~, . . . , h , , ,  

welche yon .r.~ frei ist, und abgesehen davon, dass eine Potenz von X~ 
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als Nenner vorkommen kann, die X ,  Y, Z nur ganz rational cnthhlt. 
Im Folgcnden werden wir voraussetzen, dass ~0 bereits durch die f , g ,  h 
ausgedriaekt sei. 

Bilden wit jetzt die Ableitung von ~o nach v, so enthalten die ein- 
zelnen Glieder im Nenner die dritte Potenz eines r,B , sind aber im lJbri- 
gen rational aus den verschiedenen Variabeln zusammengesetzt. Bilden 
wir ferner die versehiedenen Irrationalitaten, welche einschliesslich der r.,~ 
selber dadurch entstehen, dass man je zwei, je drei u. s. w. verschiedcnc 
r~z mit einander multiplicirt, und bezeichnet man diese lrrationalitaten 
in irgend einer Reihenfolge mit p ~ , p 2 , . . . ,  so lasst sich ~ stets auf die 
Gestalt 

~ = ~0 4"- '~- '~" 

bringen, wo die F ~ o , c f ~ , ' "  rational aus den x , y , z , X ,  Y , Z  zusam- 
mengesetzt sind. Mit Rficksicht auf (22) folgt daraus, dass 

~P2o ~ 0 
0u 

ist, und dass ferner der Ausdruck 

~u 

allemal verschwindet, wenn die Irrationaliti~t p sich nicht auf cin einziges 
r~z reducirt. Ftihrt man ferner in ~2 statt der x , y ,  z die f ,  g ,  h ein, 
wobei mSglicherweise x~ sich nicht aus ~'2 fortheben wird, so geht dic 
partielle Ableitung von ~ nach u fiber in 

Ersetzt man ebenso in der Ableitung yon ~0 nach v die ursprt'mglichen 
Variablen durch die f , g ,  h,  X ,  Y, Z und xl, und intcgrirt nach xl, 
indem alle ctbrigen Gr0ssen als constant angesehcn werden, so darf die 
Integration keine logarithmischen, sondern nur algebraische Glieder liefern. 
Dieser Umstand wird uns gestatten, die Verblndungen der f ,  g ,  h, aus 
welchen sich 70 zusammensetzt, vollstfmdig zu bestimmen. 
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1 1. Zur Abkfirzung dcr Ausdrucksweise wollen wir festsctzen, dass 
dic Indices a , f l , . . ,  die Werthe ~, 2 , . . . , n ,  d a g e g e n d i e I n d i c e s 2 , # , . . .  
nu t  die Werthe 2, 3, • • . ,  n annchmen sollen. Wit  suchcn nun diejenigen 
Glieder in der Ablci tung yon f0 nach v auf, welche die dritte Potenz 
yon r~ rcsp. ,r~,.,, im Nenner enthaltcn. Die Ableitung yon ~0 besitzt zu- 

nr~chst die Gest'dt 

~.~,(y,A,--x,B,) + ~ - -  c, 

+ Z:,. I ~¢°~. (:~,.~,- z,~,). + ~ (y ,~ , -  :~,,,,.) + ~ ~ ,  - x, 

), 

Die Glicdcr, wclche r~. im Nenner enthalten, werdcn, mit  Fortlassung des 
Ncnners, und wenn wir dcr Kiirze halber das Zcichen S cinffihren, um 
cinc Summation fiber dic drei Coordinatenaxen anzudeuten, 

'~"~ I ~(p°~(]~- (ffl ;C"J- ;~':lff).) "Jr ~° t'~h, k I X) . -  XlZ,).)]-~-,,l.). (;~i).- X])E iS / / I ,  L;,.,, ~/~;) ]~o\-' 

+ , , , ,~,S(~-:~,)~ + S(x~-~,)  .~, ,,,,~.j. 

Al',nlich werdcn die zu r~.l, gchorigen Tcrmc 

~f,. 

/ ~o ~fo~ 

Ffihrt man hierin auch fiir die ausserhalb Vo vorkommenden x ,  y ,  z 

die Grossen x~, f , g ,  h tin, so m0ssen die ' ierme, wclche das Quadrat 
yon :r.~ enthalten, vcrschwinden, well sonst die oben crwiihnte Inte- 
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gration nach x 1 auf logarithmische Glieder ftihren wfirde. 
sein 

47 

Es muss also 

~o ( z , x ~  - -  x ,  z,.)l o = ~"~1 ~ 

+ x,)x IS + S t~ 215. _l ' 

Die vorstehenden Bedingungen, in welchen die Indices ~, ff alle zul~issigen 
Werthe anzunehmen haben, k0nnen wir jetzt als lineare partielle Dif- 
ferentialgleichungen mit den unabhangigen Variablen f , . q ,  h und mit 
der abhangigen Variablen ~o ansehen. Die Coefficienten sifid yon den 
f ,  g ,  h unabh~,ngig und deshalb bei der Aufsuchung der allgemeinen 
L0sung als Constanten anzusehen. Um die allgemeine Losung aufzustellen, 
genagt im vorliegenden Falle die Kenntniss einer gewissen Anzahl yon 
Particularbsungen, welche die f ,  g ,  h homogen linear enthalten. Frmf 
solcher Losungen werden durch die bekannten Integrale des Vielk0rper- 
Problems geliefert; es wird sich zeigen, class damit die gemeinsamen 
L0sungen des oben angesetzten Systems erschopft sind. 

Es werde gesetzt 

Zm~X:----  L' ,  

~_,m~y. ~ M~ 

ZmoYo = M', 

~_,m.z a u_ N~ 

Zm~Z~ = N', 

dann erhalten wir, wenn die Buchstaben a ,  b ,  c ganz willktirliche Grss- 
sen bedeuten, zun'~chst drei Particularlosungen A', B', C' durch die eine 
zusammenfassende Gleichung 

a L L'  

aA' + bB' + cC' = b M M'  

c N 17' 

Diese drei Losungen sind jedoch nicht unabhi~ngig von einander, weil 
zwischen ihnen die Relation 

L ' A '  + M 'B '  + N'C'  .---- o 
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besteht. Drei weitere Lssungen A ,  B~ C erhalten wir in iihnlicher Weise 
durch die zusammenfassende Gleichung 

a'A + b'B + c'C = E m , ~  
a 

a '  X a . X  a 

b ' y o  I \ ,  

C' Z a Z~. 

wo die a',  b', c' ebenfalls willktlrliche Zahlen bedeuten. Dass in der That 
die A,  A ' , . . .  LSsungen sind, lasst sich auch ohne gechnung durch fol- 
gende 12-berlegung nachweisen. Die A ,  A', . . .  sind n'~mlich nichts anderes 
als die Fliichenintegrale und drei aus den Schwerpunktsatzen zusammen- 
gesetzte Integrale, und zwar homogene Integrale yon der hier untersuchten 
Beschaffenheit, bei denen t'~berdies das ~ sich auf den Anfangsterm ~0 
reducirt. Es mt~ssen also die hier liar ~0 aufgestellten Bedingungen yon 
selbst erftlllt sein. 

Drt'lckt man jetzt die A ,  A ' , . . .  durch die f , q ,  h aus, so crhglt 
man zuniichst 

a,  o +Em~f~,  L' 
) ,  " 

X,(c.tA' + bB' + cC') - - - - -  

c, mlhl q-~m~,hz, N' 

~J 0 X I 

~' g, Y, 

C' h 1 Z 1 

X,(a'A + b'B + c'C) = m, 
Z 

a' f~ x ,  

c' h,~, Z~ 

Wit untersuchen nun, ob aus diesen Gleichungen sich die Grsssen 

gl '  hi, f2, ff~, h2 

A' und die i~brigen f ,  g,  h ausdrt'~cken lassen. Nun durch die A ,  , . . .  
sind in den Ausdrl~cken f~r 

Xl~', x~c', X1A, XIB, x,c 

die Coefficienten der f~nf Grossen 
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dutch nachstehende Zeilen gegeben 

o ,  + L ' ,  ~ z V ' ,  o ,  + L ' ,  

- - L ' ,  o ,  + M ' ,  ~ . L ' ,  o ,  

+ z , ,  - -Y, ,  o, +z~, - - ~ ,  

o,  + x , ,  - -z~,  o,  + x~, 

- -x l ,  o,  +Y~, - - x .  o,  

49 

und es kommt jetzt darauf an, zu zeigen, dass die aus diescn Zeilen ge- 
bildete Determinante nicht identisch verschwindet. 

z ' ( x ~ -  x,) 

X~ L' X, 

z~ 2V' z, 

selbe, so erh'Mt man 
Berechnet man die- 

die GrSssen Y l , ' " , h ~  lassen sich also in der That durch die A , . . .  
und die abrigen f ,  g ,  h ausdrticken. Infolge dessen dtirfen wit bei der 
Aufsuchung etwaiger weiterer ParticularlOsungen voraussetzen, dass die- 
selben yon den . q l , ' - - ,  h~ unabh'~ngig sind. 

12.  Die noch aufzusuchellden Particularlssungen bezeichnen wit 
mit Z und setzen fesg, dass die Indices er, r , . . .  nur die Werthe 3 , 4 ,  
. . . ,  n annehmen sollen. Die gesuchten Lssungen mt'tssen den Differen- 
tialgleichungen genagen, welche a us denen far ~o o dadurch entstehen, dass 
man ftlr 9% die Grosse Z schreibt, ferner die Ableitungen yon Z nach 
den g x , . . . ,  h~ gleich :Null setzt und die FMle ) ' , ff  = 2 yon den FMlen 
),, p = ~ trennt. Auf diese Weise erhMt man zun~chst das System 

(2,3) 

b-4) 

(~6) o = 

A c t a  nv, t themat ica ,  ll .  Imlprim6 Ie ~9 Novembro ]887, 7 
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Aus (23) und (24) folgt 

(27) o=S((x'r--Xl)~> 
und hieraus in Verbindung mit (25) die zusammenfassende Gleichung 

a,X~--x~,x~--x~ 

c ,Zl--z~,z~--z~ 

in welcher k~ einen vorl'~ufig unbestimulten Proportionalitatsfactor be- 
deutet. Bczeichnen wir den Werth, wclchen die Determinante in (28)far  

a = X ~ - - X ~ ,  b-- -  Y ~ - - Y ~ ,  c = Z ~ - - Z ~  

annimmt, mit D, so erhMt man nfit einer kleinen Umformung 

D=IXo--X~,X,,X,I+IXo,X~,X,--X~I, 
wo yon den Determinanten nur die erste Zeile angesetzt ist. Durch Ver- 
tauschung der Indices a und r ~ndert ~lso D nut sein Vorzeichen. In- 
folge dessert erhalten wit aus (28) die beiden Gleichungen 

S((x~-  ~/~_) = ~.~, 

S((x~-  ~)~)= ~.~, 
also mit Bert~eksichtigung yon (26) 

(m~k~ - -  m,k,,) D = o, 

d. h. es ist 
k~ ~ lm~, 

wo l einen yon dem Index a unabh'angigen Factor bedeutet. Hiermit 

liefert die Gleichung (28) welter 
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woraus, wcnn man nach r summirt ,  mit  g~cksicht  auf  (23) 

o = 1]Em_X_, XI, X~ 

51 

folgt. Es verschwinden also l, die k und infolge dessen auch die s~mmt- 

lichen Ablei tungen von Z, d. h. es existiren ausser den bereits angege- 
benen fanf  Par f i cu la rbsungen  keinc weiteren, and es enth,'~lt fo die Va- 

r iablen x ,  y ,  z nu t  in den Vcrbindungen 

A ' B ' C '  A ,  B ,  C,  , , . 

Eliminir t  man also z. B. y~, z~, x : ,  y~, z 2 mittelst der Ausdrackc A ,  A', ... 
aus ~o, so fallen alie l lbrigen x ,  y ,  z von sclbst heraus. Bei dieser Eli- 

mination n immt  ~o die Form 6 ( A ,  A ' , . . . ) ' a n ,  dagegen kann ~o auf- 
h6ren cine ganze Function der X ,  Y ,  Z zu sein. Wir  wollen nun  zeigen, 
class sich ~o immer  auf  die Form 

~ ( A ,  B ,  6 ' , A ' , B ' ,  C ' , X ,  Y , Z )  
bringcn l~sst. 

1 3 .  Da bei der Elimination yon Y l , " ' ,  z.2 aus if0 die t~brigcn 
x ,  y ,  z yon selbst fortfallen, so kann man die :Elimination in der Weise 
bewirken, dass man sowohl in ~0 uls auch in B', C', A ,  B ,  C die schliess- 
lich fortfallenden Variablen yon vornherein gleich Nul l  setzt, die .y~, ..., z~ 
durch die B ' , . . .  ausdrtlckt und die so gewonnenen Ausdrficke in das 
vereinfachte ~'0 substituirt. Nun sind die Grsssen 

in B',  C', A ,  B ,  C mit  Coefficienten verbunden,  die durch nachstehende 
Zeilen gegeben sind 

o , + L ' ,  N, ,  o , + L ' ,  

- - L ' ,  o , + M ' ,  - - L ' ,  o , 

o ,  

o , + X1, - -  Z~, o , + X~, 

- - X ~ ,  o , + I~,  - - X ~ ,  o , 
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welche, wie wir bereits frt'~her gesehen haben, zu der Determinante 

E = 5 ' ( x , -  xl) 

X 1 X,~ L '  

N' 

fahren. Der umgeformte  dureh die B', C', A ,  B ,  C dargestellte Aus- 
druek yon f0 k~snnte also eine Potenz yon E im Nenner haben, oder 

die Gestalt 
~ ( B ' , C ' , A , B ,  C , X ,  Y ,  Z ) : E  q 

besitzen. Diese Form ist nun von der Art und Weise, wie die Elimina- 

tion im Einzelnen -msgeft~hrt wird, unabh~ingig. Hatte man die Elimina. 

tion mittelst  der Variablen 

Yl ' Z 1 , X 3 , y~ ,  Z~ 

bewirkt, so whrde  man im Ncnner von 9'0 statt des vorstehenden E ein 

anderes 
E '  --  L'(X~ - X~)[X~ , X~, L'] 

erhalten haben. Nun haben E und E '  nu t  den Theiler L '  gemeinsam, 

woraus wi t  schliessen, dass die iibrigen Theiler von E oder E' in dem 
Ausdrueke yon f0 sich gegen entsprechende Tbeiler des ZfLhlers fort- 

heben, so dass nur  eine Potenz yon L '  im Nenner yon f0 verbleiben kann. 
Ht~tte man statt der Variablen Yl, Zl , x2, Y2, z~ die Variablen 

x , ,  z , ,  x~, y2,z2 und start B ' ,  C' die Ausdr~cke C',  A' bei der Elimina- 

tion benutzt, so wi~rde man far 9'0 einen Ausdruck yon der Form 

statt des frt'Lheren 

erhalten haben. 

Darstel lung 

gelangen. 

.4, B, c', x ,  r ,  Z):(M')" 

~(B ' ,  C', A ,  B ,  C,  X ,  Y ,  Z) :  (L') q 

Auf  analoge Art k6nnte man noch zu einer dritten 

¢o - -  -~(A', B' ,  A ,  B ,  C,  X ,  Y ,  Z ) : ( N  7 

Um nun zu zeigen, dass diese Nenner  immer  durch passende 
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Umformung von ~0 beseitigt werden konnen, haben wit nur den Fall 
in's Auge zu fassen, wo kcine der drei Zahlen f/, r ,  s gleich :Null ist. 

Zun[~chst schicken wir die Bemerkung voraus, dass abgesehen von 

der Relation 

(29) A'L '  + B ' M '  + C ' N ' =  o 

die A , A'  . . .  , yon einander unabhangig sind, d. h. es existirt zwischen 

den A , A ' , . . .  keine weitere Relation 

o --= P A  + QB + RC -4- P 'A '  + Q'B' -4- PdC', 

in welcher die Coefficienten P ,  P ' , . . .  von den x , y , z  unabh;~ngig sind. 
lnfolge desscn darf man in Fo die Variablen 

als Grsssen ansehen, welche, abgesehen vonder  einen Einschrankung (29), 
vSllig willktlrlich gew'~hlt werden k0nnen. Es sei nun auf irgend eine 

Art fi:lr ~o die Darstellung 

¢o = H ( A ' ,  B',  C', A ,  B ,  C , L ' , M ' , N ' , X 2 ,  Y ~ , Z 2 , . . . ,  X,,, Y,,, Z,,):(L')" 

gefunden worden, wo in ~0 die 3;71, Y1, Z1 durch die L ' ,  M ' ,  N '  und 
die t~brigen X,  Y, Z ausgedri~ckt zu denken sind, dann kann, so lange 
die x ,  y ,  z , X ,  Y ,  Z ,  endliche Werthe besitzen, ~o nicht unendlich 
werden. Ordnen wir nun ~0 nach fallenden Potenzen yon L', setzen 

also an 
H 0 fl, 

~o = L  ' ' '~  L ....  ~ ~ - ' ' ' '  

wo die H 0 , H 1 , ... ganze Functionen der vorkommenden Gr0ssen bedeuten, 
so muss, sobald L' verschwindet, sobald also 

B ' M '  + C'N'  = o 

ist, der Ausdruck H o verschwinden, wie auch die Werthe der ~brigen 
darin vorkommenden Grossen beschai~en sein mSgen. Es muss also H o 
durch 

B'M'  + C'N'  
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theilbar skin, d. h. man hat identisch 

~o = (Z~'M' + C'N ' )Ho, ,  

wo tto, wiederum eine ganze Function der darin vorkommenden Grossen 
ist. Int'olge dessert wird 

H, - -  A'It~,, H~ 
¢o - -  . ~ , ; ~  + z,,,,,----=., + . . . .  

Wendet man auf diese Darstellung dieselbe Sehlussweise an, u. s. w., 
so gelangt man schliesslich dahin, den Nenner yon ~o 0 ganz zu beseitigen, 
d. h. ~0 ist immer als eine ganze Function der Grossen 

A,B ,  C,A',B', C',X,, Y ~ , Z , , . . . , X . ,  Y,,,Z,, 
darstellbar. 

14.  Um nun die Verbindungen der X ,  Y, Z zu ermitteln, welehe 
in ~0 vorkommen, bilden wir in 

~o ~'~ o = % ~ +  3,,. 

zunachst das erste Glied rechts. Dasselbe hat die Gestalt 

.3 

WO 

und die Ableittmgen von ~'o sieh nut auf die explieite vorkom,nenden 
A' B' C' den Bedingungen X,  Y,  Z beziehen, well die A ,  B ,  C, , , 

3.4 30' 

gent'lgen. Ft~hrt marl in dem Quotienten 

statt der x ,  y ,  z die f ,  g ,  h und x, als Variable ein, so muss (lie Inte- 
gration desselben nach x, den mit dem Factor - - X  1 versehenen Term 
in ~ liefern, weleher r~z im Nenner hat, und der im [~;brigen eine ganze 
Function der X ,  :Y, Z ist. Nun ist 

f d~(.P.,, + Q)(a~ ~ + 2bx + c)-~ = (V.x + W)(ax ~ + 2bz + 
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wenn zwischen den 

die Rela t ionen 

stattf indcn. 
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von x unabh'~ngigen Gr(~ssen t ), Q , a , b , c , V ,  W 

D - ~  b 2 ~ ac, 

D V  ---- bP  - -  Qa, 

D W - - - -  c P -  Qb, 

D ( V x  -k W )  : P (bx  + c ) ~  Q(a~ + b) 

Mit Rflcksicht  h i e r au f  sctzen w i t  an 

X a -  X,~ --'~ Xa~ ~ . . . . . .  

h - - 5  = f . , ~ ,  . . . . . .  

x , , - -  x ~  = x,,,~, . . . . . .  

~3± ~ o  __ 
m. ~ X ~ - -  m~ ~-K~ - -  A,,,~, . . . . . .  

~ x  ~, = S x b ,  bX~ = S x o . , F . ,  cX~ = Sf;~,~, 

¢,~,~ = P x I + Q ,  

(az, + b)X, = Sx.,~x,~, (bz, + c)X, = SL,.,x,~,~, 

(b ~ - -  ac)X~ = (Sxo,~x~,~) ~ - -  (Sx~,~). (S~ ' . )  = E ,  

f ¢.,~ P ax~ + b .~ - -  X ~  --= F X ,  , Er~,~ dx~ r~,~ Q bx, + c 

F X  1 

F = 

SXa,~Aa 3 

Sfo~A. 
SX~,~A~,~ 

Sf~,~x~,~ i', 
Sxo,~x,.,~ 
S x ufl ~ a,~ 
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Der Ausdruek 
F 

ist, wle bereits erwiihnt, derjenige Term in F~, weleher r~  als Nenner 
enth'alt; es muss also der Quotient F : E  eine ganze Funetion der X, Y, Z 
sein. Da nun /;' und ~ ganze Funetionen der x ,  X , . . .  sind, und da 
E als Function der x ,  X , . . .  betraehtet irreduetibel ist, so muss der 
Quotient F : E  aueh eine ganze Function der x , y ,  z sein. 

Urn die Vorstellung zu fixiren, nehmen wir far den Augenbliek an, 
dass die Indices a , f l  in F u n d  E auf die Werthe 3 , 4 , . . .  besehrgnkt 
seien. Weiter denken wit  uns in F u n d  E die x , y ,  z zun'~ehst dureh 
die f , y , h  und xl, und dann die Gr~sssen y , , h ~ , f 2 , y ~ , h =  dureh die 
A , B ,  C , B ' , C '  und die abrigen f , y , h  ausgedraekt. Dutch diese 
linearen Transformationen wird an der Theilbarkeit  yon F dutch E 
niehts geandert. Der Ausdruek far E enthrdt dann nur  die Variablen 
f~, y~, h~, fz, Yz, ha, w~.hrend /~' sieh zun'aehst als eine ganze homogene 
Function zweiten Grades derselben f ,  y ,  h und von x~ darstellt, deren 

A' . enthalten. Coeffieienten die x ,  y ,  z nur in den Verbindungen A ,  , . .  

Setzen wit demgem/~ss an 

F = FoX  + F,z, + 

so mflssen rio, /7', /~'2 einzeln dureh E thei]bar sein. Nun sind die fi', 
und F2, wenn sit vorkomme? b in Bezug auf die f~, . . . ,  h~ yon der ersten, 
resp. nul]ten Ordnung, woraus wir sehliessen, dass sie in ~¥irkliehkeit 
identiseh versehwinden, dass also /~ sieh auf den Term P2 redueirt, und 
dass infolge dessen 

9F 
- - ~  O 

ist. Fiihrt man nun die Differentiation naeh u aus, so erh~lt, man 

= 

und hieraus 

Die vorstehende partielle Differentialgleichung far 9o kann nun, da die 
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A~,~,... die f ~ , . . . ,  h a nicht enthalten, nicht anders bestehen, als wenn 
die mit den f ,  g ,  h multiplicirten Glieder links und rechts einzeln ein- 
ander gleich sind, d. h. es ist 

A~,~ _ B~ B _ O,,~ --_ SX,,~ A,. a 
1%~ ¥~,,~ z~,~ S X~ a X~ a" 

Zu diesem System von Differentialgleichungen, welchc a us Grt'mden der 
Symmetrie auch noch gelten, wenn die Indices a ,  fl die Werthe i oder 
2 annehmen, gehoren zuni'rehst die vier Par t icu la rbsungen  

2 '  -' E,,~(x~ + 1:7 + z~). 
2 

(a=  1,2, ..., n) 

Es fragt sich nun, ob noch  andere gemeinsame Particularbsungen exi- 
st ben konnen. Die Integration der Gleichung 

A~.,~ B~ a 
X~ a I%~ 

ist dutch die drei Partieularlssungen L ' ,  M ' ,  T vollstandig ersch6pft, 
d. h. die weiteren noeh aufzusuehenden Partieularlssungen dt'lrfen als 
unabhi~ngig yon X~, X a , t~ , Ya vorausgesetzt werden. Dies fflhrt zu- 
ni~ehst zu der Gleichung 

(J~aa ~ O~ 

weleher die L~)sung N' gen~gt. Infolge dessen ksnnen die noeh etwa 
fehlenden LSsungen als unabh'~ngig auch yon Z~, Z~ vorausgesetzt wet.den. 
Es muss also, wenn noeh weitere LSsungen, die yon den gefundenen un- 
abh'angig sind, existiren, dureh einen yon X~, Y~, Z~ unabhi~nglgen Aus- 
druek ~0 das System 

a o~ :X~ = B~.~ : Yo~. = Q~ : Z ~  

oder 

befriedigt werden k~nnen, was offenbar nieht mc~glieh ist, wenn fo die 
Aria mathematica. I I .  Imprim~ le 29 Novembre 1887. 8 
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Xy }r , , >. Z r wirklieh enthMt. Wir sehliessen hieraus, dass der Ausdruek 
To die Variablen X ,  Y ,  Z nur in vier yon den x ,  y ,  z unabhangigen 
Verbindungen, n~,~mlich 17, M', N', T enthMt. Eliminirt man also aus 

To = ~(.4 , B , C, .4', B', C', X~, Y~, Z~, . . .  , X , ,  Y~, Zn) 

vier der X, Y, . . . ,  z. B. X1, Y~, Z~, X~ mittelst der Ausdri;tcke L', .M', N', T, 
so mtissen die fibrigen X ,  Y,  Z von selbst herausfallen. Man erkennt 
leicht, dass dann T0 die Gestalt 

T0 = ~ ( A ,  B ,  C,  A' ,  B ' ,  C', L ' ,  M',  N', T) 

annimmt, wo ~ eine ganze Function der darin vorkommenden Grsssen 
bedeutet. Hiermit sind wir im Wesentlichen an das Ziel gelangt. Ist 
ni~mlich 

Y ~ Z q'//,a mfl 

die Krrfftefunction, so sind die Ausdrficke 

A , B ,  C, A',  B', C', L", M' ,  .N', T - -  U 

homogene Integrale von der bier untersuchten Art. Der Ausdruck 

] = B ,  . . . ,  M ' ,  N ' ,  T - -  U) 

ist ein ebensolches Integral, welches entwickelt und nach den X ,  Y,  Z 
geordnet, mit dem hicr untersuchten Integral T in den Gliedern h6chster 
Ordnung, namlich in dem Anfangsterm T0 iibereinstimmt. Die Differenz 

T'----T - J  

ist wlederum ein Integral von derselben Art wie F, nur dams die Ord- 
hung in Bezug auf die X ,  Y, Z in T' um wenigstens eine Einheit nie- 
driger ist, als in T" Es lr~sst sich also yon dem vorgelegten Integral T 
stets ein aus den bekannten Integralen zusammengesetztes Integral in der 
Weise abspalten, dass das tibrig bleibende Integral nach den X ,  Y, Z 
von niedrigerer Ordnung ist als T" Wiederholt man diese Abspaltung, 
so gelangt man schliesslich zu einem Integral, welches die X ,  Y,  Z 
nieht enthrdt, welches sieh deshalb auf eine Constante reducirt. 
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Hierrnit haben wit den Satz gewonnen: 
Bei dam ¥ i e l k S r p e r - P r o b l e m  is~ der Kreis  der MgebrMsch  aus  den 

Coord inaten  a n d  G e s e h w i n d i g k e i t e n  z u s a m m e n g e s e t z t e n  a n d  y o n  t freien 

In tegra l e  v o l l s t ~ n d i g  mi t  den  b e k a n n t e n  In~egralen,  n ~ m l i c h  den Schwer-  

p u n k t s ~ t z e n ,  d e n o F l ~ c h e n s f i t z e n  und dem S a t z e  y o n  der l e b e n d i g e n  Kraft  

abgesch los sen .  

1 5. Aus dem gefundenen Ergebniss lassen sieh sofort einige weitere 
Folgerungen ziehen. Wir fflhren ein 

und sehreiben demgem~ss die lebendige Kraft in der Form 

T = + 7;. + ¢2); 

ferner setzen wir, wenn U wieder die Krgftefunetion bedeutet, 

T - -  U = H ,  

dann tmben die Bewegungsgleiehungen die Gestalt 

Diese G.leiehungen 
Variable 

~te,. 

transformirem wir, indem wir statt der x ,~ : , . . ,  neue 

/°1 , ' " ~ P3,,, ql , • -" , q~. 

dutch die Gleiehungen 

~V ~V ~V 

~V 

einftihren, wo V irgend eincn aus den Gr0ssen x ,  y ,  z ,  p zusammenge- 
setzten Ausdruek bedeutet. Die transformirten Gleichungen werden dann 
bekanntlich 

~f:t. ~H dt),,. ~H 
dt ~l~,~ ~ dt ~'l,~ 
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WO H durch die q ,  p ausgedrt'lckt zu denken ist. Wir wollen eine der- 
artige Transformation ft'lr das Dreik0rper-Problem wirklich durchft~hren; 
ftir das Vielk0rper-Problem gestaltet sich die Rechnung nicht wesentlich 
anders. 

Die den $, r], ~" correspondirenden Variablen sollen mit p,  p, , . . . , p s ,  
die den x, y, z entsprechenden mit q, q~,. . . ,  q8 bezeichnet werden. Ferner 
soll die transformirende Function V in Bezug auf die p homogen linear 
sein, woraus sofort folgt, dass man ansetzen kann 

V = - -  p q  + p l q l  + " "  + P s q s ,  

wo ft~r die q bestimmte Functionen der x , y ,  z gesetzt zu denken sind. 
Der Kfirze halber m0ge das Zeichen S e i n e  Summation fiber die drei 
Coordinatenaxen, das Zeichen ~ eine cyclische Summation t'lber die In- 
dices I , 2 , 3  bedeuten. Dies vorausgeschickt setzen wir zunachst an 

q~ : S ( ~ , -  ~,)', q] = S ( ~ . -  ~.)', ql = S ( x . -  x:)', 

d. h. die q~, q~, q3 sind die Distanzen der drei K0rper von einander. 
Welter sollen sein 

Endlich bilden wir mit den neun willkt~rlich gewahlten Constanten 

a I ~ b 1 , c x , a ~ ,  b 2 , c 2 , a.n, b ~ ,  c 3 , 

zwischen denen die Relationen 

Z a  I : Z b  I = Z c  I : o ,  

a2b. J ~ aab ~ = a.~b~ - -  axb. ~ = a l b  2 - -  a2b I --: I~ 

stattfinden sollen, die Ausdrtlcke 

: [Zal(Xl + i~l)]:q4' 
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dann haben wir die Transformationsgleichungen 

• • • , • * • • • , • 

a, --b,q q- pjb~ + pTnh , 

~-" P~'~'7~L ~' 
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Die p ergeben sich hieraus als lineare Funetionen der ~, 72, ~', mit Coef- 
ficienten, welche algebraisch v0n den x ,  y ,  z abh'~ingen. Aus diesen 
Gleichungen folgern wir zunachst 

Z ~ n  1 x  I = Z ~ l  = P 6 Z ~ ' I  ' 

d. h. die p , q  mit den Indices 6 , 7 , 8  sind, yon constanten Factoren 
abgesehen, gleich den Geschwindigkeiten und dell Coordinaten des Schwer- 
punktes. Welter bilden wit die complexe Verbindung der beiden ersten 
Fl~chensatze 

I X I ~I 

i Yl r)~ 

0 Z 1 

= p o E c ~ ( y l -  ix,) + qTp~ --q~p~ + i(qspo - -  q0p~) Z 

und den dritten Flachensatz 

Yl % 
E =ip4q4 + P~q, - -PdT"  
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Der Ausdruck far H endlich setzt sich zusammen aus den drei Gliedern 

i L "J[-- Z .I.Z {~)(al - -  bl q) + P ' q J ~ ' } l P "  (a3 - -  b.~q) - - P ~ ( a  2 - -  b2q ) - -  U,  
I q~ q~ 

+ X: 2 m ~  

.H"' = -~ (p~ + ~ + p~)Em,. 
2 

In den transformirten Differentialgleichungen 

dq.  _ ~ H dp~,. _ ~ H 
dt ~2~ ' dt ~ff~ 

(a=O, l ,  ...,8) 

spaltet sich jetzt zungchst das System 

dq,, ~H'"  dp~. ~H"' 

dt ~T~ ' dt ~ ' 
(a= 6, 7, 8) 

ab, dessen Integration dic Sehwerpunktsatze liefcrt. Nehmen wir den 
Schwerpunkt als Coordinatenanfang, so haben wit dig p ,  q mit den In- 
dices 6 ,  7 , 8  einfach gleich Null zu setzen, und erhalten das System 
zwolfter Ordnung 

~ , ,  a (H' + H"), - -  
dt Op, dt ~ ( H '  + H " ) .  

(a=O, I, ..., .5) 

W~hlt m'm ferner die invariable Ebene als x y - E b e n e ,  so ist p~ gleich Null 
zu setzen. Infolge dessen reducirt sich das S3Tstem zw01ffer Ordnung auf 
ein System zehnter Ordnung mit den Variablen p , . . . , p 4 , q , . . . , q 4  
und auf eine Quadratur zur Bestimmung von qa. Das letztgenannte 

System hut die Form 

dt ~2~ ' dt ~q~ ' 
(~=0,  1,.. . ,4) 
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und giebt, da H' die Variablen P4 und q4 nur zu dem Producte P4q4 

verbunden enthi~lt, in Folge der Gleichungen 

die Relation 

dq, __ OH dp, __ ~H 
dt O(r,q, ) q4, dt 0(io,q,) P4 

d(p,q,) - -  
dt o,  

welche sich vorhersehen liess, da i~v4q ~ unter den gemachten Voraus- 
setzungen das dritte Flachenintegral ist. Von dem System zehnter Ord- 
hung spaltet sich also das System achter Ordnung 

dq~ OH' alp, __ OH' 
d t  ----- Op. ' d t  Oq,~ 

- -  ) ( a = O ;  I ,  2,  3)  

ab, wo in H '  an Stelle yon p~q~ eine Constante zu schreiben ist, die 
wir mit k bezeichnen wollen. 
liefern dann den Ausdruck far 

durch eine Quadratur. 

Die beiden ilbrig bleibenden Gleichungen 

log q' 
r~ 

16. Um das System achter Ordnung noch welter zu reduciren, 
schreiben wir 

H '  = H i p  + H~,  

wo H a und H 2 offenbar von p frei sind. Ferner setzen wir an 

L _ _ p + H ,  - H '  H, - - p - t - K - - - - o ,  

und ksnnen dann die Gleichungen zunachst in der Form 

dq~ _~ 05 . oh d~)~ _ o h .  o5 
dt o2~" oH' ' dt oq~" oH' 

schreiben, wo nach Ausft~hrung der partiellen Differentiationen ft~r H '  

wieder der ursprt~ngliche Ausdruck gesetzt zu denken ist. Wegen der 
Relation 

dq ~h 
dt vH' 
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folgt aber ffir a---- I ,  ~, 3 

dq~ OK dp~ OK 
dg Opt, ' d~ OCl,, 

Ft~r das vorstehende System sechster Ordnung ist der in h" auftretende 
Ausdruck H '  ein Integral, wir dtlrfen also ftir H '  eine Constante - - h  
schreiben und haben damit das Problem auf die Integration eines Systems 
sechster Ordnung und die Quadratur 

dp 0K 
dff 0~ 

z uriickgeft~hrt. 
Eine weitere Reduction als auf dieses System sechster Ordnung, 

welches schon mehrfach, wenn auch in abweichender Gestalt, abgeleitet 
worden ist, l'~sst sich, wie aus den Untersuchungen yon Herrn LIE t~ber 
Gruppen (Mathem.  A n n a l e n ,  Bd. 8) hervorgeht, an der Hand der 
bisher bekannten Integrale nicht erreichen. Der vollstandige Ausdruck 
ftir ~ hat die Gestalt 

K_tI ,  +h 
1t,  ' 

q, 

~, = (~, - b,q)[ ~ ' -  b'q~, %--b,q]m~ , etc., 

= kI l-blq/I m-~ m~ ' etc., 

U ~ Z mg,.a,b.~ . 
ql 

Es l~sst sich jetzt unschwer zeigen, dass unser System sechster Ord- 
nung keine algebraischen Integrale besitzt. Angenommen es existirte ein 
algebraisch aus den p , q  zusammengesetztes Integral, dann ergiebt sich 
zunachst, weil K elne rationale Function der p , q  ist, die in § 2 be- 
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nutzte Schlussweise, dass dieses Integral ~ich als eine algebraische Ver- 
bindung yon Integralen darstellen l~sst, welche die p ,  q nur rational ent- 
halten. F(~r  die rationalen Integrale ferner zeigt die in § 3 benutzte 
Methode der unbestimmten Coefficienten, dass in diesen Integralen die in 
K auftretenden Constanten, namlich die m, a ,  b, c,  k,  h nur in alge- 
braischen Verbindungen vorkommen kSnnen. Setzt man nun in einem sol- 
chen rationalen Integral ft~r die p ,  q ihre Ausdrt~eke durch die urspriing- 
lichen Variablen x ,  y ,  z,  $, 7], ¢" und ferner ft'w die Constan~en k und 
h, welche ja algebraische Integrale bedeuten, ebenfalls ihrc Ausdr('lcke 
durch die ursprt'mglichen Variablen, so gelangt man zu einem Integrale 
des Dreikorper.Problems, welches die Coordinaten und die Geschwindig- 
keiten nut algebraisch enth'~lt. Ein derartiges Integral reducirt sich aber 
allemal, wenn man den Schwerpunkt als Coordinatenanfang und die in- 
variable Ebene als xy-Ebene wahlt, auf eine algebraische Function yon 
h und k allein, womit offenbar die Nichtexistenz algebraischer Integrale 
ft'u" alas System sechster Ordnung bewiesen ist. 

Bei den bisher mittelst tier HA~imTox-JAcom'sehen Methoden er- 
ledigten Problemen der analytischen Mechanik beruht die Lssung im 
Allgemeinen darauf, dass man, nt)thigenfalls durch eine passende Trans- 
formation, eine sogenannte Trennung tier Variablen herbeifi'd~rt. Dieses 
Princip l~sst sich etwas allgemeiner, als es bei JAcom geschieht, folgen- 
dermassen formuliren. Gegeben ist das kanonische System 

dq,~ _ _  a H ,.t2>,~ _ _  a H 

1 1 =  f ( q  , q ,  , . . .  , q , ,  p ,  , . . . ,  p . ) ;  

die Variablen lassen sicll trennen, wenn zwischen den Variablen q . . . . .  q,, 
p~ , . . . ,  p,, einer neuen Variablen p und gewissen Parametern c~ , e~, . . .  
Gleichungen yon der Form 

t I , ( p ,  q ,  c ,  , e,2, . . . )  = o ,  t I , ( p ,  , q ,  , c ,  , c ,2 ,  . . .) --= o, etc. 

aufgestellt werden kSnnen, welehe folgenden Bedingungen geni'lgen: i ° die 
Anzahl der Gleiehungen und der Parameter c ist gleich der Anzahl der 
Variablenpaare p ,  q ; p~, qi ; " "  ; 2° jede Gleichung enthMt nur ein Va- 
riablenpaar; 3 ° eliminirt man mittelst dcr angegebenen Glcichungen aus 
dem Ausdrucke 

p +  H 
Aeta mathematiea.  11. [mpr imd le 9 Ddcembre 1887. 9 
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je einc Componente eines Paares, so fallen die andercn Componenten yon 
selbst heraus, d. h. der genannte Ausdruck verwandelt sich in eine yon 
den p , q  freie Function der Parameter c. Aus diesen Eigenschaften folgt 
dann welter, dass, wenn man die Gleichungen H~, H~,. . .  nach den c 
aufl~st, die fClr die c sich ergebenden Ausdracke ]ntegrale des vorgelegten 
Problems sind. 

Aus diesen Bemerkungen l'~sst sieh das Ergebniss ableiten, dass es 
nicht m0glich ist, bei unserem System sechster Ordnung eine Trennung 
der Variablen dureh rein algebraisehe Beri~hrungstransformationen, d. h. 
Tra.nsformationen, bei welchen die kanonische Form der Differential- 
gleidmngen erhalten bldbt, herbeizufi.'fln'en. Bei einer algebraischen Trans- 
form%tion Wamlich verwandelt sieh K in eine algebra,isehe Function der 
neuen Variablen. Wenn nun in diesem Falle eine Trennung nach den 
neuen Variablcn m,'.~glich ist, so lassen sich die Parameter c stets so w,'~hlen, 
da,~s die Zusatzglcichungen 

tt~ = o ,  1[~ = o ,  

die Vari,qblen m~d die Parameter mlr n lgebraisch enthalten. Man wnrd~ 
hiermit auf algebraische Integrale des System,~ seehster Ordnung geft'thrt. 
Darnflch .~ind al,~o die Transforma.tionen, welehe die Trennung der Va- 
rial)len gestatten, nothwendiger Weise transcendent, ebenso wie die noch 
fehlenden Integrale. 

1)urch (lie vorstehenden Betrachtungen i,¢t nun allerdings noeh nicht 
die M(~gliehkeit ausgesehlossen, dass man nicht auf a]gebraisehem Wege 
wenigstens zu einem neuen Integrale gelangen konnte, Diese Frage ist. 
im Wesentlichen gleiehbedeutend mit der andern: existiren Integrale, 
welehe durch Quadraturen abet algebraisehe Ausdrfmke der p ,  q ent- 
stehen? Die Erledigung dieser Frage, zu welcher man naeh Ersehopfung 
des Gebiete,~ der algebraisehen Integrate aueh noeh dureh [.rberlegungen 
ganz anderer Art hingedra,ngt wird, w a r &  auf dem hier eingesehlagenen 
Wege als der n'aehste nothwendige Schritt erscheinen, bevor ma.n den 
Versueh maeht, in den Differentialgleichungen selbst Fingerzeige bezt~g. 
lich dee ft~r das Problem an~emessenen transcendenten Transformationen 
gllfZIl,4ll(~h(ql. 
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I I .  

1 7. In der vorangehenden Abtheilung habe ieh gezeigt, dass bei 
dem Vielksrper-Problem die Gesanllntheit der yogi der Zeit t freien, al- 
gebraisehen Integrale erhalten wird, wenn man arts den neun bekannten 
Integralen dieser Art alle m~)glichen algebraischen Verbindungen bildet. 
Als Lrganzung hierzu wollen wir nun noch den Fall behandeln, dass 
ein Integral ausser den Coordinaten und Ges,-hwindigkeiten aueh noch 
die Variable t algebraiseh enthalt, wie dies ja bei den Schwerpunkts- 
Integralen eintreten kann. Zu dem Ende denken wit uns das System 

= s), (a=l,'2, . . . ,  'O  

yon I)ifferentialgleichungen vorgelegt, in welchem die f rationale Func- 
tionen der x und einer einzigen, algebraisch yon den x abh~tngenden h'- 
rationalit~t s bedeuter~, wi~hrend t weder in den /~ noch in s exl)licite 
vorkommt. Dieses System ist offenbar noeh allgemeiner, als das in § 2 
zu Grunde gelegte. Ist nun 9~ tin algebraisch yon den Variablen x ,  t 
abh~,ngendes Integral, so zeigt man zunaehst durch die frt'd~er benutzten 
Uberlegungen, dass sich ~ algebraiseh aus Integralen von der Form 
~ ( x ,  s ,  t) zusammensetzen lasst. Wit  nehmen deshalb an, dass 9~ yon 
vornherein die Gestalt ~ ( x ,  s ,  t) besitze, denken uns claim V als Quo- 
tienten zweier Polynome yon der Form ~ ( x ,  s ,  t) gesehrieben, und in 
Zahler und Nenner die Linearfaetoren v o n d e r  Form 

t - - t  1, t - - t .  2, . . 

aufgesucht, ill denen die tl ,  t , ~ , . . ,  algebraische und yon t freie Func- 
tionen der x sind. Bildet man jetzt die vollstandige log,rithmische Ab- 
leitung von'9, nach t and beachtet, dass in den Differentialgleichungen 
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t nieht explieite wM~ommt, so erkennt man, dass die angegebenen Li- 
nearfitetoren sammtlieh Integrale sind, und dass ferner der naeh Unter- 
dr~ekung dieser Faetoren in f labrigbleibende Bestandtheil vonder  Form 
N(x,  s) ebenfalls Integral ist. Die verschiedenen in t linearen Integrale 
unterseheiden sieh yon einander mn algebraisehe und von t freie Integrale. 
Hiernaeh ist zur Aufstellung aller Integrale der betraehteten Art nut 
erforderlieh zu kennen I ° alle algebraisehen und yon t freien Integrale, 
_,° ein einziges yon t abh:,~ngiges Integral der Form t - - t ~ .  Beim Viel- 
k0rper-Problem ist deshalb das Gebiet aller algebraisehen Integrale dureh 
die bekannten zehn v~llig erseh5pft. 

1S. Am Sehlusse der ersten Abtheilung waren Betraehtungen 
tLber die Frage angestellt worden, wie weit es msglieh sei, dureh alge- 
braisehe Transformationen der Losung des Vielk~srper-Problems n'aher zu 
kommen. In dem Naehstehenden soll dieser Gegenstand welter verfolgt 
werden, wobei wir uns einstweilen auf das Dreikorper-Problem besehran- 
ken. Urn spater den Gedankengang nieht zu unterbreehen, sollen zu- 
naehst gewisse Nebenuntersuehungen vorweg erledigt werden. 

In § 15 waren die Bewegungsgleiehungen dureh Benutzung der 
Sehwerlmnkts- und Flrmhens'atze auf ein System aehter Ordnung 

• , l q ~  _ _  ~ 1 t '  d l , , ~  _ _  ~ t 1 '  

dt ~tJ,~ dt  3~t,,. 
L,z= 0, 1, 2, 3) 

reducirt worden, in welehem die Variablen nur noeh von der Configura- 
tion des K6rpersystems abhangen. Die Gleichungen enthalten ausser den 
vier Paaren abhttngiger Variablen p,  q , . . .  an Constanten die drei Massen 
m,, die Grt~sse k und die sechs Gr6ssen a , , ,  b , .  Die Grssse i k  ist der 
constante Werth des dritten Flhchenintegrals, wenn dic invariable Ebene 
a ls Fundamentalebene gew;ahlt wird; die Constanten a~, b, konnten in- 
nerhalb der Einschr~nkungen 

a~b a - -  aab  2 : a:~b~ ~ a l b  a = a~b 2 ~ a~b~ = I 

willkarlich gewMflt werden. Bildct man mittelst der transformirenden 
Function 

I , 2 
V = r ( / +  ?. ~ q ~ ,  ~=1,2,3> 
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die Substitutionsgleichungen 

~ V  ~ V  
l ) - -  , 8 - -  , 

~q ~r 

~V ~V 
p, , .  = : : - ,  s,,. - -  c , ~ - 1 , , , 3 )  

aus denen 

r - -  p ,  s . . . .  q ,  

r a ~ - -  ~ S a - - - -  _ q ~  
(iqo: ' O 

folgt, so werden die Bewegungsgleichungen 

ds.. ~ H ' dr,~. ~ t1' 
( tz=O,  1, 2, 3) 

hn Folgenden werden wir, je nach Umstanden, das System der p ,  q 
oder r ,  s benutzen, jedoch ft'lr das eine Paar r ,  s die ursprt'mgliche Be- 
zeiehnung p,  q beibehalten. Ferner soll wie frOher das Zeichen ~ ohne 
Summationsbuchstaben eine cyclische Summation fiber die Indices I, 2,3 
bedeuten. Dies festgesetzt stellen wir zuerst die weiterhin benutzten Ab- 
ktirzungen und Relationen zusammen. Es sei 

(jTt ~ E F 1 8 1  

D ~:r2'r~, D' ~ r, + r, 
m ~  

L 2 = C ' D ' - - C D ,  

= = Mo + M,q + M,q", 

a.~ - -  b.~q "% - -  b3q~ etc. 

Mo = EMo~r,,,~ M, = EM~oro,~ M, = Z M,~ro, 
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-(~), etc. 

(~ 
"*'1/'tl : - -  ( l l  \~/t~,a 

b~)- -b , ( ' - "  '"" ), ctc- 

"~/:~1 . . . .  bx , e t c .  

l i fO ~ ~1~, 1 .3[_ .ill. 2 . - ~  .]1~.3, 
• 11~ o 

II~. 4 " " II~ l I l l  2 ~1~.~ ~ ~l~ : - -  
'J)@~ 4 

y~o = 5-,  I,: ' gHq 

¢~.lbl  
- - - -  . ) 

JAI .llll ? I I .  l 

#o#~ --#~#~ ..... m. 

(~ 
L 1 : £ I" l ( I j V m 2  

1, , ]  .... -- Y.L,.,,',,, 
'm.,3 / a " " 

Lll ~ a, \.,..~ 
/,:, )~, etc. 

'DT, :1 .' 
/ 

-'~ LI,L . . . . .  l i t .  
,L 

Ffir die M ,  L bcstchcn, wcnn /i , /~,  [i, drci willkflrlichc Zahlen bedeuten, 
die zusammcnfasscndc 1)ctermina, nten-Relationen 

) . ) . ?i,l, I ) 
I f . ,  M.:,., ~11o~ i - # ,  . 7 , '  

i f  o ,  & , ~ ,  M0,.  I = - -  , , , Z f , % % ,  

l f, L,o. MI. l =  m~'ti(%b3 + aab~) + & ~  f' 

]f~ L,. 312~l = - - m Z f ,  b2b3--/-lo£ /A. 
@ ~ i t  
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o = Z#,,,. M,,,,. = El,,,,,. . M , , ,  

"1 l '  ~ 
4 . ~ [ o , M ,  ' - -  ]~. '[ , tM,,  . . . . . .  (;;;; + ~.,): , etc. 

(~s's ] ) " I ~l~..a ) 4(Mo=M2a q- Mo:,3/-~= ) - -2M,~M~a  . . . . . . .  2 .  .. + %. (,;,;. + -k 4,n, etc. 

4 M o M  ~ - -  21'I~ jIl~ = 4 r o D  - -  D ' D ' .  

Die letzte Relation lehrt, dass der Ausdruck H~, als Function yon 
q.  r~, r 2 , % betrachtet, i rreductibel  ist. Setzen wir endlich noch an 

~,B,.r 1 ~ ]~:~rl(a I - - b , q ) ( ~  m~/b'~ ~ 

= k L ,  - -  kqMT.2, 

q, 

II~ ~ Lo. + ]cL 1 - - k q M  2 - -  U ,  

so ist der zur Bildnng der Differentialgleichungen erforderliehe Ausdruck 
H '  gegeben dm'ch 

H ' = p H ,  + H~ . 

Die mit H '  gebildeten Bewegungsgleiehungen wollen wir kurz als das 
System aehter Ordnung bezeiehnen. Der Ausdruek H '  ist die Differenz 
))lebendige Kraft  minus Kr'Aftefunetiom). Bezeielmet man den eonstanten 
Werth dicser Differenz wie f raher  mit  - - h  und setzt 

a t =  + 1,):H,, 

so erhMt ma,n das von p und t freie ))System seehster 0rdnung)~ 

dq~ aK dp~ __. aK 
dq 92~' dq aq. 
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F~'agt man hierzu die Gleichung 

dt H 
dq :" '1,  

I 

so erh;dt , ram das )>System siebenter Ordnung)), weldles sieh aus dem 8. 
Ordnung dadurch ergiebt, dass man mittelst des Integrals der lebendigen 
Kraft die Variable p fortsehafft und q an Stelle von t als unabh':mgige 
Va.riable einfcd~rt. Umgekehrt kann man yon dem System 7- Ordnung 
zu dem 8. Ordnung dadurch gelangen, dass man "u~ Stelle der Constante 
h die Variable p dutch die Gleichung 

p/t, + H= + h . - -o  
einf~hrt. 

19 .  Die in H '  und K auftretenden Constanten a, b konnien inner- 
ball) der oben erw'ahnten Einsehritnkungen v~llig beliebig gewh.hlt werden, 
und man h'a.tte z. B. ohne die Allgemeinh(,it der Unter.~uehung zu beein- 
tri~chtigen das specielle Werth,~ystem 

O, I - - -  I ~ ff.~ . . . .  O ~  (t a = =  I I 

b I ' :  O ,  b~t . ~  I . b:l . . . . .  I 

zu Grunde legen konnen, l)e,' Symmetrie halber wollen wir jedoch die 
a ,  b unbestimmt lassen, und zeigen, wie sich die ffir zwei versehiedene 
Werthsysteme der a ,  b geltenden Differentialgleiclmngen in einander fiber- 
fi;dlren lqssen. Es seien ct. b, c. d v i e r  willkfirliche, nur der 1,~mschr,t.nk- 

U l l g  

ad- -b t : - - -  I 

unterworfene Constanten. Man setze an 

a,, = aa~ + IA:, h,~ - -  ca," + dt ,: ,  

dann ist 
I .'o b~', ~ a~ b; --= x, etc.. 

d. !i. die a', b' geniigen denselben Bedingungen wie die u.rsprt'mgliehen 

a ,  b. Ferner sei 
a q ' T b  

q = = e q ' + d '  
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wo q' eine neue anstatt q in das System 7. Ordnung einzuft'dn'ende un- 
abh'~ngige Variable bedeutet; dann ist 

,,,~ - -  b , ~ q  = (a; - -  ~;q,): ( c¢  + d.), 

(eq' + d)~It, = Xr,(a; - -  otq" ,,/a')[ --.,..~b'~q' o'3--%l,~q") = tl;, 

X B ,  r, - -  kc(eq '  + d ) I ! ,  = k Z r , ( a ' t  - -  b ;q ' ) (  b; b'., ) .  
", 971'2 q~?'s / 

Schreibt man also in K anstatt q und anstatt der a ,  b resp. q' und a', b', 
so erhMt man far den so entstehenden Ausdruck K' die Relationen 

K, 
K k," 

(e!l' + d)" ,'q' + d 

K = K ' ( . /  + d) -~ + Z-~ (,:q' + d). 

Beachtet man nun noeh die Oleichung 

dq = @':(eq' + d)~, 

so erkennt man leicht, dass das System 7. Ordnung naeh Einft~tmmg 
yon q' die Form 

,lq, __ ~K'  dp~, __ ~K'  dt 
dq' ~2,~ ' dq' ~q,,. ' dq" : I : H~ 

annimmt. 

Von den aeht Variablen .~), q besitzen drei, nrnnlich q~, q~, q3, eine 
einfaehe geometrische Bedentnng, indem sie die gegenseitigen Distanzen 
der drei K~srper darstellen. Wit  wollen mm auch ft~r die tlbrigen Va- 
riablen den Znsammenhang mit 'den ursprt'mglichen Bestimmungsstt'mken, 
niimlich derJ Coordinaten und Geschwindigkeiten aufsuchen. Es seien 
X ,  Y, Z und 32, Y', Z' die auf den Schwerpunkt und auf tin beliebig 
gerichtetes Axensystem bezogenen Coordinaten und Geschwindigkeiten, 
ferner ~,  y ,  z und x' ,  y ' ,  z' die analogen Grsssen, wenn die invariable 

Ac ta  mathemat iea .  11, lmprimb, le 14 D~'~eembre 1887. 10 
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Ebene als xy-Ebene gew~hlt wird. Bedeuten k I k~ ~:3 die 
Werthe der drei Flachensil.tze ffar das erste Axensystem, so ist 

Die x , y , z  hltngen 
tion der Form 

Zll ga Ill lllo.n) f i l l '  

gilt. Nun war 

constanten 

~7,. 
Z' "7" x, ,  x;: ' 

],~ + ]4 + :,~ + : :  =- o .  

x ~  x: / 
l z  . cz 

mit den X,  V, Z dui'eh eine orthogonale Substitu- 

. r . -  . X +  b 1"+ c Z, 

: l = = . ' X + b '  I" + c' Z, 

z : a " X +  b " l ' + c " Z ,  

wel(,he (lie llelation 

andererseits ist 

q .... x , , , , ( , , ,  + ;.,/,,): + iy,,); 

:r + i.,/=:= x(a  + i,') + )'(:, + i:,') + z(,~ + ie'), 

z . " ( ( , -  i,.')(.~. + i:/) =:: x ( k  ~ + z.~) + r(k,1,-.: + z.z.~) + z ( / , . , z .~ -  kk..O, 

folglicll 

wenn 

gesetzt wird. 
gegeben. 

q - -  qol : qo'l, 

qt,,~ = ~b,~lX,,(k', . + ]d) + I;~(]:,/,-o. + kZ-~) + Z,(/,',7,':)-/,Z'~)} 

Hiermit ist offenbar der gesuehte Zusammenhang fllr q 
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Um den analogen Zusammenhang fth' (lie p nachzuweisen, benutzen 
wir die Differentialgleichungen 

d~l i i  I ~. A 1 r~ 
dt 

-d-[. - ;;(, -4- ~ + l)'s, --- (:(G -}- r:~) + A,p + n I . 

deren Aufl0su,ig na(:h den r tllid nach 2J die gcsuchtcli Beziehungen liefcrt. 
Zur Abk0rzmtg setzen wir 

s',, =- ~ . s L -  2s,., .~; + s[; - -  2s~, etc., 

A~, : ~ A  1 - -  2A,, ,  A'~. + A~ := 2Al, etc., 

B,'. = ~ B , -  2IJ,,, B.  --{- B~ 2B t ,  etc., 

A = E s ,  si 

: 2 Z s . ~ s , -  Es~  

A ist offenbar 
bildeten Drciecks. 

das 4-fachc Quadrat  des yon den drei Korpern ge- 
Welter sei 

7 '  1 : =  X . ' i l , ~ '  l "-- XA'181, 
t ~/'2 == XBAa'I ~-'BIsI, 

v, - -  Z A ,  A',,  

V. 2 = Z A , / 3 i  = Z A ;  B , ,  

I~V~ - -  X A t , " ,  . ~-.A'~st - A ~ . A ~  A't 

: :t'~--Av,, 

W., --~ X A , s ' , .  X B ,  s l -  A X A x B ;  

= 'J:r,- a v , ,  
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dann wird 
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d A ds, 

.... 2 A D' + 1)'_1'1 + 21'~ , 

,lC 
dt - -  m(:C'  + k), 

/ ds, 2C' 
dt mt 

+ D ' s ' L -  2Crj + Alp + B;, 

dt ~i + pv,  + v~, 

dA 

2A dC ,dA  2A dS'j 
mn h dt + Si ~-~ dt 

2Ak  
- -  m, + 4UA,', + 2 p ( s ] / ' ~ -  AA;) + 2( s ' ,T . . -  AB;). 

Hicrnach sind p trod p,. linear dutch dic Ablcitungcn dcr q,  q~ aus- 
gcdrilckt; die Coefficientcn in diesen lineareu Ausdracken besitzcn den 
gemeinsamcn Nenner 

CA W, . 

Es mag hicr noch bemcrkt werden, dass die Grossen 

7 ,q ,~ ,P ,P ,~ ,  k ,  1,;,, h, 

wenn sie durch die ursprtlnglichen Variablen X ,  X ' . . . .  ausgedrt'mkt 
werden, homogen im Sinne des § 4 sin& Infolge dessen bleiben die drei 
reducirten Systeme yon Differentialgleichungen, n~mlich das System 6., 7, 
8. Ordnung, ungeandert, wenn jede darin vorkommendc Grosse mit der 
ihrer Dimension entsprechenden Potenz eilleS constanten Proportionalititts . 
Factors multiplicirt wird. 

20 .  Als nachste Aufgabe behandeln wir die Aufsuchung der zu 
dem System 7. Ordnung geh0rigen Intcgralgleichungen yon der Form 

~°,(t, q,  e,,, ~ ) .  
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l)ass welfigstens eine solche lntegralgleiehung, nAInlich die Bedingung 
fiir die Bewegung der drei Korper in einer Lbene, vorhandell ist, lgsst 
sich yon vornherein unschwer dureh geometrisehe l]berlegungen zeigen; 
kS kommt jedoeh wesentlich darauf  an nachzuweisen, dass nut  diese einc 
existirt. Es sei F eine irreductible ganzc Function der acht Variablen 
t .  q,  q . ,  p.; schreibt man 

q4 = qlq2q~, l ( - - q ' H "  + ~],h 
q4 Hi  

so sind in K Zfthler und Nenner von der Form ~ (p ,  9) und man er- 
kennt, dass der Ausdruek 

d~ ~ 
dot ~, ,,. ~,%, ~++. -~l),~ % , / +  ~ ' H ,  

durch Multiplication mit (q ,H~)"  ebenfalls die Gestalt c: . , ( p  , q) unnimmt. 
Weml also F eine Integralgleichung ist, so muss 

('h H;) ~ d log f 
,.l~ 1 o>, to := e3(t , l~ , (]) 

sein. Wcnn t in F wirklicll vorkommt, so kommn wir schreiben 

F =:  1L t~ + t , , r - '  + . . .  + t'~, 

wo ~ lnindestens gleich Elns ist. Bildct man, indem fi'u" den Augenblick 
t als unabh~ngige Variable genommen wird, die vollsV,~ndige Ablei tung 
yon F naeh t, so ist diese naeh t h5ehstens vom Grade v, d. h. die lo- 
garithmisehe Ablei tung frei von t. Hieraus ergebcn sieh, wenn 

gesetzt wird, die Bedingungen 

d log F w' 
dt 

also 

d. h. es w~re 

d Po 
,~t - -  o / t 'o  '~Po + d r ,  

' d t  - -  ° ) ' P 1  ' 

'~+~ - ~ o ,  

el , t +  
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ein Integral des Systems 7. Ordnung. Da ein Integral  dieser t o r m  ft'lt ~ 
die relativen Bewegungen der drei Korper, ~,ie wir wissen, nicht existirt, 

so schliessen wir, dass t in 9~ nicht vorkommt.  
Durch die bereits mehrfach benutzte Betrachtungsweise zeigt man 

ferner, dass die Coefficienten in 9 sich allemal darstellen lassen mt'~ssen 
a ls algebraische Functionen der in den Differentialgleichungen auftreten- 
den Constanten m ,  a,, b,  h ,  k und eventuell  gewisser, ausserdem noch 
auftretender constanter Parameter. Mit Rt~cksicht hierauf denken wir uns 
die Coeffieienten in 9~ dargestellt als rationale Functionen jener Constantcn 
u ,d  einer algebraisch VOll denselben abhrmgenden Irrationaliti~t 1', welche 
als ~Vurzel einer gewissen irreductiblen Gleictmug definirt ist. Die Be- 

dingung 
"" ,2dlog V 

(j,H~) ....... ;!q --  ,,~ 

gilt dann fftr alle Wurzelwerthe 1'. Bilden wit jetzt (lie Summe fd)er 
die den einzelnen / '  cntsprcchenden Bedingungen, so erlmlten wit 

( 3 : )  ( 'z ,H1) ~ ' log  ¢ _ ,2 
dq 

wo O das l)rodu(:t der cinzelnen ~ und !2 die Summe der einzelnen to 
bedeutet. 1)ic ¢ und !2 sind dann yon der Irrationalitat 1' fl'ei und wir 
k5nneu uns auf die Aufsuchung der Integralgleichungen wm der ForJn 
tP beschri~nken, da man yon ~1) r~'lckwarts durch Zerlegung in Factoren 
zu den ~ gclangt. Die Hinzufflgung oder Unterdrockung constanter Fac- 
torcn ist auf da~ Bestehen der Bcdingung (32)offenbar  ohne Einfluss; 
wir dt'lrfen deslmlb V als eine gauze Function nieht bloss der Variablen 
p , q ,  sondern auch der Constanten m , a , b , h , k  und der etwa auftre- 
tcnden constanten Parameter c~,c..,.., voraussetzcn und ferner annehmen, 
dass ¢P keine von den Variablen p ,  q freicn Theiler der Form 

(~j~ , . , b, h,  1,', c ,  , c ~  , . . .) 

besitze. Der Ausdruck ~2 ist dann sicher yon der Form 

~(p, q, h, k, c,, c~, . . .).  

Wit  wollen nuu zungchst zeigen, dass ~1) parameterfrei ist. Wenn 
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namlieh rP einen Parameter  - -  sa.gen wir c - -  enthMt, so denken wir 
uns ~ naeh c geordnet und 

¢ =-  4)oe" + ¢~e '-~ + . . .  + ¢~ 

gesehrieben. Da L2 in c vom 61rade Null ist, so erhalten wir 

_,2 (,/~ g~)---~- - -  ~ l o ¢  ¢o = ,z l o g  ¢ ,  - 
dq. ,h 1 

d. h. dot Quotient zweier ¢,~ ist ein rational aus den p ,  q gebildetes In- 
tegral des Systems 7. Ordnung, redueirt sieh also, da solehe Integrale 
nicht existiren, auf cine Constante. Infolge dessen konnte ein Parameter  
c in q) nur in einem yon den Variablen 2 ,  q freien Theiler enthalten 
sein. D,t solche Theiler yon vornherein unterdrfmkt werden sollten, so 
ist r]) pa.rameterfrei mid deswegen aueh homogen in den I)hnensionen. 

Der Ausdruek ¢ kann den Theiler q4H~ enthalten. Ffdlren wit, 
wenn u ,  v zwei Funetionen der Variablen p ,  q bedeuten, das bekannte 
Operationssymbol 

ein, so wird 

'_!__!Og (~. H,) _ ~ lo~ ('l, H,) 
dq ~q 

F (iogq~l[, q, hr + q,h, I 
, , j , .~  - / '  

(q4 I11 ) 2d' log (/]4H1)(~q - -  q4 [I1 ~ ((J~ HI)~ "J[-" (q4[[l'. qtI['l "4- q4ll)" 

ttiernaeh kSnnen wit uns in ~/~ den etwa vorkommenden Theiler q4H~ 
unterdraekt  denken, ohne dass dadureh an der Bedingnng (3 2 ) etwas 
\Vesentliehes geiindert wird. Dies festgesetzt fnhren wlr jetzt in ¢ und 
-q anstatt 1~ die Variable p dureh die Gleiehung 

I, = - -  1 , H ,  - -  ~ 

ein. Beide Ausdrneke bleiben dabei in Bezug a.uf q,p, l )~ ganz rational, 
k~6nnen d'lgegen in Bezug auf die q,, Nenner enthalien, welehe jedoeh nur 
Potenzen der q~ al.~ Theiler besitzen, gehen  wir, entspreAwnd der ge- 
maehten Snb.~titnti.n, van dem Systeln 7. Ordnm~g anf da.a. 8. Ord- 
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nung fiber und ffihren t als unabh'~ngige Variable Gin, so konnen wir 
sehreiben 

,l l o g o  _ o :  (q~ I 1 , )  = ~2', 
d t  "" 

wo .(2', da tl) nieht den Theiler q4H~ besitzt, im Nenner sigher nur Po- 
tenzen der q, als Yhed(.r enthMt. Ffihren wir welter fftr die 1) ihre in 
§ 19 gegebenen linearen Ausdrf|cke dureh die 

d~t ds,, 

d t  ' d t  

ein, so werden ¢ und 9' ganze Funetionen dieser Ableitungen und ent- 
halten in den Nennern als Theiler nut  Potenzen von q,~, C,  A und IV.... 
Fahr t  man endlich start der q , . . .  ihre Ausdrficke dutch die rechtwink- 
ligen, auf den Schwerpunkt  und ein willkfirlich gerichtetes Axensystem 
1)ezogenen Coordinaten und Geschwindigkeiten X ,  X ' , . . .  ein, und denkt 
sieh aueh die in q vorkommenden Grossen k~, k..,, k:~, sowie die dureh 
die Gleiclmng 

bedtimlnte Quadratwurzel  l,: dureh die X ,  X', . . .  ausgedrfiekt, dO wird ¢ 
eine lntGgralgleiehung tier ursprt'mgliehen BewegmlgsgleiGhnngen, welGhe 

die Form 
¢ x ,  . . . ,  z.) 

besitzt, im Nenner jedoch die GesGhwindigkciten nur in den vier Verbind- 
ungGn ],',~, k enth'Mt. Das Gleiche gilt von der Form (led Auddruekes !2'. 

Fs werde jetzt mit 4)~ dab Product deljenigen Theiler im Zithler 
yon ¢ bezeiehnet, welche sieh, ald Funetionen der X ' , . . .  betraehtet, 
nieht dureh die ],',~, k allein auddraeken lassen, und es dei 

~/) ..... (]) ¢.~, d log ¢ ,  _ o ,l log. (I)~ ...... o 

dann i.~t o genau yon derselben Form wie 9' und dasselbe gilt. wogen 

() ::-. O' _ _  O 
" ' 1  . . . .  2 

auch yon 9~. Weiter erkennt man, (lass wegen der t'd)er ¢1 gemaehten 
Festsetzungen .~21 in Wirkl iehkei t  im Nenner nnr Potenzen der q, ald 
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Theiler el~thalten kann; ¢~ ist also, wenn es sich nicht etwa auf eine 
Constante reducirt, eine Integralgleichung ft'tr die Bewegung rclativ um 
den Schwerpunkt. Schreibt man mit ROcksicht auf  die Irrationalit~t k 

(~1 = ~0]1 -Jr" k ¢ 1 2 '  

~21 ----- !21 q-- k!2j 

{l)li l l l ' ld  

q~ ~2~1 und 

so ist, da. die Bedingung 

° ~ X '  , q , D ,  ¢1~ = .e,(X , , . . .  

d o,,~ ----- .~ (x ,  x ' , . . . ,  riD, 

d log 
dt (¢ '~ + 1,:¢,.j) = 'J + ],:~2~ . " ~ 1  1 9 

ft~r beide Vorzeiehen yon /," gilt, 

el log  , 
,lf, - (  a' , ,  - -  a ''~ <S'D) = 2 - '~ , ,  • 

1)as Product 

darstellbim 
e.hungen 

(33)  (¢/),, + Ic¢~ ,~) (0 ,~- -  /,-0,.,) 

ist also eine honmgene Integralgleichung yon der frt'dmr behandelten Art 
und ist deshalb, da es sieh him" nur um {lie relative Bewegung handelt, 
in dee Form 

e,(X, Y,  Z ,  ~/,,)~,(Z',, Z'~,/,:,, 1,) 

Eliminirt  man also in de.in Produete (.33) lnittelst der ( l id .  

und der Ausdrfieke fill" die. I,',~,/,; sieben yon den nelin Gr0s.~en X', I".  Z', 
~o mi'tssen (lie beiden anderen yon selbst mit herausfidle.n; dies ist aber 
ni{'ht anders mOglieh, als wenn jeder dee beiden Faetoreri jenes Productes 
einzeln dutch die angegebene Elimination von sammtliehen X' " , I , Z '  
gleiehzeitig befreit wird. Hiern.teh kann also die gesuehte lntegralglei- 
ehung ¢ ,  wenn man wie(ler auf die Variabeln des Systems 7. Ordnung 
zuri~ekgeht, ran" die vier Variabeln q enthalten oder muss m. a. W. frei 
von den p .  sein. 

deta mathematica 11 Imprime le 14 Ddcembre 1887, 11 
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2 1 .  Unsere Aufgabe ist jetzt darauf  zurfmkgefi~hrt, eine yon den 
p. freie Lo~ung 4~ der Form ~(q,  q.) zu der Bedingmlg 

zu suchen. Zuni~chst ist 

(q.~ II~ )~ a log ¢ o a,j t- d / / ; (1 , ,~¢ ,  H., + h) - -  ,/;(]~ + / , . ) ( 1 , , g ~ ,  H,). 

I)iese Gleiehung zeigt, das~ .(2 in den p,, h,'schstens vom zweiten und in 
den q,~ h¢sehstens yore vievten Grade ist. Wi t  spnlten .9 nach der Ord- 
hung dee einzelnen Glieder in Bezug auf die 1),, in (lie (h'ei Bestandtheile 

-¢-~-= o~0 + % + % ,  

wo der Index die ()vdnurlg linch den p qngiebt, und fflhren statt der 
p,, die r, dutch die R.elatiollen 

p,~ ..... r,,,. q,, 

ein. Hiermit  werden ¢o~ lilld w., naeh den q,~ hOch.~tens vom 5 '°', resp. 
6 t~'' Grade. Weiter wird, wenn mnn entwiekelt, 

coo = d ( t ' - -  1,)(log ¢ ,  I1,), 

¢0, =: b.l~ l I ,  (log (1), L ,  - -  q3I. , )  - -  l,'q~ ( IJ 1 - -  qM.:)(log ¢ ,  I I , ) ,  

% : =  (q~ H~) 2 a log. rl) ., ., 
" - a N - -  + 9i H,  ( l o g  ¢ , L.,) - -  q; L,., 0oo'~. 'b , H i )  , 

wobei zu beachten ist., dass das Symbol (.u, v) aueh in der Form 

gesehrieben werden kann. Bei der hategration der drei Bedingungen f{~r 
wollen wir der bes.~eren {~bersieht h,qlber folgende Abk{irzungen und 

Relationen benutzen: 
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E - -  ~_(qa~sl, F :  ~ ~,(a,2b. ~ + a3b2)sl, 

6' + ffoE T p, F + 1 6 G =  o,  

(G' ,Ha)  = O~ 

( C , L , )  = m, ( E , L , )  = 

( F , M o ) = ff.~ , 

(1,', M,) = o, 

(F,  % )  = - -#o  , 

(C, MO) = o, (E, M0)= o, 

(C ,M, )  = o, ( E , M . ) = - - f f . , ,  

( C , M ~ ) = o ,  ( E , % ) =  /~,, 

( E , H , )  = - - # ; ~  +/~,q~, ( I , ' , IL )  = # _ # o , y ,  

o, (1 , ' ,&)  = # , ,  

(C, Z~) = 2me', 

( E ,  L2) = --ff ,~C' + E D '  + CEa~a, .q ,  

( F ,  L~) = 2ff16" + F D ' - -  2G'Zalbl.rx, 

(G ,  L,)  = - - fro  C' + GD' + OEb,  b,,',, 

Q =  E + Fq + Gq' 

((~, Mo) = # ~ - -  I~,q ~, 

(Q, Mi) = - -  I~ + ffoq ~, 

((~, :n~) = #, - -  f fd ,  

((~ , H i )  = O, 

(Q , L1) = fflq - -  ffoq ~, 

(Q,L~ - -  q , ' l l 2 )  = o , 

((;~ , L~) = (~1)' + X(~,  - - b , q ) ' ( c , , ,  

= Q1) '+  (j~H, H~ ~Q 
OC_l ~(1" 

Die erste von 

die Gestalt 

G = ~,b2b3sl, 
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(c}, i 0 )  = - - # , ,  

( a , ' % )  = #0, 

( G , M ~ ) =  o, 

(U, i t , )  - -  - - # ,  +/~oq, 

( (~ ,L,)  - -  - - # o ,  

C t 

den drei Bedingungen fflr (P nimmt mit der Abkt'~rzung 

q~(U-- h)= V, V =  (q,,) 

w 0 = q , V ( l o g ~  H , ) =  V Z A , q 2 q ,  ~l°g(l' 
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an. Da (1) ntoglicherweise dut'ch V theilbar ist, so setzen wit an 

,1, -=  q , .  v .°, ~ . -  ~ (q ,  (l,~), 

mit dem Zusatz% dass q>" nicht dutch V theilbar sein soil. 
d a l l n  

q,(lo~ q, H,)= o,°--,o~;}v,- H.) 

Wi t  erhalten 

Die linke Seite dieser Gleichung karm, entwickelt, im Nenner nicht, den 
Theiler V el~thalten, folglich ist der Zrthler der rechten 8eite dutch V 
theilbar, also die rechte Seite in den q,, hochstens yore ersten Grade, so 
dass wit ansetzen dt'trfen 

q,(log tl", 1I~) = Woo + ~wo,~q.., 
¢z 

wo die Coefficienten rechts nut  noch yon q abhangen. Ffdart man in 
diesc partielle Differentialgleichung an Stelle der q~ die Variablen qa, C 
und Q ein, so wird 

a l o g  q' _ _  o%o nt - ~_,wo,,.q,,. ' Alq=qa a'l, .. 

i 

. . . . .  O ) o  o I - " ~ (Oo ,~  " : " ) 
, I  q ' a 7 : ,  ,~ , '.l'aT:, 

wo bei den Q.uadraturen q~ und qa durch q~, C ,  Q ausgedrt'mkt zu denken 
sind. Die erste Quadratur fi'dlrt auf elliptische Integrale, welche iu log q: 
nieht w>rkommen d0rfen, d. h. es int Woo gleich Null. Die drei anderen 
Quadraturen fffllren auf Logarithmen und lassen sich, wie leicht verifieirt 
werden kmm, in der Form 

• l o o - ( ~ -  ~'~'I .4~, l o g ( - ~  + :'J:' ) A ~  + , 
\~, ~'la ~,Aa ' ~ "~"'T-a ~, i'll / 

(~,_+ '1_,_) 
.,41 l°g'.,~'A, ~ el,, #a 

sehreiben, wo die # wegen der Beschaffenheit yon q: 'nothwendiger Weise 
ganze Zahlen sin& Set.zt man nun 

• , 79 log q.'= ~ log( ~-  + '~:' + f(q, c (,3), 
\v"A2 , ~ , 
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so ergiebt die Substitution in die Differentialgleichung die Relationen 

Wo,~ v 'A1A'+A 3 a,:. 

d. h. entgcgen den ft'w eo bestehenden Voraussetzungen irrationale Aus- 
drt~cke. Die o- und eo0:~ m t'tssen deshalb verschwindcn und es ist q: als 
Function der drei Gr0ssen +/, C, Q allein darstellbar. Setzt man nun in 
dem urspr~:mglichen Ausdrucke ftir ~P" an S~elle von q̀2 und q~ ihre Aus- 
drt~cke dutch q~, C,  Q, so muss q~ yon selbst herausfallen; entwiekelt  
man andererseits q`2, % und dann q: nach fallendcn Potenzen yon q~, so 
erkennt man, dass ~" die Gestalt ~(C,  Q) besitzt, also in der ursprting- 
lichen Gestalt nur  die Quadrate der q~ enthielt. Mit R~'mksicht hierauf 
kann man zun'~('.hst schreiben 

¢ ' =  E,  z,', G). 

Eliminirt  man hieraus abwechselnd ¢ines der drei Paare F G ,  G E ,  E l ;  

mittelst der drei Gleichungen 

E#o + 
E + F q  + t ~  

so muss (tie dritte Grssse E oder F oder G jedesmal yon selbst mit  
herausfidlen. Als Nenner konnen bei den drei so entstehcnden Formcn 
ft~r q: nur  Potenzen yon 

#lq  2 - -  #J1,  [~ - -  [~oq ~ , [~oq - - /~1  

auftreten. Diese ~enner  m~'lssen jedoch, da sic keine gemeinsamen Theiler 
besitzen, sich in Wirklichkeit  jedesmal fortheben, d. h. es ist 

¢ ' =  ~(q,  C, ~), ¢ = q.". V'. 

22. Mit dem g efundenen Ausdrucke ftir q; gehen wir jetzt in die 
zweite der aufgestellten Bedingungen ein und erhalten zunachst 

l,;oq~ 
w, --  V {H,(V, L t - - q M 2 ) - - ( L  ~ - - q M 2 ) ( V , H ~ )  } 

-4- k ' , ,H , ( logq" ,  L,  q M , ) - - ( L x  qM`2)(log q:, HI) }. 

Die erste, V enthaltende Klammer {} is~ nicht durch Vthei lbar ,  wie man 
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schon durch Betrachtung der Glieder erkennt, welct~e dig ill V vorkom- 
mende Grosse h enthalten. Da andererseits dig obrigen Glieder der 
Differentialgleichung V nicht im Nenner enthalten k~nnen, so muss dig 
genannte Kl-umnergr~sse in Wirkl ichkei t  fehlen, d. h. ,o gleich Null sein, 
a l s o  

q,'= ¢p. 

Hiermit  geht die Differentialgleichung fiber in 

2 loz tl~ (Q, L,  - -  q3I,~) o,, _ 2 log CP(c' L~ - -  qM~) + % T -  
/"7~//, ~-0 ' ' ' 

2 log  
---- oil' 0 C - - "  

Die linke Seite muss yon ql unabhi~ngig werden, sobald man ftir q~ und 
q~ ihre Ausdr~cke durch ql ,C,  Q einftihrt. Entwickelt  man nun wie 
vorhin wieder nach fallenden Potenzen von q~, so kann, da to~ nach den 
q. h0chstens vom ft'mften Grade ist, i iberhaupt kein von q, freies Glied 
auftretcn, d. h. es wird 

2 log  4) 
o -  2c ' ~ P = ~ ( q ' ( ~ ) "  

l-[iermit gehen wir jetzt in die dritte Differentialgleichung ein, wobei 
zu beachten ist, dass in ¢ q theils explicite, theils implicite, namlich in 
Q, vorkommt, und schreiben demgemi~ss 

'02 ---- (q*ll')'l~-l°g---cl-)2q + 2 log 'P2~ 21,'] + 2 , /  q~tl'21°g'P~ (Q , l@ 

__(q4H-1)221og¢l' ., 21og'¢P I ~H,]Q. 

Der Quotient w.::q.~ muss, wenn wieder die q~, C,  Q eingefflhrt 
werden, yon ¢J1 frei werden. Entwiekelt  man naeh fallenden Potenzen 
yon c-h, so wird, wie man erkennt, das von ¢/j freie Glied aueh frei yon 
U und Q, d. h. der Quotient ist nur yon q und den v, abh'angig. An- 
dererseits ist w~ dureh H~ theilbar, wir dfwfen also sehreiben 

X,, ,o, . , ,  = Hi . 2 - 7 -  + 21--og-~ , + ~-q/" 
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Diese Gleichung zerfMlt sofort in die drei andern 

eo~, = A~ ' l°g (/, ' l_og¢. (~,@..~ i_ 4-'l i.{-lci'-), 
~ q - -  + ~ log (# + ,m..~ .. 
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• ° ° • . ° 

aus denen wir 

a log 

• • ° • , ° ° • 

_Ll + I dA~ I ,~. ;,:: + < 5 7 '  .4, 
I dA :, 

'D1, I q'Yb:~ Y ' 

bilden. Hiernaeh besteht ¢ aus einer Potenz von Q., mult ipl icir t  mit 
einer Function von q allein. Setzen wit demgemliss 

7 o ¢ = ~,t Q,, w =  ~ (q ) ,  

so wird 
~.~, = .4. ~ lo~W t- / - - '  + , + aA,~ 

~<s ?\,,., ;;;~ a~ / '  

Denkt man sich W nach q in Linearfactoren zerlegt, so muss jeder 
derselben, da die A,, und co,,; die Form ~(q) besitzen, Theiler yon A 1 , A , , A  a 

sein. Da nun die A~ keinen gemeinsamen Theiler besitzen, so redueirt  
sieh W auf eine Constante und es wird 

¢ = Q ° .  

Fassen wir die bisherige Untersuehung zusammen und beaehten, dass 
Q irreduetibel ist, so gelangen wir zu dem Result.at, dass die Bedingung 

(q ,H , )  ' : ! ) 0 ~ '  = 0, o, = .~:(q, ,/~, P,~), 
dq 

l mr die beiden irredactiblen Lt~sungen 

= q+II, ,  9-----" Q 

zulasst. Von dlesen liefert nur Q eine wirkliehe Integralgleiehung, ent- 
spreehend der Relation 

d--7 = -77(/ 
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wi~,hrend q4H1 nur als h~tegralgleichung erscheint, wenn q als unabh;angige 
Varinble gewghlt wird, wie aus der Relation 

d(q,n,)dt = H, + , q,H.. + q),) 

hervorgeht, deren rechte Seite, wie man sich leicht rlberzeugt, nicht durch 
tI~ theilbar ist. 

Die geometrische Bedeutung des Verschwindens yon Q 1.asst sich leieht 
angeben. Aus der Form des Ausdruckes %r q durch die auf die in- 
variable Ebene bezogenen Coordinaten x ,  y folgt ni:mflich, dass q sich 
algebra, isch dm'ch die Seiten des Dreiecks ausdrticken li~sst, welches die 
Projectionen der drei K0rper auf dig invari'tble Ebene mit einander bilden. 
Bewegen sich nun (lie drei KOrpcr in einer Ebene, d. h. also in der in- 
variablen Ebene des Systems, so f'dlen die drei Seiten des genannten 
Dreiecks mit den q,~ zus'unlnen, und man crhMt durch g'ttionahnachen 
der so zwischen den ~I, q,~ entstehenden Gleichung genau die Bedingung 
Q = o. Dieselbe 1)esagt also, dass die drei K0rper sich in einer Ebene 
bewegen. 

23. Am Schlusse der el'sten Abtheilung war als ni~chster Schritt 
in dent hier bei der Untersuchung iibcr die Intcgrale des Vielk(irper- 
Problems befolgten Gedankeng'mge dig Beantwortung der Fr~lge bezeichnet 
wor(len, ob Integrale existiren, welche durch Quadratur i'lber algebraische 
Ausdr0cke gebildet sind. Wit fi'agcn also jetzt, indem wit wieder (las 
Systelll 7. Ordnung zu Grunde legen, ob ein Integral dcr Form 

1 _ t ~  t .  

existirt, in welchem der Ausdruck m~ter dcm Integralzeichen ein totales 
Differential und die a ( t ) ,  ~ '~(q), . . .  a,lgebraische Functionen der acht 
Variablen t ,  q . , . . ,  sind. Ausdr('lcke dieser Art k6nnen wir fi'lglich als 
Am.'L'sehe Quadraturen und, wenn hie ein Integral unserer Differential- 
gleichungen liefern, als Am.:L'sche Integrale des vorgelegten Problems 
bezeichnen. Die nothwendige und hinreiehende Bedingung daft'a', dass die 
Quadratur ein Integral liefcrt, ist mit R0cksicht auf die Beziehung 

oK 
1t~ ah 
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dutch das identisehe Versehwinden des Ausdruekes 

89 

% 

gegeben. 
Die ~ ( t ) , . . .  denken wir uns dargestellt als rationale Funetionen 

der Variablen and einer einzigen, dutch eine irreductible Gleichung de- 
finirten Irrationalitgt y. Welter denken wir uns in den 5 ' ( t ) , . . .  die 
Irrationalit'at aus den Nennern fortgeschafft und die Z'~hler nach y auf 
dell niedrigsten Grad gebracht. Dann beweist man durch die wiederholt 
angewandte Betraehtungsweise, dass in den g/(t), ... und in der Gleichung 
fiir y die Constanten der Differentialgleichmlgen, namlich m,  a ,b ,  h, k, 
sowie die etwa auftretenden constanten Parameter nut algebraisch auf- 
treten, dass ferner 9: als parameterfrei und infolge dessen auch als ho- 
mogen in den Dimensionen vorausgesetzt werden darf. Dies festgestellt. 
gehen wir jetzt dazu (iber, (las Verhaltcn von ~ an den Stellen zu unter- 
suchen, we c., als Function einer der Varial)len betraehtet, einen Pol 
(UnendlMlkeitslmnkt) oder einen Verzweigungspunkt oder beides zugleieh 
besitzt. 

Es seien ~, ¢ , , . . .  die acht Variablen, in willkflrlicher l{eihenfolge 
geordnet. Man entwickle ~(~) naeh steigenden Potenzen von o - ~  r, we 
r einen eonstanten Werth oder attch eine algebraisehe Function der 
q , r S , . . ,  bedeutet, dann enth~lt die Entwiekehmg, von besonderen 
Werthen der (JrSsse r abgesehen, im Allgemeinen nur ganze positive Po- 
tenzen. Wir wollen jedoch die msglichen Grenzfhlle 8ogleieh mit berfmk- 
sichtigen und denken uns die geihe far ~(#) als nieht nur ganze posi- 
tive, sondern atteh gebroehene und eine endliche Anzahl von negat.iven 
Potenzen enthaltend. Die Coefficienten sind algebraisehc Functionen der 
~,, ~=, . . . .  und, so lange speeielle Werthsysteme der a~, o-~, . . ,  ausge- 
sehlossen bleiben, so besehaffen, dass die t~eihe, ohne ZerstSrung der Con- 
vergenz, naeh den ~ , ~.,, . . .  differentiirt werden kann. Die f~r gt(¢) ge- 
wonnene H.eihe integriren wir gliederweise nach ¢ in der Art, class man, 
abgesehen von dem etwa vorkommenden logarithmisehen Gliede, wiederum 
eine naeh , 7 ~  r fortsehreitende geihe, jedoch ohne eonstantes Glied, erhglt. 
Diese neue Reihe, einschliesslich des logarithmisehen Gliedes, heisse ~(o'), 

.4eta mathcmat ica .  I1. Impr imd  le 14 Ddcembre 1887, 12 
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dann daf t  sieh ~(o`) von ~, nut  um einen von o  ̀unabh:angigen Ausdruck 
unterseheiden. Bildet man 

und denkt sich g/(o`l) ebenfalls nach o ` !  r entwickelt, so erkennt man, 
dass der Coefficient des logarithmischen Gliedes Vml ò , und ebenso von 
o`2, . . '  unabh~ngig, also constant sein muss, und dass die rechte Seitc sich 
auf eine algebraische Function yon o ` , , . . ,  redueirt. Sehreiben wir also 

~- = ~- (o`) + ~"(o`), 

so ist if' dutch eine Al~EL'sche Quadratur gegeben. 
Die vorstehend gewonnene Reihenentwivkelung i'fu" c- werde jetzt fol- 

gendei'massen gespalten. Man vereinige zuniidtlst zu einem A usdrucke g(o`), 
alle ganzen Potenzen nebst dem logarithmischel, Gliedc ul,d della Term 
f' .  Aus dem nut  gebroehene l 'otenzen enttlaltel~den lleste greifen wir das 
niedrigste Glied heraus tuld vereinigen damit zu einem Ausdrueke f(o`)~ 
alle Glieder, deren Exponent  sieh wm deln des niedrigstml Gliedes um 
ganze Zahlen unterseheidet. Aus dem thmn noeh verbleibenden Heste 
spalten wir in gleicher Weise ein g(o`)~, f ( a ) a , . . ,  ab, his alle Glieder 
erschSpft sind, was naeh einer endlicllen Zahl vml Slmltmlgell der ]?all ist. 
Wir haben dann 

v-_ + + . . . .  

l)iesen Ausdruck diffcrentiiren wir vollstandig nach q, wobei wir uns den 
Ausdruck ftir K ebenfalls :,ach Potenzen yon o` - -  :- entwiekelt  denken. 
Letztere Entwickelung enthalt  nut' ganze Potenzen, und negativc nur dann, 
wenn fi~r o  ̀= r der Ausdruck q4H~ versehwindet. Die vollst.andig ent- 
wiekelte Ableitung erseheint zuni:mllst ebent'alls als Potenzreihe und man 
erkennt  sofort, dass die aus den Ausdruek 9:(o-)0, ~(o`)~ , . . .  entspringen- 
den Reihen einzehl fiW sieh versehwinden m('lssen, dass also (lie g (o )0 , . . .  
einzeln far sieh Integrale sind, und zwar Am::L'sehe Integrale, da. sic sich 
linear mit eonstanten Coeffieienten aus den versehiedenen Zweigen zusarn- 
mensetzen lassen, welehe die Function ¢ an der Stelle o ` =  r besitzt. 
Welter erkennt  man, wenn die verlangte Differetltiation und Entwiekelung 
an den Anfangsgliedern der einzelnen ~,(@ ausgefahrt  wird, dass in g(o`) 
negative oder gebroehene Potenzen hoehstens dann auftreten konnen, wenn 
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entweder  K negative Potenzen enthglt, also fiir a = ~ der Ausdruck q ~ H  1 

verschwindet, oder wenn die Entwickelung von 

=) 
dq 

kein von e - - r  freies Glied entha.lt, wenn also diese Ablei tung far  a =  z 
verschwindct, d. h. a - - r  eine Integralgle ichung ist. Hiernach erhalten 

wir also fiir den Ausdruck ,5(a), wenn derselbe als Function yon a be- 
trachtet  wird, alle im Endliehen liegenden Pole und Verzweigungspunkte 
dutch die beiden Bedingungen 

q4111 --= o,  Q. -=- o .  

Geht man, um das Verhalten yon ~ f(ir sehr grosse Werthe  von ~r 
zu ermitteln,  yon der En twiekehmg des Ausdruckes 5'(a) naeh fallenden 
Potenzen yon a aus, so kann man genau so wie vorhin ein ~(o') bilden, 
dies durell Hinzufi'lgen einer Al~E,?schen Quadratur  W(~r) zu ~ erg~i.nzen 

und dama in die Bestandtheih ~. ~(a)0 , F(a) ,  . . . .  spalten, welehe einzeln 
wiederum lntegrale, sind. I)ifferentiirt man dann vollstandig nach q, so 
ergibt sich, class positive oder gebroehene Potenzen oder ein logarith- 
misches Glied in ~ sic.her nicht auftreten, wenn die Ausdracke 

aK aK aK 

nach a entwickelt,  die Form 

P'z P° + . . .  
--.T 
0"" 

besitzen. Diese besondere Form findet statt, wenn o- die Variable  q vertritt. 
2 4 .  Nachdem wir (lie vorstehenden S~tze gewonnen haben, nehmen 

wir die .~(#) einzeln vor. Es wird sich dabei zeigen, dass dieselben 
s~immtlich rationale Funetionen der Variabhm sein mi:tssen. Wir  begin- 
hen mit ~,"¢(t). Da die Variable t in den beiden Bedingungen 

= o ,  0 = o 

nicht auftritt ,  so folgt, dass ,5(t) fnr endliche Wer the  yon t weder  ver- 
zweigt ist noch unendlieh wird, a.lso die Form ~(t )  besitzt. Hieraus folgt 

ft',r ~ {lie Form 
,¢ =- Pol" + P~t" ' + . . . .  + P~,  
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d Po dt d P, 
dq --  o, ~'~P0~q-+- d! / - ~ ° ,  etc. 

woraus wir ithnlich wie in § 20 schliessen, dass ~. gleich Null ist, d. 11. 
die Variable t nberhaupt nicht enthrdt. Wahlen wit ferner fi'~r a die 

Variable l)1, so folgt, da. Q. die i-o,,, nieht enth'zlt, dass ~(p~) im Endliehen 
nut einen Verzweigungspunkt  resp. Pol besitzen kann, n,unlich 

P, =- P~o - (A.,q:~q,p.., -t- A:~q,q.,p:~) : A~qfl,~. 

Hiernaeh ist ~q(p,) ein Ao'gregat aus einer endlichen Zahl yon Potenzen 
der 1)ifferenz p ~ - - P , 0 ;  die f (p , )~ ,  F(P,)._,, . . .  wfmlan dann, wenn sie 
vorkiimen, auf algebrq.isehe Integrale ff~hren, mftssen also in Wirkliehkeit  
fehlen, d. h. f, muss sich auf f(o-)0 redueiren, tlieraus folgt, dass O(lh) 
eine rationale Fmwtion yon 1)~ i.~t, deren Nennor nut  die Theiler P ~ P ~ o  
besitzt. [)as Integral g be.aitzt al.~o die Form 

~J~(t,,) + J ' l , ,g(~ , ,  - -  #,o), 1 ' - -  c,,n~t,, , , , , , .  

Hiermit ergibt sieh, da.as ~ihnmtliehe 9(,r) rationale Functionen von lh 
und ebenso yon p~ trod ~;:, sind, deren Nenner nm" Thoiler von der Form 
q4H~ besitzen. Ft'u' ~.- ergibt sich darans die Form 

~.-. =. P log (r L 11,) nu I'~ -F t'.,, 

wo 1' einc Constante, P~ vine yon den 2),~ freie Al~EL'.~ehe Qtmdratur mM 
P.~ einen yon den p~, rational, yon den q ,  q,~ algebraiseh abh',tngenden Au.~- 
druek bedeutet. Aus der vorstehenden Form ergibt .~ieh, dass 9 ( q )  als 
Function yon q be t raeh te t ,  q.ls \rerzweigmlgslmnkte, nut  die beiden au.~ 

() = a ( q  - -  ,q , ) (q  - - , q . ~ )  

sich ergebenden Stellen .q~ ,.q~ besitzt, w~ihrend die beidon aus 

rL H ,  = r~,~1..,(q - -  e,,,)('~ - -  e,) 

fo]genden Stellen .q;~, .q.~ nut  als l'oh~ quftreten k6nnen; die Stelle q ~ c w  
ist, wie oben bemerkt wurde, weder Verzw(dgnng'.~punkt noeh Po]. ~etzt 
m a i l  

q - -  .'I~ - - , , ,  ~~(q)~# = ~ ( , , )d , , ,  
q - -  ,'1.~ 
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so sind die V e r z w e i g u n g s p u n k t e  vrm ;2i(u) d u t c h  .~t = o ,  u "--= c,o, umt 

die ausserdem noch w.)rh 'mdenen Pole  ua,  .~q (lurch 

g:~ -- Yl .(/.I --  g, H... ~ - -  . . . . . . . . . . . .  ?l, 4 ~ ............. 

"' g~, - - "  (f~ ~ .q~ - -  % 

bes t immt ,  M u l t i p l M r t  m a n  nun  ¢5(u) mi t  so l (hen ganzen Potenzen  y o n  

u ~ u.:~ resp u -  u~, (lass cla,~ ])r~(h~ct an den Stel len u:; ,u~ nicht  m e h r  
unend l i ch  wird,  so ist dieses Produ(",t :~Is cin en(ll iches A g g r e g a t  v,m 

Gl iedern  der  F o r m  ('~f' dars te l lbar ,  we die ,J rati~)nal(~ Zahlen  bedeu ten .  

Setzt man  dqher  
u, - - v " ,  g~tu)(hr ,::=: ~(v)d~, ,  

r ( 1 : ~  w e  ), chic p:lssend ~.o'ew'~Mte. ga.nze Zahl  ist, so he.~itzt ~t(,v) die -,estalt 

' lhefl(..r am'  . r u n d  die aus ~1(v) m~d enthli.lt im Nemlc r  a.ls " " 

en t sp r ingenden  linea.r(m " ~" lhc.fler, wel¢,he mi t  

t , p  ~ .Ha 1 ~ 1~ - -  ' H : I  ? ~ . , . , ' t~  . . . . .  ' N , . I i  , ' ~  ~ ' 1 ~ 4 ~  ~ . , . 

bez~dchnet, werden sollen. Die In t eg ra t ion  naeh q', llefl,rt ~.~ in der  l~'(wm 

ff ---- c lea' .~, + Xc~_ log  (r - -  u.,_) 4- X G .  t , ~  (.r - -  u,.) + l :, + Uo 
' "  2 : , , : .  : - ' z . ° 

I:lierin .clad die c Constm~tan, l,: yon der  F o r m  ¢~.(v) und  U.., eine yon 

,r frei<, A~:.:L'.~che Q.uadratm'.  Verglei( ,hen wi t  diese ],'()mr: mi t  oben ge- 
gebenen ,  nihnl ieh 

so falgt. , (lass die m i t  den Coefficim~ten e~.,.,.: % ver.aelte.nen L o g a r i t h m e n  
mu" n, us der  Zerlegm~g de.~ '[ 'erma 

r ,  l o g q ~ i ' t ,  = 2' t o g l , ~ , M , . ( q  - -  f / : , ) (q  - -  . ' , ' ,) l  

ent~pringen kOnnen, da.ss also rtie % ,  % .~Smmtlich (,in'ruder gleich sind. 
t i le.tans folgt ,  (lasa sich ff in dec F o r m  

F --=- e~ log  (q - - / h )  + eo log  (q - - .q~)  + e~ log  q4 It~ -t- ..~ + ~ 

,~c.hreiben la..~st, we  f a r  die e ,  U' die.celben E igensehaf t en  gel ten,  wie ftir 

die c ,  U. Ste l l t  m a n  ram, yon der  zulel,zt g e f u n d e n e n  Fm-m fiir F aus- 
• i a  • gehend,  die ] m t w m k e l u n g  yon ,¢ ha.oh Po tenzen  yon q - - . q ~  oder  q ~ 9 ~  
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auf, so erkennt  man, dass die g ( q ) l ,  ~D(q)2,"" nut  aus gewissen it, U~ 
vorkommenden Bestandtheilen entsi)ringen ksnnen, also, wenn sie vorkamen, 
rein Mgebraiseh sein mflssten. Hiernach redueir t  sieh g in beiden F~a, l len 
'mf den Best-mdtheil g(q)0, d. h. g~(q) und damit  sind die i'~brigen 2 yon 

der Form g~.(q). 
Der Ausdruek ~(q~) ist in q und den p,, r'ltion'fl, kann also, als 

Function yon q~ betrachtet, iln l~'ndlichen nu t  Verzweigungspunk~e be- 
sitzen, we, lehe von dm~ Vari'll~lel~ q ,  p,< unal)h:,~ngig sin& I)a solehe Meht 
existiren, s¢, ist gt(q,) von der Form g2(q,). Da.~ Gleiche gilt fin" alle an- 
deren ~ mid et)enso fi:,r die Variablen q.2,qa" I l iermit  haben wir, wenn 

wir zusamnlenfassen, das Result, at gewonnen, class in dem gesuehten Al~m,'- 
schen Integral,  f'tlls dasselbe existirt, die g t ( q ) , . . ,  srmamtlieh (lie Gestalt 
~.~(q, q,,,p,,) tmsitzen, das~ ferrler die Nennor als Theiler nur  die Aus- 

draeke q~lI 1 mid O hesitzen, dass also g in der Form 

g --- N.(q,  ,I, ,:P,,) + c' l , ,gq~li;  + e" l o g 0  

da.rst(qlbar i.~t. [)ll die ICnt.wiekelnng vnn g naeli thllenden P(itenzen yon 

q kein logarithn~isehes Glied besitzt, s~ ist 

C t -4- C" ~ O ,  

s<~ dass wir 'ln<'h ~eln'eiln'n kc, nnen 

-<(v- 'l:,,.!:.:D_ + (. 1,,~ 'L: #J~-. 
,- (~ 

~ - -  ('h// ,  )z q,,, 
2 ~ .  Die [Yntor.~lwhlulg hat t H i S  .ieltzt Zll der Frage g(~frlllrt, ob dan 

System 7. Ordnung sin Integral w m d e r  Farm 

.c- =- ,'.~ (q,  q,~, ],,,) + ,' loll/ '  '- 

besitzt, in welrhem, wenn g siell I,i('ht auf  sine Constants redu('ire]l soU, 
der lael.m'? (' yon Nllll ver.qehieden .~ein tnu.<~, lll~> gleMi l':ins geselzt 
weMen darf. I-~ezei('hnen wit  die beiden .I-~estandtheile van g der Kfu'ze 
hall)er mit g~ und g~, .~o darf  der rational~ Terln gl als algebr'fiseh aus 
den (,oll~t'ulten m .  a ,  b /,' h gebildet vorau.~gesetzt werden. Ih'ingt man 

namlieh g~ zunii('.hst auf (lie Vorill ~.(.m, a ,  b,  1,', h . / ' ) ,  wo 1' vine yon 
den ~ , , , . . .  abhfmgende lrrationaliti.it bedeutet,  und st.el]t dann g~ in 

der Forni 
F, = ,%<, "4- g ~ l / ' q -  g,~/'~ q- " '  
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tinter misglichster Herabdriiekung des Grades in Bezttg auf 1' dar, so 
m*'tssen (tie f , ~ ,  F,=, • • ' sich auf  Constanten redueiren. Man daft deshalb 
die mit [' multiplieirten Terme unterdrt'teken oder g~ als rat.ional aus den 
m ,  (t, b,  lz, h gebildet voraussetzen. Dies festgestellt ft~hren wir an Stelle 
von h die Variable p dureh die Gleiehung 

o = 7,, + + 

ein, und erhalten dann g~ in der Form 

w~dn'end 9 ~ in eiu Integral des Systems 8. Ord,mng t'lbergeht. 
In dem System 8. Or&aing l~sst sivh nun die allgemeine l,~sung 

dutch Reihen. welehe linch ganzen positiven Potenzen yon t fortsclu'eiten, 
darst.ellen, indo,n lIl;_Lli (lie p ,  q nach dem Ta~Tr.ol~'schen S'~t.ze mit Hi'dfe 
der l)iffeventialgltMiungcn enlawickelt, l)iese t{eihtn convergiren inner- 
halb tines bestimmten Bcreiches filr t ,  sobald man festsetzt, dass ffw 
t - - - o  die Variablen endliche, und im Besondern die q,,. w3n Null ver- 
schiedeue Werthe besitzen. Sub,~titttirt man diese ]{cihenentwickelungen in 
den ZMIIer Z und den Nenner N von ~', und ebtnso in q.i]( und ~2, 
so erh~lt nmn fdmliehe .Potenzreihen. l)ie Coefficienten sind srun,ntlich 
nach den P ,  (l, P,~ ganz t'ati, mal, naeh den !t,, da,,'e,__~en~ ~ rational, jedoch so... 
dass in den Nennevn als Theiler nut  die qo auftreten, l)er so en/stehende 
Ausdruck 

Z !{~ I:t~ 
~q + log- q-- 

rnuss nun w)n t unabh~r@g sein, wie man aueh innerhalb der ange- 
gebenen Eirlschrankungerl die Anfangswerthc der Variablen vaviiren mag, 
l,assen wh' mm dies(.,, hnfa.ngswerthe so variire~ b da~s q.Ill f~'tr t-----o 
den Werth Null annimmt, so kOnnen in den vicr l~.eihenentwickelungen 
nicht s;'unmttMm Coeffieienten vevschwindeJl, da %1I~, wie wiv wissen, 
nieht hl tegralgleichung des Systems 8. Ordnun~ ist. Set.zt man ausser- 
dem %st, dass fay die gewi~hlten AnS.mgswerthe (~ nieht versehwinde/., 
so entspringt, wenn man g~ und ,% naeh Potenzen yon t entwiekelt, aus 
9% t in Glied yon der Form 

uh.,gt,  ( n > o ) ,  
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welches sich nieht fortheben kann. Die Annahme, dass tin Integral (let' 
hicr betrachteten Form existire, fahrt also auf einen Widerspruch oder 

m. a. W. es exist iren zu dem Sys tem 7. Orclnung keine A ~ L ' s c h e n  Inte- 

grale, und ebenso aueh nicht  zu dem System 8. Ordnung.  

Bei den vorstehenden Entwiekelungen waren wir yon einer besom 
dcren Form dcr Bewegungsgleiehungen far das Dreik0rper-Problem aus- 
gcgangen, ni~mlieh dcm hier benutzten System 7. Ordnung. Da jcdoch 
tin Am;L',~chcs Integral durch einc algcbraisehc Transformation dcr Va- 
riaMeiL wiederum in ein Am.:r;sches Integral i~bergeht,._ so gilt das ~,,'c- 
fundenc negative I I.esultat fi,r alle ]?Ol'lllCll dcr Bcwegungsgleichungcn, 
wclche aus (lell urspri'mglichen dtu'ch rcin algcl)raischc Umformungen ent- 
stchml, l)as gcfundenc l[csultat gilt fcvner auch ftlr das VielkSrl~cr- 
lh'(,blcnl, l{~educirt man ni~mlich bcim ViclkOrl)er-l'robleln die Ordmll,g 
des Systems ii.hnlich wic bci dem l.)rcikOrl)er-1)roblem din'oh BenutzmLg 
dcv bekalmtcn Intcgrale, so evh:Mt mall algebraische 1)ifferentialgleiehungen. 
1,;xietirt zu diesml tin Amcl,'sches Integral, so cnthidl, der Ausdruck, ~'d~cv 
welchen die {~ua(lratur a.uszufflhl'ell ist, die Massen nuv il~ algebraischev 
Wcise; man m('lsstc also untcr allen I!mst.i~ndcn dutch das \:erschwindcli- 
lassen einer oder lnehrerer Masscn zu einem Am,:I,'schcn ll,tegral fi'lr (las 
l)rcikorpcv-l'roblcm gelal~gen, was ~ficht sein dar£ 

1)ic vorstehend hergclciteten negativcn l':rgebnissc cnthaltcl b wic nlir 
.~cheinl, eine him'eichcnde I';rl~larung fftr die Thatsache, dass mall bei der 
Aufsuchung neuer l ntegralc des lilreikorper-lh'oblcms seitlmr nicht ('~l)cr 
den bereits vor einem Jahrhundert erreichten btandl)tmkt hinausgelangt ist. 

B e r i c h t i g u n g .  

Scitc 64~ Zcilc 2 v. u. ist ~,~ich)) zu strcidmn. 


