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(Extrait du Journal de Borchardt, vol. 84.)

Si on peut faire correspondre élément par élément deux emsembles
bien définies M et N par une opération & sens unique (et, quand on peut
le faire d’'une maniére, on peut le faire aussi de beaucoup d’autres), con-
venons, pour la suite, de nous exprimer en disant que ces ensembles ont
la méme puissance, ou encore qu'elles sont équivalentes. :

‘Nous appellerons parties intégrantes d'un ensemble toutes les autres
ensembles M', dont les éléments sont en méme temps éléments de M.

8i deux ensembles M et N ne sont pas de méme puissance, ou bien
M aura la méme puissance qu'une partie intégrante de N, ou bien N la
méme qu'une partie intégrante de M; dans le premier cas nous appelons
la puissance de M plus thlte, dans le second nous I'appelons plus grande
que la puissance de N..

Quand les ensembles a considérer sont finis, ¢. 3. d. composés d’un
nombre fini d'éléments, 1a notion de la puissance, comme il est facile de
le voir, répond alors a celle du wombre dans la signification de dénombre-
ment et pas conséquent aussi & celle du nombre entier positif, puisqu’en
effet deux ensembles de cette nature n'ont la méme puissance que dans
I'hypothése ol le nombre de leurs éléments est le méme. B

Une partie intégrante dun ensemble fini a toujours une Mp}i,,issanee
plus petite que l'ensemble lui-méme; ce fait #'a plus liew dans les ensembles
infinis, c. &. d. composés dun wombre infini d éléments. De cette seule circon-
stance, qu'un ensemble infini M est une partie intégrante d'une autre N
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ou que l'on peut faire correspondre un & un les éléments de M & une partie
intégrante de 1, par une opération a sens unique, on ne peut aucunement
conclure- que sa puissance est plus petite que celle de N; cette conclu-
sion n'est justifiée, que si l'on sait que la puissance de M n’est pas égale
a celle de N; de méme, N étant partie intégrante de M ou tel que ses
éléments correspondent un & un a sens unique & une partie intégrante de
M, cette circonstance ne suffit pas pour que la puissance de M soit plus
grande que celle de N.

Pour rappeler un exemple simple, soit M la séric des nombres en-
tiers positifs y, N la série des nombres entiers positifs pairs 2v; N est
alors une partie intégrante de M et néanmoins M et N sont de méme
puissance. .

La série des nombres entiers positifs » offre, comme il est facile de
le montrer, la plus petite de toutes les puissances qui se présentent dans
les ensembles infinis. Néanmoins la classe des ensembles qui ont cette plus
petite puissance est extraordinairement riche et étendue. A cette classe
appartiennent, par exemple, tous les ensembles que M. DEpEkIND appelle
»corps finis» dans ses belles recherches sur les nombres algébriques (cf.
Jegons de DiricHLET sur la théorie des nombres, deux. ou troisiéme édit.
Brunswick 1871 et 1879); de méme les ensembles que j'ai considérés et
que j'ai appelés »systémes de points de¢ la »*™° espéee» (cf. Mathematische
Annalen de CrEpscH et NEumaxw, t. V, p. 199) sont de la premiére (c. a. d.
de la plus petite) puissance.

Chaque ensemble se présentant comme série simplement infinie, avec
le terme général a,, appartient évidemment & cette méme classe; mais
deplus les séries doubles et en général les séries n'"'* avec le terme gé-
néral a, , . ., (o0 v, v, ....y, parcourent indépendamment l'un de
l'autre tous les nombres entiers positifs) appartiennent aussi & cette classe.
J’ai méme démontré que l'ensemble (w) de tous les nombres algébriques
réels (et on pourrait ajouter: de tous les nombres algébriques complexes)
peut se concevoir sous la forme d’une série avec le terme général w,;
cest 4 dire que lensemble (w), aussi bien que chacune de ses parties
intégrantes “infinies,” a la puissance de la séric de nombres entiers I, 2,
38, .... % .... (Conf. Journal de Borchardt, t. 77, pag. 2568). A 1'égard
des ensembles de cette premiére classe, on a les theoremes suivants, faclles
a démontrer:
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»M étant un ensemble de la premiére classe (c. a. d. de la puissance
de la série des mombres entiers positifs), chaque partie intégrante infinie
de M a la méme puissance.»

M, M"”, M' .... étant une série finie ou s1mplement infinie d'en-
sembles, dont chacun a la premiére puissance, I'ensemble M, qui resulte
de la réunion de M’, M", M ...., a aussi la premiére puissance.p

Nous allons maintenant dans ce qui va suivre examiner au point de
vue de leur puissance les ensembles qu'on appelle continus et '™, D’aprés
un théoréme, que j'ai démontré dans le § 2 du traité cité (Jour. d. Borchardt,
t. 77, pag. 260) il est certain, que ces ensembles n’appartiennent pas a la
premiére classe, c¢. a. d. qu'ils ent une puissance supérieure & la premiére.

Les rechérches de Riemany, de Hermuontz et d’autres aprés eux
sur les hypothéses qui servent de fondement & la géométrie, partent,
comme on sait, de la notion d'un ensemble continu, d’étendue #, et en
font consister le caractére essentiel en ce que leurs éléments dépendent de »
variables réelles, continues, indépendantes I'une de l'autre, en sorte .qu"a
chaque élément de U'ensemble appartient un systéme de valeurs z,, ,, I
admissible, et réciproquement 4 chaque systéme de valeurs z, z,, .... - &
admissible appartient un certain élément de l'ensemble.

Le plus. souvent, comme il résulte de la suite de ces recherches,
on suppose en outre facifement. que la correspondance ‘des éléments de
Uensemble et du systéme de valeurs z,, z,, .... x, posée comme base,
est continue, en sorte qu'a chaque changement infiniment petit du systéme
de valeurs z,, mQ,‘ .... %, répond un changement infiniment petit de
I'élément correspondant de lensemble et réciproquement, & chaque change-
ment infiniment petit des éléments de lensemble, un changement semblable
des valeurs de ses coordonnées.

Quant & savoir si cette suppos1t10n sufﬁt ou s1l faut la completer
par des conditions encore plus spéciales, pour pouvoir regarder comme
bien fondég et incontestable V'idée que ces auteurs se sont faite de 'ensemble
n'P° et continu, c’est une question que nous passerons d'abord sous silence(*);
nous avons seulement & montrer ici, que si on laisse cette supposition de
coté, (ce qui arrive bien souvent dans les traités de ces auteurs), c. a. d.

(') La réponse & cette question 3 laquellc mous reviendrons dans une autre circon-
stance, ne me paralt donner lieu, & aucune difficulté sérieuse.
Acta mathematica. 2. Imprimé 9 Juin 1883, . ’ 40 ‘
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si par rapport a la correspondance entre U'ensemble et ses coordonnées on
n'admet aucune limitation, ce caractére, considéré par les auteurs comme
essentiel (d’aprés lequel un ensemble #™° continue est telle qu'on peut
en déterminer les éléments par # coordonnées réelles, -continues, indépen-
dantes T'une de l'autre) devient absolument sans valeur.

Comme notre travail le montrera, on peut méme déterminer les
¢léments d’un ensemble continu d'étendue n par une seule coordonnée réelle
et continue au moyen d'une opération & sens wwigue. Il suit de la, que
si on ne fait aucune supposition par rapport & la nature de la correspon-
dance, le mnombre des coordonnées réelles continues et indépendantes qui
peuvent servir & la détermination & sens unique des éléments d'un en-
semble continu d'étendue n, peut étre fout nombre donnée m et que par
conséquent on e peut le considérer comme caractére invariable d'un en-
semble donné. :

En me posant la question de savoir si un ensemble continu de »
dimensions peut étre reliée ‘au moyen d'une opération & sens unique a
un ensemble continu d'unc seule dimension, de telle sorte qu’a chaque
élément’de I'une d’elles réponde un élément, et un sculement, de Pautre,
il s'est trouvé qu'ume telle correspondance existe toujours. '

D'aprés cela une surface continue peut étre rapportée complétement par
une opération & sens umique & une ligne continue; la méme chose est vraie des
corps continus et des ensembles continus géométriques & un nombre quelconque
de dimensions.

En apphqufmt I'expression introduite plus h‘lut mnous pouvons donc
dire que la puissance d'un ensemble continu d’étendue n et choisi & volonté
est égale a la puissance d'un ensemble d'étendue simple, comme p. ex. d’un
segment de droite continue et limitée.

§ L

Comme deux ensembles continus, d’'un nombre égal de dimensions,
peuvent, au moyen de fonctions analytiques, se rapporter 'une & lautre
complétement et a sens unique, par rapport au but que nous poursuivons
(et qui est de montrer qu'on peut joindre d’une fagon compléte et i sens
unique des ensembles continues qui n'ont pas le méme nombre de dimen-
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sions) tout se rameéne, comme on l'entrevoit facilement, & la démonstration
du théoréme suivant:

(A). »Soient x,, x,, ....x, n grandeurs réelles, variables, indépendantes
Tune de Tautre, dont chacune peut prendre toutes les valeurs > 0 et <1, et
soit ¢t une autre variable comprise dans les mémes limites (0 <t < 1), on peut
faire correspondre cette grandewr ¢ au systéme des w grandewrs x,, ,,....%,
de telle sorte qu'a chaque valewr déterminée de t appartienne un systéme de
valeurs détermindes ,, @,y . ... @, 6t vice versa & chaque systéme de valeurs
déterminées ,, x,, . ... ®, une certaine volewr de t»

Comme congéquence de ce théoréme se présente cet autre que nous
avons en vue:

(B). »On peut faire correspondre d'une fagcon compléte et & sens unique
un ensemble continu & n dimensions & un ensemble continu d'une seule dimen-
sion; deux ensembles continus U'une de n, Uautre de m dimensions, n étant %m,

ont la .méme puissance; les éléments d'un ensemble continu & n dimensions
peuvent étre déterminés & sens unique par ume seule coordonnée t continue et

réelle; mais ils peuvent aussi étre déterminés & sens uwique par un Systéme
de m coordonnées continues &, by, . ... b, ‘ :

§ 2.
Pour démontrer (A) nous partons de ce théoréme connu que tout

nombre irrationnel e Z{ peut étre représenté d’'une maniére complétement
déterminée, sous la forme d’une fraction continue infinie:

6 = — — = (b, Oy, « oo By ....)

ou les a, sont des nombres positifs entiers rationnels.

A chaque nombre irrationnel e 2! appartient une série déterminée
infinie de nombres entiers positifs a, et réciproquement chaque série sem-
blable détermine un certain nombre irrationnel e 2‘1’.
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Solent maintenant e, e,, .... ¢, n grandeurs variables indépendantes
l'une de Vautre, dont chacune peut prendre toutes les valeurs numériques
irrationnelles de l'intervalle (0.... 1), quon pose alors:

e, = (A1, A9 « . R )
b= (Op,1y @uyay + oo v Gpyy o oo s)
€n = (U1, Onygy « o o« Anyyy oo s)

ces n nombres irrationnels déterminent & sens unique un % -4 1°*° nombre
irrationnel d 29:

dz(ﬂn /32’ ﬂva'-"')a

si on établit entre les nombres a et B le rapport suivant:

M) Bo—tnip = du, v Pt 2’ et

v =12 ....
Mais aussi de lautre cd6té si on part d'un nombre irrationnel d 29, il
détermine la série des B3, et au moyen de (1) les séries des @, ,; par
conséquent d détermine complétement et 4 sens unique le systéme des n
nombres irrationnels e, e, .... e, De cette considération résulte tout
d’abord le théoréme suivant:

(C). »Soient e, €3y . ... €, 0 grandeurs variables indépendantes V'une
de Uautre, dont chacune peut prendre toules les valewurs numérigques irration-
nelles de Vintervalle (0 ....1) et soit d une autre variable irrationnelle dans

les méme limites, on peut faire correspondre d'une maniére compléte et & sens
unique cette grandeur d et le systéme des n grandewrs €, €, .... €,»

§ 3.

Aprés avoir démontré, dans le paragraphe précédent, le théoréme (C),
nous avons maintenant & démontrer le théoréme suivant:

(D). »Une grandeur variable e, qui peut prendre toutes les valeurs nu-
mériques irrationnelles de Vintervalle (0 . ... 1), peut se joindre & sens wni-
que & une variable x comportant toutes les valewrs réelles, c. a. d. rationnelles
et irrationnels, qui sont >0 et <1, en sorte qua chaque valeur irrationnelle
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de e 23 corresponde une valewr réelle de x%;’ el une seulement et que réci-

proquement & chaque valeur véelle de x corresponde ume certaine valewr irra-
tionnelle de e.» ' .

Car une fois ce théoréme démontré, qu'on se représente (en l'appli-
quant), comme correspondantes aux # -+ 1 grandeurs variables désignées
dans le § 2 par e, e, .... ¢, et d, les autres variables z, =,, .... =,
et 7, reliées aux premiéres par une opération & sens unique, chacune des
derniéres variables pouvant prendre sans restriction toutes les valeurs
réelles >0 et <1. Comme nous avons établi une correspondance com-
pléte et & sens unique entre la variable d et le systéme des » variables

€ €y -... 6, dans § 2, on obtient de cette maniére une association
complete, déterminée et a sens unique de la variable continue ¢ et du
systétme des % variables continues z,, %,, .... %,, ce qui démontrera la

vérité du théoréme (A)

Nous n’aurons donc plus & nous occuper dans la suite que de la
démonstration du théoréme (D); quon nous permette d’employer, pour
plus de briéveté, un formalisme simple que nous allons d’abord faire
connaitre. : '

Nous appellerons ensemble linéaire de nombres réels tout ensemble
bien définie de nombres réels, distincts les uns des autres, c. a. d. inégaux
en sorte qu'un seul et méme nombre ne se présente pas plus d’une fois
comme ¢lément dans un ensemble linéaire.

Les variables réelles, qui se prégentent dans le cours de ce travail,
sont toutes de telle nature que le champ de chacune delles, c. a. d.l'en-
semble des valeurs quelle peut prendre cst un ensemble linéaire donné;
nous n’appuierons donc plus dans la suite sur cette supposition que par-
tout nous ferons tacitement.
~ De deux variables de cette nature a et b nous dirons qu'elles n’ont
aucune liaison, si aucune des valeurs que peut prendre @ n’est égale &
une valeur de b c. a. d. les deux ensembles de valeurs que peuvent
prendre les variables a et b, n'ont pas d’éléments communs, si on dit que
a et b sont sans liaison. (%)

(') Deux ensembles M et N ou bien n’ont aucune liaison, si elles n’ont aucun élément
qui leur soit commun; ou bien elles sont relides par un troisitme ensemble déterming P
c. a; d. par l'ensemble de leurs éléments communs. Je désigne I'ensemble P par D(M, N).



318 : G. Cantor.

N/

Si on a une série finic ou infinie o, ", a .. 0%, . ... de variables
bien définies ou de constantes telles que a® et a"‘) n'ont aucune liaison
entre eux, on peut définir une variable o par ce caractére que son champ
se compose de I'ensemble des champs de o', a”,....a%, ... 5 réciproque-
ment une variable donnée @ peut se décomposer d’aprés les modes les
plus divers en d’autres o/, a”, .... qui n'ont aucune liaison deux & deux;
dans ces deux cas nous exprimons le rapport de la variable ¢ aux varla-

bles @', a”’,....a%,.... par la formule suivante:

Cette formule exprime & la fois 1° que toute valeur que pourrait
prendre une des variables @“ est aussi une valeur qui convient & la
variable a; 2° que toute valeur que peut recevoir @ peut étre prise aussi
par une des grandeurs a®, et par une seulement. Pour expliquer cette
formule, soit par exemple ¢ une variable qui peut prendre toutes les
valeurs rationnelles >0 et <1, e une variable qui peut prendre toutes
les valeurs irrationnelles de Pintervalle (0 ....1) et enfin # une variable
qui peut prendre toutes les valeurs réelles, rationnelles et irrationnelles
20 et <1, on a:

w= o, e}

Soit @ et & deux grandeurs variables de telle nature qu’on puisse les
joindre l'une & I'autre dune facon compléte et 4 sens unique, en d’autres
termes si lé champ de I'une et de l'autre a la méme puissance, nous
appellerons a et b équivalentes 1'un a l'autre et nous l'exprimerons par
une des deux formules @~ b ou b~ a. D’aprés cette définition de 1'équi-
valence de deux grandeurs variables il suit immédiatement que @~ a;
et que, si a~ b et b~ ¢, on a toujours aussi a~ c.

Dans la suite du travail le théoréme ci-dessous dont nous pouvons
omettre la démonstration & cause de sa simplicité, trouvera son application
en divers endroits:

(E). »Soit &', a”, .... a® une série finie ou infinie de variables ow de
constantes qui wont aucune liaison deux & dewx, b, b”,.... 0%, . ... une
autre série de la méme nature, si & chaque variable a® de la premiére série
répond une wvariable déterminée b de la seconde et si ces variables corres-
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pondantes sont constamment équivalentes Uune & Uautre, c. a. d. que a® ~ b,
on aura toujours aussi: a ~. b,
s "

et

§ 4

Au point ou nous en sommes arrivés de mnotre travail, il n'y a plus
qua démontrer le théoréme (D) dans § 3. Pour cela prenons comme
point de départ qu'on peut écrire tous les nombres rationnels qui sont
>0 et < 1; sous la forme d'une série simplement infinie:

D1y Loy Pay oo o v @uy oo

avec un terme général ¢,.

On peut le prouver de la fagon la plus simple, comme il suit:
P gtant la forme irréductible pour un nombre rationnel >0 et <1, ol
7
par conséquent p et g sont des nombres entiers non négatifs avec le
plus grand commun diviseur 1, qu’on pose p + ¢=N. Dés lors & chaque
nombre £ appartient une valeur déterminde, entiére et positive de N, et

q .

réciproquement a cette valeur de N appartient toujours un nombre fini de

quantités £. Si on imagine maintenant les nombres £ rangés dans ordre
q q

tel que ceux qui appartiennent & des valeurs plus petites de N précédent
ceux pour lesquels .N a une valeur plus grande, et que de plus les
nombres £, ‘pour ‘lesquels- N a la méme valeur se suivent les uns les
o q o , :
autres par ordre .de grandeur, les plus grands aprés les plus petites, chacun
des .nombres £ vient occuper une place parfaitement déterminée dans une
g :
série simplement .infinie, dont le terme général sera désigné par ¢,. Mais
cette proposition peut aussi se tirer comme conclusion de ce jai dit ailleurs,
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que Yensemble (w) de tous les nombres réelles aldebmques peut se mettre
sous la forme d'une série infinie:

W, Wy «ov. Wy, ..

12

avec le terme général w,; cette propriété de l'ensemble (w) se transmet
en effet & Dl'ensemble de tous les nombres rationnels >0 et <1, parce
que cet dernier ensemble est une partie intégrante du premier_ (w).

Soit maintenant ¢ la variable quise présente dans le théoréme (D) et qui

peut prendre toutes les valeurs numériques réelles de Vintervalle (0....1),
a l'exception des nombres ¢,.

Qu'on prenne ensuite dans lintervalle (0....1) une série quel-
conque infinie de nombres ¢, irrationnels et soumise aux conditions qu'en
général on a ¢, < ¢, ., et que hm g, = 1; soit par exemple:

L
2v

Qu'on désigne par f une variable, qui peut prendre toutes les valeurs
réelles de lintervalle (0.... 1), & I'exception des valeurs ¢,, par g une
autre variable, qui peut prendre toutes les valeurs réelles de l'intervalle
(0....1), a lexception des ¢, et des ¢,.

Nous disons que:

e~ f.

En effet d'aprés la notation du § 3 on a:

Elga SV}
et:

fE{g’ 501‘}’

Mais on a: g~ g; e ~ ¢,; nous concluons donc d'aprés (E) que e~ f
Le théoréme & démontrer (D) est donc ramené au théoréme suivant:
(F). »Une variable [ qui peut prendre toutes les valeurs de Uintervalle
(0....1), a Uexception des valeurs d'une série donnée ¢,; soumise aux con-
ditions que e, < &,,., et que lzm s, = 1, peut se joindre d’une facon complete

et & sens unique & une vamable x qui peut prendre toutes les valewrs > 0
et < 1; en dautres termes, on a f~ x»
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§ 5.

Nous appuyons. la démonstration de (F) sur les théorémes suivants
(6), (H), (9):

(G). »8oit y une variable, qui peut prendre toutes les valeurs de lin-
tervalle (0 . ... 1) & Vexception seulement de 0, x une variable qui comporte
toutes les valewrs de Uintervalle (0 .. .. 1) sans exception, on a: y ~ x» -

La démonstration de '
ce théoréme (G) se fait
de la maniére la  plus 1Y
simple en considérant la
courbe 'ci-contre, dont les
abscisses a partir de 0 re-
présentent la grandeur z, sl

&
\E..,
N

\
.0::‘ "

et les ordonnées la gran-
deur y. Cette courbe est
composée d’un nombre in-
fini de segments de droites
(qui sont paralléles entre
eux et deviennent infini-
ment petits quand y croit
a 1’inﬁni) et du point isolé

, dont ces segments se
rapprochent asymptothuement Mais les points extrémes a; @/, .... a®
devant étre considérées comme faisant partie de la courbe, au contraire

H (

! i
~ [
] \
|

T

PO

- —— o ot 1 v e 2 e

e

Qb e e a

>

[ P S U

"

les points extrémes b, ¥, .... 8”, .... doivent étre regardés comme en
dehors de cette courbe. Les longueurs représentées dans la figure sont:

Op =pe=1; Ob_bp-_0a~;—'

(V) d(") d(“) b(l‘) bu——l'by — s
: 2

Acta mathematica. 2, Imprimé 11 Juin 1883. 41
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On se.convaine que, tandis que l'abscisse # prend toutes les valeurs
de 0 & 1, I'ordonnée y les prend aussi toutes, a 'exception seulement de
la valeur 0.

Le théoréme (G) étant ainsi démontré, on obtient en appliquant les for-

mules de transformation: y = = —%, o = “""% 13 généralisation de (G):
a — -

B— B

(H).  »Une variable 2, qui peut prendre toutes les valeurs d'un intervaile
(@....0), ow aZ B, a lexception de la seule valeur a, est équivalente & une
variable w qui peut prendre toutes les valeurs du méme intervalle (a . ... f3)
sans exception.», ‘

De 14 nous arrivons immédiatement au théoréme suivant:

(J). »w étant une variable susceptible de prendre toutes les valeurs de
Uintervalle (a . . .. [3) & Uexception des deux valeurs extrémes o et f3, u étant
la méme variable que dans (H), on a o ~ u.» )

En effet: soit ; une valeur quelconque enire « et 3; qu’on introduise
comme auxiliaires quatre nouvelles variables ', ®”, 4" et 2
‘ Supposons que z soit la méme variable que dans (H), que ' prenne
toutes les valeurs de lintervalle (a....7) & l'exception des deux valeurs
extrémes o et y; quon donne &4 " toutes les valeurs de Dintervalle
(r.... ) & lexception de la scule valeur extréme f; soit enfin «” une
variable susceptible de prendre toutes les valeurs de lintervalle (y....J)
y compris les valeurs extrémes.

On a alors:

2 {w', u

Mais par suite de (H) on a ” ~ #'; nous concluons donc que o~ z.
Mais d’aprés’ (H) on a aussi: 4~ u; par conséquent on a encore: w ~ 1,
ce qui démontre le théoréme (J). ‘ B
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme (F) comme il suit:
En renvoyant & la signification des variables f et z dans ’enoncée
‘de (F), nous introduisons certaines variables auxiliaires:

O L A A O
et e ‘
;1 v .. m(?u) . .
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Soient: 7 une variable qui comporte toutes les valeurs de V'intervalle
(0....¢g) & lexception de la seule valeur extréme e;; / pour v > 1
une variable susceptible de prendre toutes les valeurs de lintervalle
(e,—y .« .. &) a lexception des deux valeurs extrémes ¢, ;, et ¢,; 2 une
variable qui comporte toutes les valeurs de lintervalle (e,,_, ... &)
sans exception. , .

Si on joint encore aux variables [, f”, .... f% .... la quantité
constante 1, toutes ces grandeurs prises ensemble ont le méme champ
que f, c. a. d. qu'on a: ‘

— 4 1 . (@]
=i oo

De méme on se convainc que:

1}

x = {f’, &, f, wlv, ce f(;')”—l), 'm(m, c e 1}
Mais par suite du théoréme (J) on a:
O, puis; FED gDy g
d’out ‘a»caﬁse du théoréme (E) § 3:,

§ 6.

Je vais maintenant donner une démonstration beaucoup plus courte
pour le théoréme (D); si -je ne’ me suis pas borné i celle-ly, cela
est- venu de ce que les théorémes auxiliaires (F), (G), (H), (I), qui ont
servi & une démonstration plus compliquée, ont de l'intérét en eux-mémes. —
Nous désignons par z, comme plus haut, une variable qui peut prendre
toutes les valeurs réelles de lintervalle (0.... 1), y compris les valeurs
extrémes; soit ¢ une variable qui ne comporte que les valeurs irration-
nelles de l'intervalle (0....1); il faut démontrer que = ~ e

‘Nous nous représentons, comme dans § 4, les nombres rationnels’
>0 et <1 sous forme de série, avec le terme général ¢,, o v a & par-
courir la série des mombres 1, 2, 3,.... Nous prenons ensuite dans
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lintervalle (0 ....1) une série infinie quelconque de nombres’irrationnels

- . . : o V2

distincts entre eux; soit 7, le terme général de cette série | p. ex: ="
Qu'on désigne par h une variable susceptible de prendre toutes les

valeurs de l'intervalle (0 ....1) & 'exception des ¢, aussi bien que des 7,.

D’aprés le formalisme adoptée dans § 3 on a alors:

0 o e={h g, o)
et

[

{h’ 771‘}

Nous pouvons aussi écrire la derniére formule comme il suit:

(2) o=k pua, @)

Si maintenant nous remarquons que:
h~h; pr~~gu_1; ¢~ 7o

et si nous appliquons aux deux formules (1) et (2) le théoréme (E) § 3,
nous obtenons z ~ ¢; ¢. q. f. d. '

§ 7.

La pensée viendrait naturellement de choisir, pour la démonstration
de (A) la forme de représentation des fractions décimales infinies au lieu
des fractions continues que nous avons employées; il semblerait que cette
méthode nous aurait conduit plus promptement au but; mais au contraire
elle entraine avec elle une difficulté sur laquelle je veux attirer I'attention
ici; et c’est la raison qui m’a fait renoncer dans ce travail & I'emploi des
fractions décimales.

Si on a p. ex. deux variables », et z, et qu'on pose:

oa, a dy

— 2
=gt qt et
o _ BB : B
,702—_10+1—()2+,...+W+...
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en supposant que les nombres «, 3, deviennent des nombres entiers > 0
et <9 et ne prennent pas constamment, & partir d’un certain », la valeur 0
(excepté lorsque », ou , est égal & 0), ces expressions de «;, @, seront
déterminées, dans tous les cas avec une signification unique, c. a. d. z,
et x, déterminent les séries infinies de nombres a, et §,, et réciproquement.

Si maintenant on tire de z, et », un nombre:
=47 SR L
b=qgtig Tty
en posant:
721«—1.: Oy; T = ﬂu
pour |
v=1 2, ....00
il g’établit un rapport a sens unique entre le systéme x,, ©, et la vari-
able £; car un seul systéme de valeurs x, z, conduit & une valeur donnée
de ¢ Mais la variable 7, et c’est la particularité & remarquer ici, ne
prend pas toutes les valeurs de Uintervalle (0 . .- . 1), elle a une variabilité

restreinte, tandis que x, et x, ne sont soumis & aucune restriction dans
ce méme intervalle. En effet, toutes les valeurs de la somme de la série:

By T N
it ot

+...,

ou, a partir d'un certain v > 1, tous les p,,_, ou tous j, ont la valeur
zéro, doivent étre considérées comme au dehors des limites de variabilité
de ¢, parce qu'elles raméneraient & des représentations, par fractions déci-
males, de », ou z,; qui sont finies et par conséquent inadmissibles.

§ 8.

Le travail que nous avions en vue étant terminé dans les paragraphes
précédents, quelques remarques plus générales pourront trouver place ici,
comme conclusion,



326 "G Caator.

Le principe (A) et par suite le principe (B) peuvent étre généralisés,
de sorte que des ensembles continus d’'un nombre infiniment grand de di-
mensions ont la méme puissance que les ensembles continus d'une seule dimen-
sion; toutefois cette géneralisation est essentiellement liée & Uhypothése que
les dimensions infiniment nombreuses forment ellés-mémes un ensemble de la
premiére classe ou puissance. Au lien du théor¢me (A) on a le suivant:

(A, »Soit x,, ®,, . ... x,, une série simplement infinie de grandeurs
variables, réelles, indépendantes Uune de Uauire, dont chacune peut prendre
toutes les valewrs >0 et <1, et soit t-une .autve variable avec les mémes
limites (0 <t < 1), on peut faire correspondre par une opération & sens
unique cette grandeur t aw systeme des T, Ty, . ... T,y . ..., qui sont en
nombre infini.» - ,
Ce théoréme (A’) se raméne, 4 I'aide du théoréme (D) § 3, au suivant:
(C). »Soit e, €, .... €, .... une série infinic de grandewrs vari-
ables indépendantes U'une de Uautre, dont chacune peut prendre toutes les
valeurs numériques irrationnelles de Uintervalle (0. ... 1) et soit d une autre
variable irrationnelle avec les mémes limites, on peut joindre cette grandeu}" a
par une opération & sens unique au systeme des grandeurs ew nombre infini:
€y gy v v v By D
- La démonstration de (C') se fait de la maniére la plus simple, en
appliquant le développement de la fraction continue et en posant, comme
dans § 2:

e, - (o, 1y By 2y oo v Gpyy oo )
pour =1, 2, ....00
- - U A
et en établissant entre les nombres entiers positifs a et g le rapl)(;rt:
Ly = [, |

(pHv—1p+v—2)
2

A=p+

+yv—1) e +v—2)
2 ’
de le montrer, jouit de cette propriété remarquable de représenter tous

En effet.la fonction +.('“ comme il est facile

/
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les nombres. entiers. positifs, et chacun d'eux une fois seulement, quand g
et y y prennent également, indépendamment l'un de Pautre toutes les
valenrs positives entiéres. '

Le - théoréme (A’) paraft indiquer le terme jusqu'a quel on peut
généraliser le théoréme (A) et les conséquences qui en découlent. Et
maintenant que nous avons ainsi démontré, pour un chamyp extraordinaire-
ment riche et étendu d'ensembles, la propriété de pouvoir se joindre & sens
complet et unique & une droite continue ou & une partie de cette droite
(en entendant par parties d'une ligne tous les ensembles de points qui y sont
contenus) la question se pose de .savoir comment se comportent, au
point de vue de lewr puissance, les différentes parties d'une ligne droite
continue ¢. a. d. les différents ensembles de points qu'on y peut imaginer
en nombre infini. o A .

Si nous dépouillons ce probléme de sa forme géométrique et si,
comme il a déja été expliqué au § 3, nous entendons par ensemble linéaire
de nombres réels tout ensemble imaginable de .quantités réelles distinctes
entre elles et en nombre infini, la question se pose ainsi: en quelles classes
se devisent les ensembles linéaires, et quel est le nombre de ces classes, si on
groupe dans des classes différentes les ensembles de différente puissance, et
dans la méme les ensembles de méme puissance? Par un procédé d'induc-
tion, dans la description duquel nous n’entrerons pas davantage, on est
amené & ce théoréme, que le nombre des classes d’ensembles obtenus
d’aprés ce mode de groupement est un fombre fini et qu'il est égal
a deuw. . |

D'aprés cela les ensembles linéaires comprendraient: deux classes ()
dont la premiére contient tous les ensembles susceptibles d’étre ramenés
a la forme: functio ipsius v (ou vy parcourt tous les nombres entiers po-
sitifs); tandis que la seconde classe embrasse tous les ensembles reductibles
a la forme: fumctio ipsius x (ot x peut prendre toutes les valeurs réelles
>0 et <1)

(') Que ces deux classes soient distinctes en réalité, c'est la conséquence immédiate
du théoréme démontré dans le ¢ 2 du travail cité plus haut (Journ. d. Math. pures et
appliquées t. 77, p. 260), d'aprés lequel, si on a une série régulidre infinie 7, 2,,... Uy,...
on peut toujours trouver dans chaque intervalle donné («.... ) des nombres v qui ne se
présentent pas dans la série i)roposée.
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Il n’y aurait donc dans les ensembles linéaires infinies, et par cons¢
quent aussi dans tous les autres qui s’y rameénent par une opération
sens complet et unique, que deux espéces de puissances, répondant & ce
deux classes; nous remettons a4 plus tard la solution exacte de cett
question. ' '

Halle a. S. 11 Juillet 1877.




