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(i) 

Outre  l ' identi t6 classique 

~, (x, ~),~(~, ~)n-~ = (x + v, ~)n, 
S ~ 0  

les polyn6mes de Newton  

(X, O))a = X(X 0)) (.9g---2 01)" '"  ( X - - ( ' I ~ - - I ) C O )  

,n ! 

vdrifient une identi t6 plus g6n6rale, d6pendant  d 'un  param6tre  arbi t raire .  Cet te  

idenLi~6 

(I) ~ ~ (x + ~8, o))~(y-~,  ~o)~_~ = (x+v,  o,)~ 
s=o X _,~_ Cl 8 

se rdduit  ~ (I) pour  a = o ,  eL semble avoir  6t6 ddmontrde pour  la premiere  fois 

par  g. L. W. ¥ .  Jensen  ~ sous sa forme g6ndrale, mais le cas parLieulier oh ~o-~-o 

avail  6~6 rencontr6 ddj~ par  Cauchy et Abel. J 'a i  retrouv6 inc idemment  la forme 

par~iculi~re que prend (I) pour  a ~-2 ,  ~o = I ,  dans un m6moire rdeenL~; d'ail leurs 

il va sans dire que prendre  to 6gal ~ I n'es~ pas une restr ict ion.  

D 'une  manibre plus g6ndrale, o n  se propose, dans la premibre part ie  de ceL 

article, de d6terminer  toutes  les idenLitds de la forme 

t Sur  une  ident i t6  d 'Abel  e t  su r  d ' au t res  formules  analogues,  Acta math .  26 (I9O2), p. 

3I 1--312. 
'~ M6moire sur  les sui tes  de polyn6mes,  Aet~ math .  51 (I928), p. 225. 

2 2 - - 2 8 2 2 .  Acta mathematiea. 52. Imprim6 le 24 aofit 1928. 
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~7 (x + as, ~o).Jy + fls, ~o) ..... p x  + qy + r + Zs (:) 
.~=o ~'~ ( a x + b y + c + T s ,  w)n p 'x+q 'y+r '+~, ' s - - - -  I, 

off x, y sont deux variables ind6pendantes,  et a, fl, 7, a, b, c, p, q, r, p', q', r', )~, ,~', 

I4 param~tres constants;  cette identit6 devant  avoir lieu quel que soit l 'ent ier  

non ndgatif  u. 

On verra que cette question conduit  £ deux identit6s seulement, dont l 'une 

est l ' identit6 (I). :Nous donnerons d'ailleurs deux d6monstrat ions de (I), dont  

l 'une est eelle de Jensen.  

Duns la deuxiSme partie de ce travail, nous 6tendrons (I), ainsi que la 

formule d ' interpolat ion qui lui est assoei6e, au cas de plusieurs wriables.  On 

obtiendra ainsi deux g6n~ralisations distinctes, .6galement rem,~rquables, suivant  

qu'on utilisera l 'un ou l 'autre des deux modes de d6monstrat ion utilis6s pour (I). 

I. Pour  d6terminer les conditions que doivent  remplir  les coefficients de 

l ' identit6 (2) pour qu'elle soit exacte, faisons d 'abord n = o ;  on doi~ avoir 

p x  ÷ qy + r ~- p ' x  + q'y + r', 

donc 

p' = p ,  q' = q, r '  ~ r .  

Supposons ensuite que x et y uugmentent  ind6finiment. Le premier membre 

de (2) est ~quivalent '~ 

~=0 (ax + by, ~o),~ 

et la compamison "~ (I) montre que l 'on doit avoir 

a ~ b z i .  

Les identit6s cherchdes sont donc n6cessairement de la forme 

(3) 
~, (x + ~,~, ~o)~(y + fls, ~o)._~ p x  + q y  + r +  Zs _ 

x c 8, i ) - x  q ,. : ;  8 - I .  

(4) 

z. Supposons d 'abord que 7 soit nul. Pour  n =  I, (3) s'6crit 

(~ + ~)(p~ + qy + r +  ~) = (x + ~ ) (px  + qy + r +  Z),  
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ce qui exige que l 'on sit, soit 

(5) 

soit  

(6) 

a = c ,  ~ = ,~', 

q = o ,  r + ~ = p c ,  r + ~ ' = p a .  

Les condi t ions (5) donnan t  lu vuleur I ~ lu f rac t ion  

@ = p x  + q.y + r + ~s 
p x  + qy + r + ~'s'  

qui p rend  cette 

borne r  ~ ces 

(7) 

(8) 

(9) 

et 

(io) 

D'Mlleurs  
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m6me vuleur duns les condit ions (6) pour  c - - a ,  il suffit de se 

derni6res condit ions,  et d 'Studier  ulors les identi tgs de lu fo rme  

F, (x + ~ '  ~).~ (.v + ~ ,  ~).,~-~p~ + , '+  (~- ,~)~ 

3. Si l 'on  suppose muin~enunt  que y ne soit  pus nul, (3) s'dcrif, pour  n =  I, 

(~÷ ~)(.~+~ + ~)(~)~+ qy + , .+  ~) = (~+ ~)(~ + y +  ~+ ~)(l~ + q ? / + , +  z). 

Les deux seuls cas possibles sont  donc 

29 = q = o, ,~ = ~' ~- - -  ,r, 

p = q = I ,  c = a ,  r + Z = c + 7 ,  r + ~ ' = c .  

(9) en t ru lnen t  @ ~  I ,  e~ donnent  ~ (3), pour  n =  I ,  une fo rme  dvi- 

d e m m e n t  impossible,  de sorte que les seules idenBit~s (2) "~ dkudier, sont  ici de 

lu forme 

(ii) 
n 

4. .Etude de (7). Reprenons  l 'dgulitd (7), et remplagons  y le t e rme  

(y + fls, ~o)n-s pa r  son ddve loppement  
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/ t w 8  

'v~O 

(7) s'6crit Mors 

n n - -~  

3'. !~: ~'~:_~'1~ (::x := c+ ~'8 .~)~,=r ~(~-.:~ + ~, ~o).~::, ~ + ,. + (p ~-- ~.1 ,~. 
" "  (x + y + c, o,),, ? x  + r + ( p ~ , - r ) ~  

~'~0  8 ~ 0  

et l'identific~tion par rapport £ la wriable x + y + c  fournit les identit6s, 6qui- 

wlentes £ (7), 

~ ~,s_tr t !~ ,~-y)  ,~ _ ~ ( ~ + . ~ ,  ~o)~(-x-~+~'8, , ,~_~_?~+, .+ (p ._ , . )~ -  ~,,,., 
,~=0 

off e n , , = o  pour n4=v, e,,,~-- I. En remplagant n - - v  par n, on est donc ramen6 

chercher les identit6s £ une variable de la forme 

(1~) '~ ~o" p x + r  + ( p c - - r ) s  F~(~+~,  ~ ) , ( - x - ~ + ~ ,  / , , - ,~,x+;+(p~_;)~. = ~0,~. 
8 ~ 0  

Lorsque 10 est nul, la fraction @ se r6duit £ l'unit6, et (i2) fournit, pour 

n =  I, la condition c = a ;  cette derni~re condition suffisant que que q) soit 6gal 

I, on n'6carte aueune forme possible en supposant p ~ o .  D'ailleurs, il est 

clair qu'on peut alors prendre p-~  I. 

Avec cette hypoth~se, (12) donne, pour n = 2 ,  

(x+ c)(x+ 2~-r) (~+ e - 2 ~ - o )  = (~+ 2.)(x + 2 . - ~ ) ( ~  + 2 e-r) .  

L'identification des deux membres pouvant se faire de six fagons, on obtient 

ainsi les six systSmes de conditions 

(A) c=r----o , ~ = - - a ;  

(¢) e = ~ = ~ = o ;  

(D) e = 2 ~  , 3 = - - ~ ,  

(E) e = 2 ~ - - ~  , $ = - - ~ ,  

(F) c = ~ = ~  , ~ = - - ~ .  

r ~ o ~  
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Remarquons tou t  de suite que les conditions (C) donnent  g (7) la forme 

de l ' ident i t& clussique (i), et que les cinq syst~mes qu'il  reste g &udier  sup- 

posent f l =  --  a. 

Pour  (A), (7) devient jus tement  l ' identitd (I) de Jensen.  

Pour  (B), (7) s'dcrit 

8=oZ'~ (x + y + ~o, ~),~ 

x + ( o  
x +  ~ + ( a - - ~ ) s  

et se ram8ne ais6ment g (I) en changeant  x e n  x--co. 

Examinons ma in tenan t  les conditions (D), e~ reprenons (I2)uvec n =  3. 

dolt avoir ident iquement  

On 

(x+ 2cc){(x+ 2 a + w ) ( x +  2a + 2w)- -  3(x + 3a)(x+ 3ec+,o) + 3(x+4a)(x+4c~--w)}  = 

= (x + 3 c~) (x + 3 a - - w ) ( * +  6~- -2  w). 

L'identifica~ion du binbme x + z a  g l 'un  des f~cteurs au second membre 

exige que l 'on air a = o ,  ou c o = a ,  ou o J ~ 2 a .  Pour  a--~o, (D)s ' identifie g(C) .  

Pour  c o = a ,  (7) s'~crit 

n 

,=o ( x + y + 2 ~ , ~o ),, 

e~ prend, en changeant  x en x - - 2 w ,  la forme particuliSre de ([) pour a - w .  

Enfin, pour eo=2a ,  (7) s'~crit 

8=0 ( x + y +  ca, 2~),~ x +  2 a - - a s  

et prend imm@diatement la forme de (I) en changeant  x en x - - z a .  

Le syst&me de conditions (E) ne donne rien de plus que (D), car ( I2)prend  

la m~me forme, au changement  pros de x en x +  o~. 

Enfin, on volt tout  de suite que, dans les conditions (F), la fract ion q) se 

r@duit g l 'unit6, et que (7) prend la forme g laquelle se r@duit (I) pour a - -oJ .  

En r@sum6 la seule identit6 de la forme (7) est l ' identit6 de Jensen,  dont  

nous donnerons plus loin deux d@monstrations. 
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5. Etude de (II). Pour  n = 2 ,  (II) devient 

.v(.v- o,) (~ + ,~)(7t + ~) 
(I3) (x+y+a)(x-t--y+a-co) + 2 ( x + y + a + z - w ) ( x + y + a )  + 

+ (x+2a) (x+2cc- -c° ) (x+y+2a+27- - r )  : I. 
( x + y + a +  2 7 ) ( x + y + a + 2 7 - - ~ o ) ( x + y + 2 a - - r )  

Ceci exige que x + y + a  se trouve au d tnomina teur  de la derni&re fraction, 

ou disparaisse duns la somme des deux premieres fractions• 7 n '~tant  pus nul, 

la premiere circonstance exige e o : 2  7 ou r - - a .  Duns un cas comme duns l'~utre, 

on volt immtd ia tement  que les autres facteurs aux d tnomina teurs  des fractions 

de (I3) sont distincts, ce qui conduit  £ une impossibilitt .  

En 6crivant alors que le r t s idu du pt le  simple x ~ - - y - - a  est nul  duns la 

somme des deux premibres fractions de (I3), considt r te  comme fonct ion de x, 

on obtient les conditions f l - ~ 7 = - - w ,  grace ~uxquelles (13) s'6crit 

(y--co)(2x + y + 2a--2eo) 
(I4) ( x + y + a - - c o ) ( x + y + a - - 2 w )  + 

..[_ (X+2CC)(X+2CC--OJ)(X+?t + 2 ~ - 2 0 ' - r )  
( x + y + a - - 2 w ) ( x + y + ~ - - 3 w ) ( x + y +  2a--r) 

Pour  o~=o ,  ( I4 )dev ien t  

y ( 2 x + y  + 2a) + ( x + 2 a )  ~ = ( x + y + a )  ~, 

ce qui exige a = o ,  de sorte que (I1) se r t du i t  ~t la formule du bintme.  

Pour  c o ~ o ,  le facteur  x + y + a - - c o  ne peat  8tre identifi6 q u ' ~ x + y + 2 a - - r ,  

ce qui entralne r ~ - a + c o ,  et, par suite, donne ~ (I4) la forme 

(y-  c o ) ( 2 x + y + 2 a - - 2 o J ) +  ( x + 2 a ) ( x + 2 a - - w ) = ( x + y + a - - w ) ( x + y + a - - 2 e o ) ;  

l ' identification exigeant encore que a = o ,  les conditions obtenues sont, en dtfini- 

rive, a = o ,  r = c o ,  f l :7 - - - - - -~° ,  ce qui donne £ (II) la forme 

(II) • - - -  I 

~=o (x+y--oJs, co),~ x+y+co--cos  ' 

e~ cet~e identit6 remarquable est effectivement exacte, comme nous ulions le 

vtrifier. 
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. 
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Tou t  d 'abord,  le ehangement  de y e n  y--x--co donne £ (II) la fo rme 

Z (X, ( y - -  (.08, (D)nZcl 
s=O 

Le premier  membre  5rant une fonct ion  ra t ionnel le  de y qui t end  vers n + I 

quand y augmente  ind6finiment; il suffit de dgmontrer  qu'i l  n ' admet  aueun p61e. 

Les seuls p61es possibles sont simples, et  d'affixe 

OJ8, ~0(8@ I) ,  ~ ( 8 " ~ - 2 ) , . . . ¢ ~ , ~  . . . , ,  

s p renant  les valeurs o, I, 2, . . .  ~. I1 snffit done de d6montrer  que les r6sidus 

aux points o, co, 2 w , . . .  2neo sont nuls quel que soit x .  

Un pble y=ka~ n 'appara l t  qu 'aux  f ract ions  uu premier  membre  de (I5) 

pour  lesquelles 

8<~k'<n+8, 

c'est-~-dire , pour  lesquelles 

]~';~,--~8--~Z;, avec o- -~8--~n.  

On dolt  done v6rifier q u e  

la sommat ion ~tant 5tendue de o £ k si o ~ n ,  et de /c--n ~ n si n~k<---zn. 
Si nous simplifions l%criture en prenan~ eo ~  I, (I6) devient,  dans le pre- 

mier  cas, 
k 

(I7) Z (X, I)s(X+n--k, I)n--s(]~__28 ) = O, 

ou, ~pr6s division par  le fac teur  (x+n--k)(x+n--k I ) . . . ( x +  I ) ,  

k 
(x, i)s(X, (k- -28)  = O, 

et l ' ident i t~  £ z~ro r~sulte imm5dia tement  de ce que le terme gSn~ral de cet te  

derniSre somme change simplemen~ de signe quand on change s e n  ~- - s .  
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Dans  le deuxi~me cas, ehangeons s e n  n - - s  et  k en 2 n - - k .  

v6rifier que 
k 

(X, I)n--~(X-]-~--n, I)s- 
F~ ~ ) ~ _ ~ _ ~  ( ~ - ~ ) = o ,  
s~O 

On doit  alors 

off o-----k--<n, ce qui se fair  comme pour  (I7). 

7. Revenons ma in tenan t  £ l ' identi td (I) et reproduisons  tou t  d 'abord  l'gl~- 

gante  ddmonstra t ion d e  Jensen.  Le point  de d @ ar t  de cette ddmonst ra t ion  est 

la s6rie de Lagrange  relative £ la racine ~, infiniment pet i te  avec la variable t, 

de l '~quation 

_F(~)-= ~ - t ( ~ +  ~)~ = o, 

off a d&.igne un  nombre  queleonque, et  (I +~)~ la branehe qui se rgduit  £ ~ p o u r  

~ = o .  On sait alors que, x d&ignan t  un nombre  quelconque, on a 

F'(~) - ~ o ~  ~ ( ~ +  ~)~+~°.~=o ' 

tra [ d m--1 i)x.i_ma__l l ; 
(~ + ~)~ = ~ + ~ ~ ~ I_d~ ~-~ (~+ m~l J ~=0 

en p renan t  pour  (~+ I) ~ la branehe dgale £ I pour  ~ = o ,  on a done l 

o ) 
F'(~) = t,,, 

(i9) 

I1 suffit alors de d~velopper, ~ l 'aide de (I8) et (I9), les trois termes de l ' identi td 

(~+ I)X+Y = ( ~ t  -~x (~-1- I)g 

pour  obtenir  (I), aux notat ions  pr~s. 

Nous utilisons aussi la notation classique 
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Voici une deuxi~me d6monstra t ion,  moins directe mais peut-&re plus instruc- 

tive. Les polynomes ^ new~onniens (x, w),~ sont~ dgfinis par  le developpement" en 

s6rie enti~re ~ de t 

~t~O 

Si nous  f o r m o n s  alors l 'expression 

(I  + e o t ) ~ [ I - - ( I  + eot)~] n, ~ I ,  2: 3, " ' ' ,  

son d6veloppement ,  ~v idemment  divisible par t ~, s'~cri~ 

Z ( - - I )  s (I-}-fBt)  co = Z ( . _ _ I ) S  X._J_t~8, f.O)~,t ~,, 
8 ~ 0  8 = 0  ~ 0  

de sorte que 

8 = 0  

8~ ~ ) ~  = 0 $ ' = 0 ,  1 , 2 , . . . , n - - I ;  

en part iculier ,  on peut  6crire 

(2 I )  ~(--I)S(~)(X"{-~8, OJ)n--l=O n>~ I, 
8 ~ 0  

d'ofi r~sulte d 'ail leurs (2o). En  changean t  x et a en x+(n--I)to et a - - , o ,  (2i) 
s'6cri~ 

( - - I ) S  [ X + ( n - - 3 - - 1 ) f o + t z 8 ] [ X + ( ~ I . - - 8 - - 2 ) ~ - } - ~ t s ] " - ( X - } - a 8 ) ' "  

s = O  

[ / - (~ - i )~+ .~ ]  =o ,  

e'es~-~-dire 

n 

~ (x + ~ ,  ~o),, ( - ~ - ~ ,  ~o)n-~ = o ~ -> i .  
X + tz8 

x 

1 On considere dvidemment  les branches ( I + ( o t )  ~ dgales ~ I pour  t = o.  

23  - -  2822. Acta mathematica. 52. Impr im6 le 24 a o f t  1928. 
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En y adjo ignunt  le cas o~ n e s t  nul, on p e u t  ~crire ceci 

(z~) ~, ~ (~ s-~=O x q - ~ 8  ~-CtS, (9)s(--X--CLS, ~)n--s = 80, n ~ = O ,  I ,  2 , . . .  

Enfin, remplagons n par  n.--~, multiplions les deux membres par ( x + y ,  w),. 

OU 

et sommons par  r~pport  £ ~, de o £ ~. I1 vient  

et il suftlt de permuter  les sommations par  rapport~ "~ s e t  ~ pour  fo rmer  

~ x (x+~,  ~o)s(y-~, ~o)n-s = (~+y, ~o)~. 

8. G~ndral isa t io~s  de (I). G@ngralisons eet te  dernigre d6monstrat ion,  en 

~e r iwn t  que le dgveloppement,  suivant  les puissances entigres de t, de 

(I ÷ oJt)~ [ I - - ( I  + ~o t)~]~"[I -- (I + o~ t)~:] "~... [ , - - ( I  +lot)  ~ ] 

est divisible par  t " ~ + ~ + ' " + ~ ,  ~ ,  n ~ i . . . ,  ~ d~signant des entiers  non n~gat i f s  et 

non tous nuls, et les a~ ~tant, ~insi que x,  des nombres  ~rbitraires. En  p renan t  

o~= I pour  simplifier r~eri ture,  on a done 

" ' "  " ~ O .  

81:0 8r:O \81 ] \8r1  ~ n l -~  "'" AV~'r?--I ] 

Changeons x en x + (n~ + ... + 'n r - -  I) et a i e n  a~-- I (i-~ I, 2, . . . ,  r) ; en posant  

X ( s )  = x + a~s, + . . .  + a~s~, 

eeci s'6crit 

81--" 0 : 
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'111 n r 

z . . . .  s~= 0 , .= ~br-- 8r 
--~r--lq-Sr--1)  ( - -X(8)--~ ' l :82~___;i . '7~tr--2q-sr--2)  . . .  

. . .  ( - -  X(8),X(8)i)n,_sl X \(2(8)/81 ] \(X (8)--81/82 ] . . . .  \(X(8)--81 . . . . . .  8r 8r--1) O ; 

en posan t  

t • p si:81+8.)+ +8 i ,  n i : n a + n , z + . . . + n i ,  ~ I ,  2 , . . . ,~ ' ,  
on a done 

(23) 

nl n r 

Z " ' ' 8  " '"  s~=O = - - w ,  \ 82 ] \ 8r / \ 'ttl--81 I 

" " " ( - - X ( 8 ) - - ~ P r - l  ~- Str-1) ~?r--Sr 
~ 0 ,  #i ~0~ 7/~ " " " ~ 0 ,  # r  ~ 

et ceci res te  valable pour  n l = n ~  . . . . .  n,.---o. 

Ceei obtenu,  remplagons  les ni pa r  n~--v~, mul t ip l ions  ensui te  les deux 

membres  pa r  

X q- yr q- 't/,r--1--~r--1 q- " " " @ nl--~l~ 
! ~ r  

et  sommons  par  r appo r t  aux r indices vi, de o £ n~ respect ivement .  

t ou t  de suite que le second membre  de (23) fourn i t  Mnsi la  quant i t6  

(24) 
nl l \ n~ I n~ I 

On voit  

(25) 

Quan t  au p remier  membre ,  il donne 

~ i ~ O  8 i ~ 0  ~ 8 r ~ 0  

.. ( X ( 8 ) - - N t r - l l  ( - - X ( 8 ) - - n t r - l - l - , ' r - l - ~ - 8 ' r - l i  (X-l-ffr'J-~"r--l--?)'r--1), 
\ 8r / ~ ~r--~'r--8r ] \ ~Vr 
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off l 'on a pos6 
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p 

i = ~)1 "~- 'Y2 "dV " ' '  "t-  Yi  ~ : I , 2 , . . . , r .  

La sommation par rapport ~ ~,, faite en premier lieu, donne 

Z X'~-Yr-~-'Fttr--l---~'r--ll : (Yr(--8)-~-Jr--ll' 
~r: 0 ~ Ttr--8r--~"r ~r . ] \ ~r--Sr ] 

off l'on a pos6 

Y i ( - -  8) = yi--Ce181 . . . . .  (~rSr ~=I ,2~ . . .~ r .  

Le terme ainsi obtenu ne contient plus d'indice v. EnsuRe la sommation 

relative £ l'indice ~r-1 donne 

nr--l--Sr-- 1 
Z \( -X('Y)-Ttlr-22I-yr~'2~-Str-2 ) 9 ~ / . _ 1 _ _  8r---l-- Yr--1 (XWyr--I ~-ntr--2- ~/r---2 t ~ r _ l  l = ( ]7r--1 ( - s)~'r-l-Sr-l-~-Jr-21'l 

~r--l=O 

et ainsi de suite jusqu'£ la sommation relative £ l'indice ~ ,  qui donne 

n , - ~ ,  -X(s) ( .~--8~ I • ~o(~l--sl-J (x+yl)= Y~(-s)l. 

L'expression ainsi obtenue pour (25) , ggalge £ (24), fournit enfin l'identitg 

nl ~T 

~,=o \ s I I \  s~ I \ sr / n t - - s  1 /  \ n~--so. 1 

...(Yr(--8)--~-8'r-lt~(x-~yltIx-~Y21...Ix-{-yrl. 
~t,r--8r ] n I ] ~ ~7o_ / \ nr ] 

En introduisant l'~cart g6n~ral co, ceci s'6crit 

(26) 
r ?~1 n r r 

i = l  S 1 = 0  

en eonvenant de prendre s ' 0=o .  En partieulier pour o~=o, on a la formule 
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r 

i = l  Sr=O \S~ ~ \8r ] s l = 0  

+~-~ y~(__~),,-.° .... r~(--~),~.--.~r, 

qui g4ngralise celle donn~e par Abel darts le c~s r :  ~. 

9. Dans le m6moire eit6, Jensen ddmontre 6galement l a  formule d'inter- 

polation remarquable 

,=0~ + ~ ~ ~(~-"~) '  

valable pour un polyn6me de degrd ~, et g6n~ralisant une formule analogue 

donn6e par Abel pour un 5cart nul. Cette formule se rdduit  £ (I), pour co= I,  

(x)  mais elle r~sulte r~ciproquement~ de (I), car il suffit de en prenant  q~(x)= n ' poser 

~(x + y) : ~ A~(x + Y, ~)~, 

et d 'appliquer la formule (I) aux polyn6mes newtonniens du second membre pour 

obfienir (27) sous la forme 

8 

(2s) q~ (~ + y) = z + ~ ~, ~o)~ ~ q~ ( y -  ~) .  

La mSme m6thode va nous permettre  de d6duire de (26)une formule d'inter- 

polation applicable ~ un polyn6me de r variables. 1 Etan~ donnd un tel polyn6me 

qD(xl, x~,. . . ,  Xr), convenons d'6crire, par analogie a v e c l a  nota t ion diffdrentielle, 

s l ~ - S ~ -  • . • - ~ S  r s l  S2 s r 

~ 1  ~"~ . . . .  .~i~, ~ ( ~  , ~ , . . . x~) = ~ ,  ~ x ~  . . . ~ ~ ( ~  , x ~  , . . . x~) , 
o)  1 2 (0  [0  ¢0 

1 Bien entendu,  nous  avons en vue d 'au t res  formules  que celles qu 'on  ddduirai~ directement  

de (28), comme, par  exemple  

X l . -  * 

  xl÷y . . . . .  Z ' 
sl~O 8 r = O  

8 t 8¢. 

co I co/, 
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les diff6rences finies au second membre  se rupportant  £ la variable en indiee.  

D'autre  part, pour un tel po lynSme de de~.%s n ,  'n.2,. • • n~. par rapport  "~ x~, x~_, . . ,  x~, 

on peut  6crire 

~ 9 ( Z ' ~ - y l ,  X ' ~ - f f 2 ,  " ' "  x-~yr) .... Z "'" Z A~., . . . .  r (X~-yl ,  0))~,''" (X-}-~Jr, O))v,., 
~ 1 - 0  .Vr- 0 

de sorte que (26), appliqu6e £ chaque  terme au second  membre,  donne  

nl 91 r ~1 'v r 

• = . . . . .  ( x ( ~ ) ,  ~),~ ~ O ( X - ~ y l , . . X - } - y r )  Z Z Z " "'" 

• t 
• ." ( X ( 8 ) - - 8 ' r - - 1  tO, m)s r A n . . . ,  r ( Y1 (''s'), t ° ) n - s , " "  ( Yr ( - -  81.4_ ~. , . - 1  (D, (.O),.r__Sr ; 

done,  en permutant  les sommut ions  par rappor~ aux v~ et aux si ,  il v ient  

(29)  

n l  n r 

~ ( x ÷ y ~ , . . . x + y , ) =  Y, ~ 
81--0 

81+ • . . + 8  r 

"'" (X(8)--Str--l O), o))8 r ~ y ~  . . . .  y ; r ~ ( ~ 2 " l ( - - 8 ) ,  • • • Yr( - -s )  + s'r- l W) . 

Cette formule  

elle pour 

peut  6tre consid6r6e c o m m e  6quivalente  £ (26), et se r6duit  

(Y~, Y . , , . . .  yr) = ( y , ,  ~ ) ~  " • ' (y~,  ~)nr" 

Pour  a l = a ~  . . . . .  a , - - o ,  on obt ient  la formule  d' interpolat ion 

(30)  

~ t  n r  

~ ( ~ + v ~ , . . . ~ + v J - - E - E ( ~ ,  ~o)~ . . .  
81~0  S~,.~O 

s i t  • " - + s  r 

• " (~ -~ '~ -~ ,  ~)~,. A~.I .... ~,. ~ (y l , . . .  ~r+*'~-.~), 
03 

pour un  po lynSme de deg%s nl ,  n 2 , . . . n r  par rapport  aux variables Y l , Y ~ , ' ' ' Y r ,  

auxquel les  on donne  [e m~me accroissement  x .  Pour  ~ o = o ,  (29) se %duit 

d'autre part 
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(31) ~ ( x + ~ , . . .  ¢ + ~ r )  = X Z " "  
81=0 

~r 
. . .  y ,  (x + a, s~ + . . .  + a~s~) ~',+" " • +",'-~ 

%=0 8~[ "'" 8r[ 

(s~+. • - +%) 
~ ...... :,.o~ ( ~ , ( - ~ ) ,  . . .  ~ ( - ~ ) ) ,  

qui g6n6rMise 1~ formule  d'Abel, relat ive ~ ' r =  ~. 

IO. ~TOUS Mlons r6Miser une ~utre g6n6ralisation de (I) en utilisan~ la s6rie 

de Lagr~nge  relat ive ~ un systgme d'6quafions. On sMt que le syst6me d'6qu~tions 

- ~ k ( ~ l , . . .  ~r) ~ ~ k - -  t k f k ( g l ,  " • ~r)  = 0 ~ - ~ -  I ,  2 ,  . . .  ~', 

off les fk sont holomorphes  ~ux origines ~1=g2 . . . . .  ~ , = o ,  poss6de une solu- 

t ion unique ~1, ~2, - . .  ~ infiniment~ peti te avee tl, t,,, . . .  t,, et que, si @(gl, . . .  ~) 

est 6galement~ ho lomorphe  aux origines, on a 

(3~) 
a~(~ , ,  . .  ~ )  t, 

D(F, F,.)-- E ~ , . . "  , , ,~ . . . .  , , , .=o • - , I L  og~---O~, j , ~ , = . .  
G , . . .  ~ )  

Prenons  

fk(b~l, . . .  ~r) = l I ( ~ i +  I) ak, 

k ~,2 off les as d6signen~ hombres  ~rbitrMres, e t  les (gg+ i )~ les brunches @ales £ 

I pour  ~ i ~ o ;  eonvenons 6gMemen~ de d6signer put  D ( ~ , , . . .  ~) le d6~ermin~n~ 

fonet ionnel  uu premier  membre de (32). Duns ees conditions,  si nous p~enons 

T 

( ~ 1 , ' ' '  ~r) = H ( ~ i  @ I))Zi, 

off les x~ d6signent des nombres  quelconques, et off les faeteurs  (~i + I) ~'i son.t les 

branches 5gales ~ I pour  ~ - - o ,  ~ - -  (32) donne 

(33) 

, L  
1 1  (~ + , )~  
i~ l  - -  Z 

D ( ~ , , . . .  ~,.) ,., . . . . . .  ,,,.=0 

.( , :) t:, ' . . . . .  t'~r H.= x~' + qh ai + n2niai + --- + n,. a . 
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En prenant 

G , . . .  ~,) = D(¢~,... g,) h (g, + ~>, 
i = l  

(3 2) donne la formule, beaucoup plus compliqu6e a priori, 

(34) H ( ~ i +  ~)~i= 
i=1  

= Z t '~ . . . .  t ' : r  [ o n , : . . . + n r D ( ~ ,  . . . .  ~ r ) _ ( ~ , 2  I ) X  . . . .  (~r  q_ i ) X r ]  

. , =  . . . .  ,~,.=o n ,  ! ~,. ! 0 g', . . . . .  0 ~ , .  a = . .  • = ~ r = 0  

off l'on a pos6 

I1 s'agit de cMculer le crochet au second membre de (34)• 

U i =  ~ i  + I ,  

il vient 

I __¢/1 ÷ ~,al.--1 a,al. . . . . . .  ~ . . . . .  r ~  a ,a r - -1  a.a r . . . . . .  r r 
1 1 1 2 r l 1 2 r 

~ ÷ ~ . a  l ~ •a  1 - - 1  ~.a~. ~ .r  4 ~ . a  r ~ . a r - - 1  ~.arr 
D ( ~ , ,  . o . ~,*) = - -  " 2  ~1'/~ I ' " 2  2 " ' "  "~?. ' ' '  - - " 2  bT'/~l 1 'bib 2 . . . .  /~r 

I ] . . . f ~ l  . • c t l  . . a l r _ _ l  . . . . r . t  ~ . a  r . . a r  . . a r _ l  
- - ~ r  e l  "l~ 1 1 're fl 2 " " " ~ r " • • 1 - - ~ r  br'14' t l '~  2 2 " " • "bib T 

i ~ I , 2 , . . . r .  

En posant 

ou, en  ordonnant par rapport aux variables ti le d6veloppement de ce d6terminank 

i ui ""%~ + titk uI~+~1 ~_~ k 
i 

• ~ - -  . " , . U T' ~ a l "  
~, ~ u~u~ 

+ . .+ ( -~) ,  I 
C~ "" 

I {~ r  

a~ tl t~ . . .  t~ 

U 1 U 2 " " " U r  

~ r  
r 

+ ~  . .  ~ - ' + 4 .  U ~  1 + " " " " u a r  + " 

On voit Mnsi que 
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(36) I [i)'h+" "+nrDuX1 . . .  y,~r] 

• . ~1 wy -m ~l:- • 

+ 

I 1 

1 
+.-- + ( - i y  ~i" 

] (gr 

• " (X.2 

. .  ~r  
I' 

--- ~hh h h \ ;?1 "'" 'l~h \ ~r  ] 

... -- h ,Uh  ) "" 
\ ~?1 ~ h  

) ( r) 
~'~k ' /¢'r 

, .  r . 

~21 Ttr 

Or, duns 1s premi@e s o m m e  du second membre  de (36), X~+a~ es~ 1s v u l e u r q u e  

prend l 'expression (35) de Xi  pour les exposunts  ni ,  n 2 . . . .  , n h +  I , . . .  nr du terme 

vuriuble correspondunt  t': . . . .  t~,h+i . . .  tnr; de mSme,  duns lu s o m m e  suivunte,  

k est lu vuleur de (35) pour les exposunts  du terme correspondunt  Xi + a~ + % 
t n . . . .  ~"h+i . . .  t~M~ . . .  t~r, et uinsi de suite. I1 rdsulte de lg que, duns le d6ve- ~h 
l oppement  ordonn6 du second membre  de (34), le coeff ic ient  de t":,t~ . . . .  t~ est 

. . . . .  + , ' b . ]  - -  ~h ( ~ . X 1 )  " ,~'2h--'I/(~h--II 

+ 

< " °~I(~,_I)V_~I (x,._il 
+.  + ( - i y  '~] " < l  " \ n , - - I  \ , n ~ - - I ]  \n , . - - I  I '  

I 
~,*" " ~ 1  

en met tunt  en fuc~eur le premier terme, ceci s'dcrit 

• .. i - -  Z + 
~?'1 :n 'r  h .d h 

+2; 
h < k  

+ 

]d " '<' [ 
• .~_ ( _ i )  r ')~'1 'n"2 ~2r ] .  

2 4 - - 2 8 2 2 .  Acta mathematiea. 52. Imprim6 lo 17 septembre 1 9 2 8 .  
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l 'accolude n '&an t  r ien autre que le d@terminant ~ 

I - -  ~ I X I  1 - -  c~, X G  l X r  

I . . . .  r 
- -  (~'2 ~ I --- a 2 X2  --- a'2 X r  

z It'll 2 'Ylo (~r ~,r 
- - ( Z r X l  - - ~ r  x ° "'" I - -  r X  r 

8k k X i  

on a ainsi d6montr6 l ' identi t6 

(37) H ( ~ i ' ~ -  I) xi ~-~ Z X l  ' ' -  X r  ~ ] , 1  " o 
i ~ 1  n l ~  • • • =nr==0 

que nous allons combiner  avec (33). Appliquons en effet ces deux d6veloppe- 

ments  aux trois termes de l ' identi t6 

(3s) 
f i  ,/, + 0 I I  
i=1 

= H (~,:-1- I) x' 
i=1 

D ( ~ , , . . .  ~r)  / = 1  D ( ~ I , . . .  ~r) 

En posant  main tenant ,  pour  pr6ciser la signification de (35), 

2 

et en d6signant  £ l 'aide de la le t t re  Yl les expressions analogues off x~ est rein- 

", " . . . .  t~, dans les deux membres  plac6 par  yi, l ' identif ication des coefficients de t~ t~ 

de (38) fourn i t  la formule  

Xi~- Yi('t~)l Z "" E l  k ( ) Ctik8i 
- -  • e / X i s  - -  ] X~(s) \ si ! ~ n / - - S /  ! j  i=l Tgi J ~1~o  Sr~O "= 

t Suivant une notation classique, on suppose que i k = °  si i4= k, et ~*!= 
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I1 ne reste plus qu'£ changer  yi en Y i ( - n )  ( i = I ,  z , . . . r ) ,  c'est-£-dire 

Y i ( n )  en y i ,  pour  obteni r  l ' identi td que nous avions en vue 

i=~ \ ni  / s~=o sr=o ~i=1 "~xik s) \ Si ] 

avec, au second membre,  r ~ param~tres arbit~raires a i .On peut  d 'ail leurs revenir  k" 

des dcarts quelconques ~o~., ce qui donne 

(4o) 

r ?~1 ¢7r r 
. . .  i . . i 

En part iculier ,  le cas wl . . . . .  w ~ = o  fourn i t  une nouvelle gdn~ralisation de 

l ' identit~ d'Abel. 

I I. Le m~me ra i sonnement  qu 'au  paragraphe  9 permet  de ddduire de (40) 

la formule  d ' in terpola t ion  remarquable  

- -  Z ' ' "  Z ( x l  (~')' 0 ) 1 ) " ' ' " '  ( X r ( ' ¢ ) '  O)r)sr '¢'+" "+'¢r 
- - Ij ,  . . . . .  ; '  81=0 s t : 0  X l ( * )  Xr(8) I~ikXi(8) (~i ~Y'I"" "?/~.r~(~rl(--8), ''" ~r(--d')), 

off ~(xl ,  . . .x, . )  d~signe un  polynSme arbi t ra i re  de degr6s n l , . . ,  sr  p a r  rappor t  

£ ses r a rguments  x l , . . ,  x,., et an second membre  de laquelle le symbole de la 

i deviennent  nuls, diff6rence t ime  a une signification ~vidente. Lorsqne t o u s l e s  a k 

(4I) se r~duit ~ la fornmle  l ' in terpolat ion de Newton  pour  un polynSme g r 

variables. 


