SUR LES POLYNOMES DE NEWTON ET CERTAINES
FORMULES DINTERPOLATION.

Par

RENE LAGRANGE

4 D1Jow.

Outre l'identité classique

n

(1) 2@, @)y, @)s = (& +y, 0,

§=0

les polyndmes de Newton

rlx—w)(r—20)- - (x—(n—1)0)
7!

(.’I,', w)ll =

vérifient une identité plus générale, dépendant d'un paramétre arbitraire. Cette
identité

n
() n ;c-%;;? (x4 s, w)(ly—as, @hn—s = (x+7y, )

§=0"" '
se réduit a (1) pour =0, et semble avoir été démontrée pour la premiére fois
par J. L. W. V. Jensen' sous sa forme générale, mais le cas particulier ot w =0
avait été rencontré déja par Cauchy et Abel. J'ai retrouvé incidemment la forme
particuliére que prend (I) pour e =2, w=1, dans un mémoire récent?; d'ailleurs
il va sans dire que prendre w égal a 1 n'est pas une restriction.

D’une maniére plus générale, on se propose, dans la premiére partie de cet

article, de déterminer toutes les identités de la forme

! Sur une identité d'Abel et sur d’autres formules analogues, Acta math. 26 (19oz), p.
311—3I2.
? Mémoire sur les suites de polynémes, Acta math. 51 (1928), p. 225.
22 —2822. Acta mathematica. 52. Imprimé le 24 aolt 1928.
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n

Z (x+ s, w)sly+8s, ©)n—s px—{—q'l/+7+/13 -
(ax+byt+ectys, hn partgdy+r+is

(2)

*§=0
ol z,y sont deux variables indépendantes, et «, 5, ¥, a, b, ¢, p, q, 7, p’, ¢, 7', A, X,
14 parameétres constants; cette identité devant avoir lien quel que soit l'entier
non négatif #.

On verra que cette question conduit a deux identités seulement, dont l'une
est l'identité (I). Nous donnerons d’ailleurs deux démonstrations de (I), dont
I'une est celle de Jensen.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous étendrons (I), ainsi que la
formule d'interpolation qui Iui est associée, au cas de plusieurs variables. On
obtiendra ainsi deux généralisations distinctes, également remarquables, suivant
qu'on utilisera I'un ou l'autre des deux modes de démonstration utilisés pour (I).

1. Pour déterminer les conditions que doivent remplir les coefficients de
I'identité (2) pour qu'elle soit exacte, faisons d’abord n==0; on doit avoir

prtaqy+r=px+dy+,

donc

Supposons ensuite que z et y augmentent indéfiniment. Le premier membre
de (2) est équivalent 4

n

S @ @)y, @

=, laz + by, o)
et la comparaison 3 (1) montre que l'on doit avoir
a=b=1.
Les identités cherchées sont donc néecessairement de la forme

i(m—#ae w)s (Y -+ Bs, Wh—s px+ qy + 1+ As
= (z+y—|—c+ys wn prtqytr+is

(3)

=1.

2. Supposons d'abord que y soit nul. Pour n==1, (3) s'écrit

(a) (x+a)(pr+qy+r+i)=@+c)(px+qy+r+1),
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ce qui exige que l'on ait, soit

(5) ¢ =c, L=,
soit
(6) g=o0, r+i=pec, r+i=npa.

Les conditions (5) donnant la valeur 1 & la fraction

_prtqytrtis
pr+qy+r+is

qui prend cette méme valeur dans les conditions (6) pour ¢ = «, il suffit de se
borner & ces derniéres conditions, et d'étudier alors les identités de la forme

o) ) (@ + s, by + 85, oy pz 47+ (pe—r)s
7 (x+y+ec o px+r+(pa—r)s

§=0
3. Si l'on suppose maintenant que y ne soit pas nul, (3) s’éerit, pour n=1,
(8) (x+a)x+y+o)pxtqy+r+d)=(x+clz+ytety)px+qy+r+i).

Les deux seuls cas possibles sont done

(9) ' ,p:qzoy /1:/1':—'}‘,
et
(10) p=q=1, ¢=a, r+i=c+y, r+i=c.

D’ailleurs (9) entrainent @ =1, et donnent a (3), pour » =1, une forme évi-
demment impossible, de sorte que les seules identités (2) & étudier sont ici de

la forme

n

(11) >t as, ohly+ By, ety trtlety—r)s
(x+y+a+ys, o z+y+r+le—r)s

=0

4. FEtude de (7). Reprenons l'égalité (7), et remplagons y le terme

(y + Bs, wh—s par son développement
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n—~e
(y +ﬂsa w)n*S = Z (x“‘:l/"‘ ¢, w)w(—x—c + ﬁS; w)n—s—v-
=0
(7) s'écrit alors.
S @+, oot B, 0oty to, @lpatrt (pemi)s
y—0 80 (x+y+e wh prt+r+{pa—r)s ’

et l'identification par rapport & la variable x+y-+c¢ fournit les identités, équi-

valentes a (7),

n—v

Z (x+ es, w)s(—x—c+ s, @)n—r—s

§=0

pr+r+(pe—r)s
pxtr+(pa—r)s

= &n,w,

ol &,,=0 pour n=v, &,.=1. En remplacant »—» par », on est done ramené

a chercher les identités a une variable de la forme

n

(12) Z(x+as, 0)s(—z—c+ 83, 0)n—s

8§=0

px+r+(pe—r)s
patrt(pa—n)s

Lorsque p est nul, la fraction @ se réduit & I'unité, et (12) fournit, pour
n=1, la condition ¢=e; cette derniére condition suffisant que que @ soit égal
a I, on n'écarte aucune forme possible en supposant p=o0. Dailleurs, il est
clair qu'on peut alors prendre p=1.

Avec cette hypothése, (12) donne, pour n=2,

(+e)x+20—r)x+c—28—0w) = (x+2¢){xz+20—w)(x+2c—T7).

L'identification des deux membres pouvant se faire de six fagons, on obtient

ainsi les six systémes de conditions

(4) c=r= , B=—q

(B) c=1p= , fB=-—qa;

() c=a=f=0;

(D) c=2a , B=—a, r=uwo;
(E) c=20—w , f=—a, r=o0;
(I c=e=w , f=—a
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Remarquons tout de suite que les conditions (C) donnent & (7) la forme
de lidentité - classique (1), et qué les cing systémes qu'il reste a étudier sup-
posent 8= —a.

Pour (4), (7) devient justement 1'identité (I) de Jensen.

Pour (B), (7) s'écrit

n
Z (x+as, wly—as, 0h—s r+w .
i

(x+y+w, wh z+ o+ (a—ao)s

et se raméne aisément & (I) en changeant z en z—o.
Examinons maintenant les conditions (D), et reprenons (12) avec z=3. On
doit avoir identiquement

(x+z20){(x+ 20+ w)x+2a+20)—3(x+3e)x+3a+0)+ 3x+4e)(z+40—w))=
=(x+30)(r+3e—w){r+6a—2w).

. L'identification du bindéme x+2a¢ a lun des facteurs au second membre
exige que l'on ait ¢=0, ou w=a, ou w=2¢. Pour e=0, (D) s'identifie & (C).
Pour w=ge, (7) s'écrit

n
2 (t+w+ws w)ly—ws, @
(xt+y+20, 0k

§=0

et prend, en changeant x en x—2w, la forme particuliére de (I) pour a=w.
Enfin, pour w=2e, (7) s'écrit

n .
(x+as, za)(y—as, 2a)—s z+2a

x+y+2a 2a) o+ za—as

et prend immédiatement la forme de (I) en changeant 2 en z—2a.

Le systéme de conditions () ne donne rien de plus que (D), car (12) prend
la méme forme, au changement prés de = en x+w.

Enfin, on voit tout de suite que, dans les conditions (F'), la fraction @ se
réduit a l'unité, et que (7) prend la forme a laquelle se réduit (I) pour ¢=w.

En résumé la seule identité de la forme (7) est l'identité de Jensen, dont

nous donnerons plus loin deux démonstrations.
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5. Etude de (11). Pour n=2, (11) devient

y(y— o) (x+a)(y+8)
(13) (oc+y+a)(x+y+a—w)+2(x+y+a+7—w)(9c+y+a)

(z+zad)(x+2a—w)(@x+y+2a+2y—7) .
@+y+atzy)zty+at2y—o)rty+ze—r)

Ceci exige que x+y -+« se trouve au dénominateur de la derniére fraction,
ou disparaisse dans la somme des deux premiéres fractions. y n’étant pas nul,
la premiére circonstance exige w =2y ou r=«. Dans un cas comme dans l'autre,
on voit immédiatement que les autres facteurs aux dénominateurs des fractions
de (13) sont distinets, ce qui conduit 4 une impossibilité.

En écrivant alors que le résidu du péle simple = —y—ea est nul dans la
somme des deux premiéres fractions de (13), considérée comme fonction de «,
on obtient les conditions f=y= —w, grice auxquelles (13) s'écrit

(y—w)(2x+y+20—2w)
(x+y+oe—ow)(lz+y+e—2w)

(14)

(x+20)(x+2e—w)(x+y+20—20—7) _
(+ty+te—z20)x+ty+a—30)(zt+y+2a—)
Y

Pour w=o0, (14) devient

y(zx+y+z2e) + (x+20)?=(x+y+a),

ce qui exige ¢=o0, de sorte que (11) se réduit a la formule du binoéme.
Pour w=+o0, le facteur z+y+o—w ne peut étre identifié qu'a x+y+2¢—r,
ce qui entraine r=a+w, et, par suite, donne a (14) la forme

(- 0)zx+y+2e—20) + (z+2¢)(z+20—0)=(x+y+a—w)(z+y+a—20);

I'identification exigeant encore que e¢=0, les conditions obtenues sont, en défini-

tive, e =0, r=w, =y= —w, ce qui donne & (11) la forme

k)

< T, 0\ —ws, op—sT+y+tow—2ws
(1) Z( )s (y ) —

= lety—ows,w)n ztyto—os

et cette identité remarquable est effectivement exacte, comme nous allons le

vérifier.
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6. Tout d’abord, le changement de y en y—x—w donne a (II) la forme

n

(x, w)s(y—r—0—0s, W)
(IS) 5220 (y—wé’, w)n%l

(y—2ws)=n+r1.

Le premier membre étant une fonction rationnelle de y qui tend vers n+1
quand y augmente indéfiniment, il suffit de démontrer qu'il n’admet aucun pole.
Les seuls podles possibles sont simples, et d’affixe

ws, w(s+ 1), w(s—{-z),...w\v .
s prenant les valeurs o, 1, 2,...%. Il suffit donc de démontrer que les résidus
aux points 0, w, 2w, ... 2nw sont nuls quel que soit x.

Un pbéle y=Fkw n'apparait qu'aux fractions au premier membre de (15)
pour lesquelles
s=k=n+s,

¢’est-a-dire, pour lesquelles
k—n=<s=<k, avec 0=<s=n.

On doit done vérifier que

(16) S (@, w)s (—z+ (k—1—=5) 0, ©)_s

(k—s)(k—s—1)- - 1{—1){—2) - (b—s5—n) (k—2s) =o,

s

la sommation étant étendue de o & k si o<k=n, et de k—mansin<k=2zn.

Si nous simplifions l'écriture en prenant w=—1, (16) devient, dans le pre-
mier cas,

g (x, I)s(x+n—k, I)n—s
(17) P e o

(k—28)=o0,
&§=0

ou, aprés division par le facteur (x+n—k)(x+n—k—1)---(z+1),

é- (@, 1)s (@, 1)e—s

§=0 (’)Z—‘S)! (/l?m (lﬂ_Z 8) =0,

et l'identité a zéro résulte immédiatement de ce que le terme général de cette

derniére somme change simplement de signe quand on change s en k—s.
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Dans le deuxiéme cas, changeons s en n—s et £ en 2n—%&. On doit alors
vérifier que
@ Dot B, 1)
& (E—s)! (n—Fk+s)!

—2s5) =0,

ol 0<k=wn, ce qui se fait comme pour (17).

7. Revenons maintenant & l'identité (I) et reproduisons tout d’abord 1'61é-
gante démonstration de Jensen. Le point de départ de cette démonstration est
la série de Lagrange relative a la racine &, infiniment petite avec la variable ¢,
de 1'équation

FE)=E—tlE+1)=o,

ol « désigne un nombre quelconque, et (1+&)* la branche qui se réduit & 1 pour.

§=0. On sait alors que, « désignant un nombre quelconque, on a

E+1F %t’" an etma
e~ g e

E+i1p=1+2 Z - [dmm E+ 1)“"”""‘—1]_ ;

m=1" §m—1 5=0

en prenant pour {(£+1)* la branche égale & 1 pour £=o0, on a done’

o«

-l,-g: Z(x+ma) -

(18)

m=0 m
. < _r r+meay .
(x9) €+1) —mgéx-l—ma( m )t ’

Il suffit alors de développer, a 'aide de (18) et (19), les trois termes de 'identité

(§+ I):H-y _
F'(g)

pour obtenir (I), aux notations prés.

! Nous utilisons aussi la notation classique

(’l‘) R xle—1) - (x—n+1) g
n .

nl
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Voici une deuxiéme démonstration, moins directe mais peut-étre plus instrue-
tive. Les polynémes newtonniens (z, ), sont définis par le développement en
série entiére' de ¢

@©

= Dz, htr.

n=0

gin

(1 + wi)

Si nous formons alors l'expression

z a
(1+wt)“’[1—(1+wt)‘”], n=1,2,3,...,

son développement, évidemment divisible par ¢, s’éerit

n

2+as no o« :
2(—1)8(")(1+wt) o =ZZ(_I)8(") (@t as, )b,
5=0 § §=02=0 $
de sorte que
(20) Z(—I)s(g)(x—kas,w)v:o ¥y=0,1,2,...,n—1;
§=0

en particulier, on peut écrire

(21) (=1 (:) (45, O)ps = 0 w1,

d’'ol résulte d’ailleurs (20). En changeant x et ¢ en 2+ (n—1)w et e—w, (21)
s'écrit
n

; sl((n;—l—);l [x+(n—s—1)w+es|x+(m—s—2)o+as] - (x+as) -

o le—(s—1)w+as]=o0,
¢'est-a-dire

n

Z (x+as, ws(—x—as, wp—s
x+as

=0 n=1.
§=0

X
! On considére évidemment les branches (14 wf)» égales 4 1 pour ¢ =o0.

23 — 2822. Acta mathematica. 52. Imprimé le 24 aolit 1928.
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En y adjoignant le cas ol » est nul, on peut écrire ceci

n

= e

8§==0"

(z+as, w)s(—x—as, Wa_s = o, n=0,1,2,...

Enfin, remplacons » par n—v», multiplions les deux membres par (z+y, w).
et sommons par rapport a ¥, de 0 & n. Il vient

n nN—v

x
Z’ 2%""0{8 (.Z'+(¥S, w)s(—x_a87 w)71—8—4’(x+ya w)“’ = (x+?/, w)1l1
»=0 8=0

et il suffit de permuter les sommations par rapport & s et » pour former

n

(1) 2

3=0

x_}_as(x_l_as’ w)s (?/_O‘Sy Wp—s = (X +y, a))n.

8. Généralisations de (I). Généralisons cette derniére démonstration, en
écrivant que le développement, suivant les puissances entiéres de £, de

Qo ap

(1+ wt)‘%f [I —(1 +wt)%]“’[1 — (1 +wt)5]"2--- [1 —(x +cdt)7]nr

est divisible par ¢m*met -t p o, ..., n, désignant des entiers non négatifs et
non tous nuls, et les «; étant, ainsi que x, des nombres arbitraires. KEn prenant

w =1 pour simplifier 1'écriture, on a donec
P p )

[N [N
2 Z(_I)sl+~-+.v,(”’l)...(n") (.76+a131+ +a,s,) -0

q=0 =0 8y Sy nyt+ A n—1

Changeons z en x+(n,+ - +n—1) et @; en ¢;—1 (=1, 2,...,7); en posant

X =ax+as+ -+ arsy,

ceci s'éerit

(2% 7, .
er (—r)ut- e (X(s)+nl—sl+-'-+n,.—sr—1)_o
oo s sl eg—s)! sl (e —si)! nt o m—1 ’

ou
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ny

Z 2( (s)—my +8,— ---——n,_1+sr_1) (——X(s)—nl-i-sl—---—m_2+sy-._2)

§=0  &.=0 Yor—5r Nye1—8p—1
) (— X{(s), 1)111~sl % X(S) X(S)—Sl X(s)—s— = Sre1) o
X(s) s e Sr ’
en posant
Si=stst s, wi=nitugt oo tw,  t=1,2,...,7,
on a donc

e

o0 3 B0 (V) ()

o0 a0 8 EA 8 gy —8;

_ (——X(s) S

== &0,m, €0,my """ €0,n
Np—Sp ) » 91 €0, 1y ) Ny

et ceci reste valable pour n,=mn,=---=mn,=o0.
Ceci obtenu, remplagons les #; par n;—w;, multiplions ensuite les deux .
membres par

(w—l—gh) (x+y2+7zl——vl) (x+yr~_1+m4—vr_2+ +n,—v1) N

vy Va Vr—1

% (x—{-yr—i—m‘;l—w_1+ —!—nl——vl)
Yy '

et sommons par rapport aux s indices v;, de 0 & n; respectivement. On voit
tout de suite que le second membre de (23) fournit ainsi la quantité

(24) (9” j;l?/l) (90 :292) . (% ;:T.w) .

Quant au premier membre, il donne

Ny Ny—y

S P S (AT B

‘ (X(s) —s 7_1) ( — X(s)—# 1+ a + S’T_l) (x +y,+ n'r_l—v'rﬂ)

Sy Ny —Vy —8r Vr
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ou l'on a posé

Vi=vtv, bty 1=1,2,...,7.

La sommation par rapport a »., faite en premier lieu, donne

=8,

> ( —X(s)—n =1+ 71 +8’r—1) (x+:’/r+’n’,r—1_'7”r—l) (Y r(_«9)+3,r—1)
- ?
g Np— Sy —; v, . Np— Sy
ol l'on a posé
Yi(—s)=yi—a5,— - —ars, t=1,2,...,7.

Le terme ainsi obtenu ne contient plus d’indice ». Ensuite la sommation
relative a l'indice »—; donne
p—1"8p—1

3 ( —X(s)—n s+ V' a+ Slr—2) (x + 41+ n'r—a—w'r_g) _ ( Y—i(—s)+ S’r—g)

Np—1— Sr—1Vr—1 Vr—1 Tor—1—8r—1

Vpe1=0

et ainsi de suite jusqu'a la sommation relative & l'indice » ui donne
E 1

b el ) R o}

L’expression ainsi obtenue pour (25), égalée a (24), fournit enfin l'identité

o ZXL() (X0) (X0 . (KO0 (Tl (Tl )

=0  8,=0 g & 78, 75— 55

. (Yr(—s)-{—s'r_l) _ (oc+y1 (oc-l—yz) (m+y,~) -
Wy — 8y ny Ny nr

En introduisant 'écart général w, ceci s'écrit

r

26) [l (@+y:, W), = > ZXE(Q{H (X(8) =510, @), (Yi(—5)+ 50, “’)nrsz}’

=1 8,=0 8,=0 =1

r

en convenant de prendre s',—o0. En particulier pour w=o0, on a la formule
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ny

Me+yri=e3 3 (1) = () s sy s T,

§=0  §,=0 Sr
qui généralise celle donnée par Abel dans le cas r=1.

9. Dans le mémoire cité, Jensen démontre également la formule d’inter-

polation remarquable

(27) qv(x+y):_>1i % (x+a8)sAqo(y—as),

—xtas §

valable pour un polynoéme de degré =, et généralisant une formule analogue

donnée par Abel pour un écart nul. Cette formule se réduit & (I), pour w=1,
en prenant ¢(x)= (ﬁ), mais elle résulte réciproquement de (I), car il suffit de poser
n

pl+y) = Az+y, o,

=0

et d’appliquer la formule (I) aux polynémes newtonniens du second membre pour

obtenir (27) sous la forme

(28) ple+y)= Z,

(+as, ) /\ ply—as).

oLt as

La méme méthode va nous permettre de déduire de (26) une formule d'inter-
polation applicable & un polynéme de » variables.! Etant donné un tel polynéme
@(xy, s, ..., %), convenons d'écrire, par analogie avec la notation différentielle,

St st - 48,

s & En
Amill‘?mi?q)(xl, Lgy o -xr) = Ax, A'Lg : 'Awrw(xl,xg, .. -xr),
(i3] h w w w

! Bien entendu, nous avons en vue d'autres formules que celles qu'on déduirait directement
de (28), comme, par exemple

ny
Pl ty, ..ot yr) = Z Zl(w1+oc ) - xr+arsr)<w‘+‘x‘q“w‘>
8;=0

8y Sy

< (xr+orsr, u)r)s,. Al/l o Ayrtp(yl—ozlsl, .o Yr—orsr).
Wy w,
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les différences finies au second membre se rapportant & la variable en indice.
D’autre part, pour un tel polynoéme de degrés n,, n,, . .. n, par rapport & z, %, ... @,
on peut écrire

Ny 7,

platy, ety .. cty)= D ZAH-~ (@+y,, @h, - (x+yr, ),

»;=0 B

de sorte que (26), appliquée a chaque terme au second membre, donne

7y [

platy,...oty) =22 2+ ZX (X(s), @), -

»y=0 V=0 §==0 8p=0

(X (s) =5 r0, w)sr Ay, -.'vr (Yi(~s), @, " (Yo (=s)+5'm10, C")@'T—S,- ;

dong, en permutant les sommations par rapport aux »; et aux s;, il vient

(20) @ty ... zty)= Z Z”jx O, -

§=0  §=0%

8+

(X ($)—5" 10, ) Auﬁ oy (Y, (=s), ... Yp(—s8)+ 5 10).

Cette formule peut &tre considérée comme équivalente & (26), et se réduit

a elle pour
q)(yl’ Ya,s - .- yT) = (y17w)n1 e (y7'7 w)nr'

Pour ¢,=a,=---=a,=0, on obtient la formule d’interpolation

(30) Pty ...zHy) =D D )

8, =0 8,=0
st -ty

S@—smw, @)y, Dy @yt o),
w .

pour un polyndme de degrés n,, #,,...7%n par rapport aux variables ¥, ¥,, ...y,
auxquelles on donne le méme accroissement z. Pour w=o0, (29) se réduit
d'autre part a
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e
(31) @ty ...cty) =2
8,=0
"r( Jerk e
cta s+ aps)T ST (s ts))
' Z = Sl! ST! 9%";1..._7/?] ().71(—8)"_‘ IT (__ ))7

£=0
qui généralise la formule d’Abel, relative & »=1.

10. Nous allons réaliser une autre généralisation de (I) en utilisant la série

de Lagrange relative i un systéme d'équations. On sait que le systéme d’équations
Fil&y, .. &) =&—tfils, .. &) =0  k=1,2,...7,

ou les f; sont holomorphes aux origines § =& =---=§ =o0, posséde une solu-
tion unique &, §,, ... & infiniment petite avec #, 4, ... %4, et que, si @, ...&)

est également holomorphe aux origines, on a

( 2) _Lp_(gl_’__j) _ i th - tgr [(9"1+"'+"7'Q7f71h...f;1,.
3 .D(FlaFr) — nll""ﬂr! 05’{110§;LT

D, ... 8)

Prenons

r

f_;\‘(btlv gr):H(§l+ I)a,ic7

7=1

Eoqs s s k .
ol les a; désignent r* nombres arbitraires, et les (§;-+ 1)% les branches égales a
1 pour £==0; convenons également de désigner par D(&,,...&,) le déterminant
fonctionnel au premier membre de (32). Dans ces conditions, si nous prenons

7

o, ... &) =T+ 0=,
=1
ou les z; désignent des nombres quelconques, et ou les facteurs (& + 1)% sont les

branches égales 4 1 pour &=o0, (32) donne

H &+ 1) ® ”

=1 Tt n e ftuye+ - +n,~af)
R t7171 S ( il.
53 b e, 2wl "
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En prenant

r

)L &+ o)

i=1

oE,...5) =DE,...

(32) donne la formule, beaucoup plus compliquée a priori,

)

.
(34) I+ 0=
=1
* L. e -
T I 4 [O"H_ *“rlngn---§A(a-+x)ﬁh-«§r+‘”X}]
e ol ! OFN - 0En -
ot 'on a posé
(35) Xi=x+ nai +ngai + -+ npal t=1,2,...
11 s’agit de calculer le crochet an second membre de (34). En posant
w=8+1,
il vient
1 LU | g o
T—e bui ™ ude o o —afhut T uly e g
oyt ot el —1 . ah . al pal—1 ... 40
DE,,...5) = @, bt ule s oyt uti ul ur |
—ab b Ut u®s - w T —al Ut udh - ud
Rt BTt r T r

ou, en ordonnant par rapport aux variables #; le développement de ce déterminant,

¢ ol of oy
N Ui i PRt I 77 P
DG, 5=t — D tuthagh ek | [ e
o W i<k | o of Witlk
@ o
[P I Y JEPI 1
+ - +(_I)r o, o, | b w
Wylhy - Uy
ar ol

On voit ainsi que

+ .-

’f ua}'.+al“-
r

<tal L. “M"‘;‘”"

i
+a,._



Sur les polynbémes. de Newton et certaines formules d’interpolation. 185

LT o - 9Er S = =0 7, Ty

Y (Xl-}-a’{).__ Xh+a2—l)._. XH—afr’)
. - noh "y

n, Ny
o) of ho ok Bk
a %n X, +d+ e Xntop+af—1
+ 21 |t
n<k]e) @ L5t 7n
Xptaltat—1 X, +a+af
r r
) Ng Ny
a, oaf

U g X 4o+ +o— Xota+ - +d—1
+_I_(__I)r a, a, t1t2"'tr( 1 o, . +0!1 I)( +ar " C(T )
.. 1

Or, dans la premiére somme du second membre de (36), X:+a? est la valeur que
prend Vexpression (35) de X; pour les exposants n,, ns, ..., +1,... %, du terme
variable correspondant #7: .- ¢ia*! .. {¥; de méme, dans la somme suivante,
Xi+eot+af est la valeur de (35) pour les exposants du terme correspondant
e gkl gt gt et ainsi de suite.  I1 résulte de la que, dans le déve-
loppement ordonné du second membre de (34), le coefficient de #7:¢% .- " est

XN\ (X p.e M(X;,—I X,.)
) () =240) - G2 ()

bk . .
3 GGG ()
ook n Np—1 np—1 n,
nek| % @ 1 h k "
a; A

bt (1) el e [ ( X (Xe—1) (XY
L n—1 /) \ nyg—1 n—1]’
en mettant en facteur le premier terme, ceci s'éerit

E) -2z

9y e a
1 s
hogk @, e
a o
h Th) ng ong + +( I)" Hy Ny 2,.]_
+ Z AL AT - R B T
nogk | Xo X X, X, XJ
hek| % Gp| O OE PEAPIRIPY Y Rt e :

24 —2822. Acta mathematica. 52. Imprimé le 17 septembre 1928.
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l'accolade n’étant rien autre que le déterminant?!

7, s Mg Ny
1—a; — o
! X 'YX, 'X,
n n. n
1 1 2 2 7 7
A — o= oy
X Xol=1e — o |
1 2 r >
k k )&z
n " N
1 1 2 2 r Tlr
— Oy 5 ay I1—a
"X, "X, r X,
on a ainsi démontré l'identité
r -]
t111l I X v
. r 1 e .
G Ierre= 3 S (3) (T Ndxi—and
i=1 =+ o =n,==0 1 r 1 1

que nous allons combiner avec (33). Appliquons en effet ces deux développe-
ments aux trois termes de l'identité

H E+rptw H (&t 1)
(38) D5~ e+ G gy

En posant maintenant, pour préciser la signification de (33),

Xt n) =zt (@in +alng + - + alny),

Xi(n—s) = m; + &t (n,—s,) + e} (ny—s3) + - + (- —sr),

et en désignant & l'aide de la lettre Y; les expressions analogues out x; est rem-
placé par y;, l'identification des coefficients de #}:#}: --- #* dans les deux membres
de (38) fournit la formule

Ny oor

()3 Bvevor-et () ()

&=0 8,=0

! Buivant une notation classique, on suppose que &, = o0 si i + k, et &, = 1.
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Il ne reste plus qu'a changer y; en Yi;(—#n) (¢=r1,2,...7), c'est-a-dire
Yi(n) en y;, pour obtenir I'identité que nous avions en vue

(39) H(al+%) Z lek‘X aks‘ [H Xis ( 8 )(Ii:lz(—_j))}

=1 8;=0 8$p=0

avec, au second membre, +* paramétres arbitraires o. .On peut d'ailleurs revenir -
3 des écarts quelconques w;, ce qui donne

r m .

. ) r (Xils), wi)s( Yi(—s), wz‘)ﬂi—s-
(o) Tl @itye, wioy =2 -+ 2lei Xuls)— | 1 e -
i=1 Q=0  §,=0 Ci=1 i(s)
En particulier, le cas w,=:--=w,=o0 fournit une nouvelle généralisation de

I'identité d'Abel.

11. Le méme raisonnement qu’au paragraphie 9 permet de déduire de (40)
la formule d’interpolation remarquable

(41) 90(391+y1,--~96r+yr)='

"y 1:,.

,wlelu.X,.g,wMT . ‘ st
_Z Z e ) (Xr((s)) ) |8;CXZ.(3)—0£;CS/| Ay . 7/,¢ (Y, (—S) Yo(—s),

1.

8,=0 §,=0 1(‘9) w.s1 w:,
ou @{x,,...x) désigne un polyndme arbitraire de degrés #,,...n, par rapport
a ses r arguments x;, ...z, et au second membre de laquelle le symbole de la

différence finie- a une signification évidente. Lorsque tous les o) deviennent nuls,
(41) se réduit a la formule Uinterpolation de Newton pour un polynéme a »
variables.



