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SUR LES RESIDUS INTEGRAUX
QUI DONNENT

DES VALEURS APPROCHEES DES INTEGRALES
PAR

P. TCHEBYCHEFF

3 8:t PETERSBOURG.

(Traduit du russe' par I. Lyon.)

§ 1. Dans un mémoire sur la représentation des valeurs limites des
intégrales par des résidus intégraur, communiqué a l'académie des sciences
le 8 octobre 1885,” nous avons montré comment, d’aprés les valeurs
données de 2m intégrales

b

[f@)de, [of(z)dz, ..., [a"f(z)de, (et b réels, et a <b)

a

on peut trouver les limites les plus étroites de la valeur de l'intégrale
f flz)dz

si la fonction inconnue f(x) reste positive pour toutes les valeurs réelles

' 00b WHTErPATPHEXD BHUETAXD, NOCTABMAONMXH HPUCTUEEHHHA BETUUUHIL

WHTeIpaxoRrh. Janucku Numep. Awranemium Hayrs., Tows 55, kummra 1. ITpuro-
#enie, No 2. C.-IlerepOypre. 1887.
* Traduction frangaise, ce journal t. O, p. 35.
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288 P. Tchebycheff.

de x entre x = a et x = b, et si la valeur de v est comprise entre a
et b. Ces limites, comme nous avons vu, sont données par les formules

suivantes:
v+w

[ [t@)is < LR,
(1) ’

-

| /Qf(x)dx > & F(2),
ol ® est une quantité positive infiniment petite, et F(#) une fonction
rationnelle qui s'obtient facilement en développant I’expression

ff(m)dw fwf(m)dw fzﬁ"‘—lf(w)dm
‘ el T N

en fraction continue

1

"e + ﬂl —“22 +u@z__ .
I
—amz + ﬂ: -
En effet, en posant
som—l(z) = ! I
‘/’m—l(z) a1z+481_a z+—l_@—_
2 2 .
1
_ Up—12 + ﬁm: ’
gm(z) 1 .
ule) wzth—m
] 2 .
I
T nr B
elle est donnée par les formules
1
F(Z) == o I
a, z 4+ H, *—agz-i-&—-
2 et
) Az + f9m _;
7, ¢m“ ( )
Z=rt=0+50)
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ou y désigne la plus grande des deux quantités

I ‘/’m—-l(‘l) . Pma(v)
“—’”[9%(“) Jm(v) ]

L [gnaa(h)  gua(v)
b———v[g’/m(b) ¢m(v)]

En substituant & la fraction continue

I
a.s +_:§1——"'

I
Uy % +ﬂ;_
i
—_— 1
/474 +ﬂm—'z

la fraction ordinaire qui lui est égale

¢n(2) L — gn(2)
¢n(2) - 2 — Pn(2)

et en posant

(3) { (po(z) = 50”‘(2) : Z——' 5011:——1(3)’
0,(2) = ¢nu(2) . Z— ¢,_y(2),
=38

En portant cette valeur de la fonction F(2) dans les formules (1)
nous trouvons

H

v L-I—w

OLES R

a

v

ff( dz > (“/ 07022;’

@ a—o

ou bien

v V d) vt
[ & G+ Lot

Oz) _ § O2)
jf dx>é‘/d)(’z) Lol

Adcta mathematica. 12. Imprimé le 1 avril 1889, v 37
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Or, les résidus intégraux

[XO) )

< 0,(2) XON

ol w désigne une quantité infiniment petite, s'étendent seulement sur les
valeurs voisines de z = v; et comme cette valeur de ¢, qui annule @,(2)
en vertu de (2) et (3), coincide avec 'une de leurs limites, on aura

p Dy(2) __ "¢" O(z) 1 D(v)
Wé‘/ o,(z) é‘/ o,(2) 2 0 (v)

et les derniéres formules nous donnent

Dy(2) | (v)
Iff & oo T 2oy
(4)
o) Du(v)
lff dx>;{ud%(2) Z0.(v)
On voit par la que la différence entre le résidu intégral
Dy(2)
(I)(z)

a—a

jf(x)dx

et l'intégrale

est au plus égale a la fraction

0,(v)
20;(v)’

Cest la plus grande approximation avec laquelle la valeur de l'intégrale

ff(x)(lx

peut étre déterminée d’aprés les valeurs données de 2m intégrales

b

ff(x)dm , b/’:xf(x)dx s ey ‘/:x?’”"lf(x)dx,

a
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si par rapport a la fonction inconnue f(x) on sait sculement qu'elle reste
positive pour les valcurs réelles de = entre z = a et z = b.
Nous allons maintenant étudier la fraction

&y (v)

& (v)
et quelques formules (ui peuvent nous conduire 4 la détermination de
sa  limite supérieure. Dans un cas particulier trés remarquable nous
trouvons par ces formules la limite supérieure de la fraction

?y(v)

& (v)

sous la forme d'une fonction du nombre des intégrales données

b b b
f/(x)dvv , fxf(x)dx , fx“’f(x)dx, e
et qui tend vers zéro quand ce nombre augmente indéfiniment.

§ 2. Nous profiterons ici de quelques résultats que nous avons ob-
tenu dans notre mémoire sur les fractions continues.® Dans ce mémoire
nous nous sommes occupé de la fraction continue

I

_ I
oz +1@1 -

_— I
% +182 -

Us% + ﬁ?. -
qu'on obtient en développdnt la somme

Z 0(%,) —_— 0(wow) + 0(%1> + . _I_ 02(“’%) ,

z2 — @ 7 — 4 —x, 72—

=0

ou les quantités
LosTyy Taygeess Xy

sont toutes réelles et distinctes, et les

0%(m,) , 0%(2) 5 ..., 0%(a,)

' O HempepHBHHXB ApoGaxs. 3anucku Aragemin Haywrs, T. 3, BHEIYCKB

3. — Traduction frangaise, Journal de Liouville, tome 10,
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des quantités positives quelconques. En désignant par

9ol2) 9la)  plz) )
Gulz) 7 d(z) T (o) 7 T

les réduites de la fraction continue, nous trouvons, en vertu des formules
démontrées dans ce mémoire, les égalités suivantes:

I

(5) = Z0%(x) (=),

“,

= Z0()gi(m), = TO(@)H(w), - .-

1
Uy ay

qui montrent que les coefficients
Oy Oy y Oyyee

sont tous positifs. 11 résulte de 1a que les premicres termes des fonctions

500(2) ’ 501(3) ’ fog(z) g oo
¢)0<Z) ’ ¢1(Z) s Sb,(z), ceo

ordonnées suivant les puissances décroissantes de z, auront des coefticients
positifs.

D’autre part, comme nous avons vu dans ce méme mémoire, pour
toute fonction enticre f£,(¢) d'un degré inférieur a g on doit avoir
I'équation

i=n

(©) Zfi(w) 0 (2)6%(z) = o.
De cette équation nous allons déduire quelques propriétés des fonctions

¢0(Z) ’ Sbl(z) s Sbg(z) PRI

dont nous nous servirons aprés. Pour cela nous remarquons que la
derniére réduite

20310))

¢n_+l(z)

doit donner la valeur exacte de la somme

i=n

0% 2,
y Hed

i=0
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et son dénominateur ¢,,,(2) sera une fonction cntiére du degré (» + 1)
de la forme
) .
(7) Puia(2) = Cle — m)(e — @) . .. (¢ — w,),
ot ( désigne un coefficient constant. L’expression

Gng1(2)
(e — o)z — @141)

[A=0,1,2,...,(n—1}]

sera donc une fonction entiére du degré (n — 1), et d'aprés (6) on devra
avoir I'équation

)y i 9
Z(xt S’n-}-l('x) Sbn(xi)ﬂ (wi) = 0

— @)@ — @141)
qui se réduit en vertu de (7) a légalité
n+1(wl) S‘j”+1('l;7+1) 02 . —
(& — i1 )Sbn(w/\) () + (@rp1 — #2) & (@14,)0"(w,41) = O,

d’oui nous déduisons

Grir (2) L () 0%(22) = Pri1 @r10) P (@141) 0*(@11)-

Or, les racines
Loy Ty Boyooor, de ¢&,,(2)

sont toutes réelles et distinctes, et en les supposant disposées dans lordre
de leurs grandeurs on voit que la dérivée

$ra(2)

aura des signes contraires pour les deux racines consécutives w, et x,,,
et par conséquent la fonction
¢n(2)

aura aussi des signes opposés pour z =z, et z = x;,,, c. a. d. entre
deux racines consécutives quelconques de

utr(2)

on aura au moins une racine de

8.(%).
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On voit par la que les » racines de

¢u(2)

seront toutes réclles, distinctes et situées respectivement dans les #» in-
tervalles des (# + 1) racines de

Ooir(2).

En désignant par
’
x()’x;?w;7 "'7w;t—1

¢u(2)

disposées dans Pordre de leurs grandeurs, on aura la série de grandeurs

les racines dc

croissantes
W ’ !
x{)"/l'o?x]’xl?""‘vu—l)xn'

§ 3. Les » racines
’ i ot N 2
mlJ i ‘/I’l y et ‘,I’nv-—l d(" S[)n(z)
étant inégales, la décomposition de la réduite

¢n(2)
Iu(2)

en fractions simples nous donnera la somme

@n(20) @ (1) L))
o gt b))

ou, comme il est facile de voir, les numérateurs

eul@))  @ala) @n (1)
dnlee) ” dul@) T ulwny)

sont tous positifs. En effet, les fonctions

¢.(2) s @a1(2) s u(2) 5 Pusa(2)
des réduites ‘
Spn(zl ¢n+1(z)
¢u(2) Iuti(2)
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Sl
2
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sont liées par la relation

§0n+1<2)¢71(5) - %(Z)_gl',,ﬂ(z) = I.

En divisant les deux membres de cette égalité par

5 5
gn(2)¢n1(2) (=01 ysn)
z— wﬂ,
et en y faisant
—_— 7
=,
nous trouvons I'égalité
’
¢ula,) _ I (£=0,1,2, .yn—1)
Pul,) (@) dyr (2,

Pour déterminer a l'aide de cette égalité le signe de la fraction

(2) '

@n m/" r=0,1,2,..,2—1)
1y o

¢n($ﬂ)

nous remarquons d’abord que le produit

G(2) s (2)

sera positif pour z = oo, puisque les premiers termes des fonctions ¢(z),
ordonnées par rapport aux puissances décroissantes de 2z, ont des coeffi-
cients positifs (§ 2).

Si maintenant on passe de # = oo & la plus grande racine 7 = w,_,
de ¢,(2), la fonction ¢,,,(#) changera son signe en passant par sa racine
z = %,, tandis que la dérivée ¢,(z) n'ayant pas de racine entre z=,_,
et # = co conservera son signe. Le produit

¢u(2)Puia(2)

sera donc négatif pour 2 = z,_,, et il est facile de voir qu’il conservera
sa valeur négative pour toutes les racines

Z=w8)x;’m;7'“ax;—-l de S[J,,(Z),

car, d'aprés le § 2, entre deux racines consécutives de ¢,(z) on trouvera
toujours une racine pour chacune des fonctions ¢,(z) et ¢,,,(2), en vertu
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de quoi'leur produit doit avoir le méme signe pour toutes les racines de
¢.(2). Ainsi, le produit
0i(2) Pnia(2)

sera négatif pour les valeurs de

1
Z——:m(’),x;’x??""w;—l

et la fraction

sera positive pour p=o0,1,2,...,n— 1.
Posons
"(w/:-)

9/’;&( m,:)

et la somme (8) prendra la forme

s

enle) _ i) | 6i(e) | Giles)

’

On(2) gy z—m 72— g1

Aingi, connaissant la décomposition de la réduite
Put1(2)
fni1(2) -
en une somme de fractions simples de la forme

i=n

o (s,
>

=0
ou les x, sont toutes des quantités réelles ct distinctes, ct les §%(x,) des

quantites positives quelconques, on pourra aussi décomposer la réduite

¢a(2)
¢n(2)

en une somme de la méme forme
p=n—1 .9
3 fle)

4
— % —
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dans laquelle les quantités «;, sont aussi toutes réelles et distinctes, et
les 6(x,) des quantités positives. De plus, les quantités z; et 2, dans
I'ordre de leurs grandeurs formeront, comme on a vu, la série suivante:

’ ’
xo’x(’)? xl’x;""J x)n’x).,""xn—l,‘xn'
En passant dc méme de la décomposition de la réduite

?n(z)
(%)

a la décomposition de la réduite

?’n—l(z_)
n—1(2)
et ainsi de suite, nous trouvons pour chacune d'elles une décomposition
de la forme ‘
¢i(2) ﬂ?(20> + 312(20 + + ﬂ?(zl_l_)

5/’!(2)_3—‘2'0 g — 2z Z— 21

ou les racines 2,,4,...,%_, de ¢(2) sont toutes réelles et distinctes,
et les 67(z) des quantités positives. De plus, en désignant par

! ’ ’ ’
8oy 819800y 8

les racines de ¢, ,(2) et en les disposant avec celles de ¢,(2) par l'ordre
de leurs grandeurs croissantes, nous trouvons la série

! i ’ ’
Bys 8oy By By ey B By Bagry e &gy &y
dont les termes sont tous compris entre z, et z,.

§ 4. Revenons a la fraction continue

I

alz+ﬂ1_ .

azz+/9~z_"- I

e Z‘mz <+ ;@m ’
que I'on obtient en développant l'expression
b 5o b
S [#f)de Jom=1 (o) da
@ + a . 5 _I_ .. _+_ ‘_‘_____zm_______

z 2
dActa mathematica. 12. Imprimé le 29 mars 1889, 33
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en fraction continue et en s’arrétant & la m®™¢ réduite. Cette expression

ne différe de l'intégrale
b
f @) 4
g— &

que par les termes

b b
Sompzyde  [amif(x)do
it T —

et comme ces termes n'ont aucune influence sur les m premiers dénomina-
teurs de la fraction continue, nous pouvons, en nous bornant aux m premiers
termes, la regarder comme provenant du développement de lintégrale

b

M—da;.
Z— &

a
Or, cette intégrale, ou, par hypothése, la fonction f(z) reste positive pour
les valeurs de x entre a et b, peut étre regardée comme la limite de la
somine

i 0*(xy)
perf Al ’

dans laquelle les quantités x;, désignent une série de grandeurs croissantes
de z,=a & z,=0b, et les #°(x;) des quantités positives choisies con-
formément aux valeurs correspondantes de f(x); et mous en concluons,
d’aprés le § 2, que les coefficients a,, 0y, ..., a, de la fraction continue
en question auront des valeurs positives, définies par les formules

I 1 I

(9) al_‘:_,‘;“—'*—_’ a-): [1, y ey Ay = I3
[0 ) de J (@) () de S G () de

)

et que les dénominateurs ¢, (2) ct ¢, ,(2) des réduites

¢nz<z)_ Sﬂm—l(z)
¢1n(z) ’ §//:nﬂ1(z)
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auront toutes leurs racines réelles, distinctes et comprises entre a et b.
De plus, en désignant par

‘20751722>"')an—-1
’ ’ ’ ’
ZoyB1yBpy vy 8p_gy

les racines des fonctions ¢,(2) et ¢,_,(#), dans l'ordre de leurs grandeurs,
on devra avoir la série suivante de grandeurs croissantes: ’

’ ! ’ ’
BosBos @1y 81y v s By A5 %415 v r s Bpny By

Tout ceci doit avoir lieu, bien entendu, si les intégrales

b b b
ff(x)dx , fxf(w)dx, Ceey fx”‘“‘f(m)dx
peuvent prendre des valeurs données pour f(z) positive entre @ et b.

§ 5. Nous venons de voir que, si les valeurs données des intégrales

b

fbf(x)dx, fxf(x)(lw, ce fx“‘—lf(x)dx

sont possibles pour f(x) positive entre a et b, la fonction ¢, (2) déter-
minée par ces valeurs ne peut pas avoir des racines hors des limites a
et b. Deux cas peuvent donc se présenter: 1) aucune des racines de
¢, (2) n'atteint ni la limite @, ni la limite b, et 2) l'une des limites @
et b ou toutes les deux annulent la fonction ¢, (2). Nous allons d’abord
examiner le second cas qui d’ailleurs se présente trés rarement.

b
JEE
Z— X
comme la limite de la somme

i=n

8 (@
Y

i=0

En regardant l'intégrale

ou Von a x, =a,x, =0, et en remarquant que, d’aprés le § 2, le dé-
nominateur de la derniére réduite

gpn_!_](z)"
Pns1(2)
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’ \ . y
égale 4 cette somme, est le seul qui peut s'annuler pour z = 2, = a et
z = x, = b, nous en concluons que, dans le cas consideré, la somme’

i ()
Z— Q?i’

i=0
et par conséquent l'intégrale

() de

?
Z—

a
doivent étre égales & la réduite

¢n(?) .
Pu(2)

Or, cette fraction se décompose en une somme de fractions simples de
la forme

p=m--1

¢m(2,) 1

=0 ¢'7,7l (z,L) Z2— 37,

et pour que cette somme puisse étre égale a l'intégrale
[4
/ =) dx,
y zZ—Z

il faut que la fonction f(x) s’annule pour toutes les valeurs de x com-
prises entre @ et b, qui ne sont pas dans le voisinage de

r =z

s (£=0,1,2,,.,m—1)

et que pour les valeurs de z infiniment voisines de
9’)=ZO,ZI,...,ZM_1,

elle ait des valeurs telles que les intégrales

zo-.}»w 21t w Zm—1
/f(m)dm ) ff(af)dar y ey \/f(?)d?"

se raménent, lorsque @ devient nulle, aux valeurs

¢m(20) g"L(_‘il) . Dm (zm—l) .

dn(z) D) " b ()
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Avec une telle fonction f(z) lintégrale

v

ff(x)dac

«

se raméne au résidu intégral

é"/ gp,,,(z) ,
¢m(z)

a—w

pour toutes les valeurs de v entre les limites a et b, différentes de
2oy 219 .v 32y Quant aux valeurs de v = 2,,2,,..., 8,4, On voit
que pour ces valeurs de v lintégrale recoit des accroissements brusques,

égaux respectivement a

ﬂpm( ZO) Spm( %1 ) Spm(zm—1>

T S Ty ey

9,’771(50) §(’nt<zl ) 9/'1,n (Zm —1)
et par conséquent pour v = &,, &, ..., Zp_1 S8 valeur ne peut pas étre
complétement déterminée.

§ 6. Passons au cas général lorsque ni a, ni b ne satisfont pas
a T'équation

d(2) = o

Nous allons d’abord montrer que la quantité y qui figure dans nos for-
mules est une quantité positive. En effet, daprés le § 1 on doit avoir
les inégalités '

! —1‘!),7,7,1‘“1 (a') S!}In—l (U>
T im 3 ¢7n((l) ¢m<77) jl

. U [¢maa(d)  dmaa(0)]

r 25, [ (D) In(v) |
En les multipliant respectivement par les quantités positives v —a, b—v
et en les ajoutant ensuite membre & membre, nous trcuvons l'inégalité

m——l(b) o sl’m—l(a) .
¢m(D) $m(a)

Or, les termes les plus élevés dans les fonctions ¢, ,(2), ¢,(2) ayant
des coefficients positifs, on devra avoir

7 (b ——“)£¢

/ ' /) T
ZSICOPON Pu1( 20) o,
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et comme toutes les racines des fonctions ¢, ,(2), ¢,(2) sont plus
grandes que a et plus petites que b, on aura aussi

sr/}m—l (Q ¢m—l (a_>
a0 =% Tt O

en vertu de quoi l'inégalité précédente nous donne
y(b—a)>o0; dou y>o.

La quantité y, comme on a vu dans le § 1, sert & déterminer la fone-
tion @,(2) qui, en vertu de (2) et (3), sera donnée par la formule

/)m—] )
0,(¢) = 1l — ) + L=t

‘/)m('g) — ¢1n—-1 (Z),

dans laquelle, comme on vient de le voir, la quantité y est positive; ct
comme de plus les termes les plus ¢levés dans les fonctions ¢, (2) , ¢, _,(2)
ont des coefficients positifs, cette formule nous donnera

(pl(m) = +’ (1)1(_ C\’J) = 7+,

ou le signe supérieur correspond au cas de m pair et le signe inférieur
au cas de m impair. Si maintenant on fait dans cette formule 2z = ¢,
Zyy e 2n_qs on aura, d'aprés le § 4,

O,(2) = — ¢ 1[2), (=0,1,2, vm 1)
s (Zmn) =+, PuaFug) =— » o duala) = F,
de sorte que pour la fonction @,(2) nous trouvons
D (0) =+,  Oua)=—, -5 Gn) =+, O, (— c0) = F.
On voit par 14 que les m -+ 1 racines de la fonction
?,(2)
sont toutes réelles, distinctes et séparées par les m racines de la fonction
dul2).

§ 7. En désignant par
‘ GrGyeer G
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les racines de la fonction

?,(2),
nous trouvons pour la fraction

?,(2)

?,(z)
la décomposition suivante en fractions simples:

i=1mn (p(,(é,,) i
— 0,(G)z— &

D,(2)
b (z)

1

ou, comme il est facile de voir, les facteurs

?,(%)

Rl AN (G=0,1, ..., m)

P (&)
sont tous positifs. En effet, des formules (3) on déduit facilement I'égalité

Dy (2)¢n(2) == Oi(2)0u(2) = @u(2) uas(?) — Enor(2) Pn(2):

Comme le second membre, d’aprés une propriété bien connue des réduites,
est égal a l'unité, nous aurons I'égalité

0,(2).(2) — b, (2)¢n(2) = 1.

En divisant les deux membres de cette égalité par

/
_______(/)l(z)gm(z) (=01, ..y m)
z— G
et en y faisant
&=
nous trouvons l'égalité
P (&) [

. S (i=0,1;...,m)

O(8) T PalS)OU(S)

Pour déterminer & l'aide de cette égalité le signe de 1a fraction

2,(&)
O (&

’ (i=0,1,2,...,m)

~—

nous remarquons d'abord que le produit

dul2)Di(2)



304 P. Tchebycheff.

gera positif pour z = oo, puisque les termes les plus élevés dans les
fonctions ¢,,(2) et @;(2) ont des coefficients positifs; et comme les racines
de ¢,(2) et @(z) sont toutes plus petites que la plus grande racine ¢,
de @, (2) (§ 6), on voit que ce produit sera aussi positif pour 2 = ¢,.
Il est facile de voir que ce signe -+ le produit le conservera pour toutes
les racines

Z=(05G7"'7Cn dC (pl(‘?’,)q

car, entre deux racines consécutives quelconques de @ (#) chacune des
fonctions ¢,,(#) et @) (2) aura toujours une racine seulement (§ 6), en
vertu de quol leur produit aura le méme signe pour toutes les racines
de @, (2). On aura donc bien

(/)O(Cz-)> o
(&)
pour les valeurs de i =o0,1,2,...,m.
Ainsi, la fraction
?,(2)
0,(2)

qui, comme on a vu dans le § 1, est égale & la fraction continue

I
R i

W R TR —
. I

_— — I
Om % +/;m_z7

ge rameéne a4 la somme

2,(&)
i(S)
des quantités positives. Comme cette somme ne différe que par les no-

dans laquelle les quantités £ sont toutes réelles et distinctes, et les

tations de la somme

i=n

¥ ote
-
'0 Al

i=

que nous avons étudiée dans le mémoire précité sur les fractions continues,
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on trouve, d’aprés la formule donnée 4 la fin du § 5 de ce mémoire,
P'égalité suivante:

D’aprés les formules (5) nous trouvons -

i=m‘ \ ¢o C, ]
Z’”'L(g)wsgg;: ot

Oy 41

en vertu de quoi I'égalité précédente peut s'écrire

pe=m
B, (&)
9 o\ i .
au. " C ’ == 1 =01, em)
2 a5~
d’ou Ton tire la formule
gi?; = = : ’ (i=0,1,2,...,m)’
o 'EOQ/LHSJ’,&(.CI')

dans laquelle le dernier coefficient a,,, sera égal & 7, coefficient de 2z
dans le dernier dénominateur Z. Ainsi pour toutes les racines 2=, ¢,
.y &, de @,(2) on aura

0,(2) . I

J); T p=m
(Z) Za/l.+1$,’/2t(.z)

n= 0

’

et comme, en vertu de (2) et (3), 2 = v annule la fonction @, (z), on
obtient la formule

Dy(v) I I

O (v) R " ; e
(V) Equngi(n) OO ardi(v) + o+ gl (0) + fm(v)
r=

§ 8. Dans le § 1 nous avons montré que les limites de la diffé-
rence entre l'intégrale

jf(x)daz

Acta mathematica, -12, Imprimé le 3 avril 1889, 39
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et le résidu intégral

5\/ ?,(2)
o Ou(2)
sont données par
1 0(v) ot 1 Oy(v)
2 (v) Y AN

et 'on voit d’aprés la valeur trouvée de la fraction

Dy(v)
D (v)

que le degré d’approximation avee laquelle le résidu intégral

o O(2)
X0

a—w

donne la valeur de I'intégrale

[1{z)dx
sera déterminé par la fraction

1 1
2a¢0(v) + @di(v) + ... + dndm 1 (¥) + (V) '

(10)

dans laquelle la quantité y seule dépend des limites a, b des intégrales
considérées, Cette fraction augmente lorsque y diminue, et elle diminue
lorsque 7 augmente. Comme la valeur de y qui est tonjours positive sera
nulle pour @ = — 00, b = 0o, et deviendra infiniment grande pour
¢n(a) =0 ou ¢,(b) =0 (§§ 1 et 6), on voit que la différence entre
I'intégrale

ff(x)dx

et le résidn intégral

p O 2)
& o

tendra vers zéro si @ ou b s’approche indéfiniment de la valeur d’une
racine de ¢, (2) et si v n'est pas racine de cette fonction, ce qui est
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bien conforme aux résultats auxquels nous sommes arrivés dans le § 5.
La limite (10) de cette différence attcindra au contraire sa plus grande
valeur pour ¢ = — 00, b = 0o et se réduira pour ces valeurs des limites
a,b & la fraction

1 1 )
2ayd(v) + i (v) F oo A Gudm 1(v)

(11)

Il est facile de voir que la valeur de cette fraction diminue lorsque le
nombre m augmente, et qu'elle deviendra nulle, pour m = oo, si la série
: 2 20\ 2
a1¢’o(v) + a,di(v) + a¢i(v) + . ..
est divergente. Cette fraction dépend évidemment de o aussi, et par
conséquent, selon la valeur de v, le résidu intégral
v

,(2)
?,(2)

7
) a—w
donnera la valeur de l'intégrale

v

ff(oc)dw

i
avec une approximation plus ou moins grande. Il est cependant facile
de montrer que pour certaines valeurs de v la valeur de la fraction (11),
et par conséquent aussi la valeur de la fraction (10) dont elle est la
limite supérieure, sera plus petite que

I b

%ff'(w)('lx.

[

En effet, en désignant par D la plus grande valeur du dénominateur de
la fraction (11) pour a < v < b, nous trouvons l'inégalité

fb[alsbli(v) + i (v) + o F andih (0)]f(v)dv < fo(m)dx, |

et comme d’aprés les formules (9) le premier membre de cette inégalité
se réduit & m, on aura l'inégalité

m < fo’(w)dx
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ou bien

b
I 1 .
E<%aj‘f(x)da;

On voit par la que qui, conformément a notre notation, représente la

1
2D
plus petite valeur de la fraction (11) pour les valeurs de v comprises
entre a et b, sera plus petite que

b
.
T f fla)dx.
Done, quelles que soient les limites a et b, la différence entre l'intégrale

[ @)z

et le résidu intégral

o O,(2)
(“/07 (2)

a—w 1

ne peut pas surpasser la valeur de la fraction (11)

1 I
2a,¢3(v) + a-;gb?('v) + ...+ am¢$n—l('”)

ou bien de la fraction

(12) - : ,

2 _ do(v) ,, IC N : 1 (0)
Sh@i@ds [ G@p@de [ Fna@)re)d

qu'on obtient en remplagant dans (11) les coefficients a par leurs valeurs
tirées de (9). '
Les fonctions

o(2) s 91(2) s ooy Pui(2)

sont déterminées, comme on a vu, & 'aide du développement de I'intégrale

b

zZ—
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en fraction continue de la forme

1

_ 1
“a +/91 -

S 1
a22+ﬂz~_~

Uy + ﬂs -

Et comme la valeur de la fraction (12) ne change pas lorsqu’on multiplie
les fonctions ¢ par des facteurs constants quelconques, nous pouvons y
prendre pour les fonctions

@o(2) s P1(2) s+ s Pua(2)

les fonctions que V'on obtient en développant l'intégrale
q PP g

[
ff(w) I
z2—

[ ]
en fraction continue de la forme

i
uz + F—

{6

(”Z + ?'—" a’”ZP"‘:' /?:—r/— _

les p étant des quantités constantes quelconques; car, le changement des
quantités p,, p,, ... équivaut, comme il est facile de le voir, a lintro-
duction de facteurs constants dans ces fonctions.

Nous venons de montrer comment on détermine les limites de la
différence entre lintégrale

[(w)d

et le résidu intégral
A
a—w 0)1(2)

dans le cas ou l'on donne les 2m intégrales

b

ff(x)dx,jxf(x)dx, ces ,fo"‘_lf(x)dx
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et si l'on sait que la fonction inconnue f(x) reste positive pour les valeurs
de z entre @ ¢t 6. Il est facile d’en déduire les limites de la diffé-
rence entre les intégrales

ff(w)alm , fﬂ(m)dm,

61 'on a les égalités
b b
(] 3) fg;’fl(x)dx ~_—fx'f(x)dx (1=0,1,2,...,2m—1)

et si la fonction f,(z) reste aussi positive pour les valeurs de z entre
x =a,x=>0. En effet, dans ce cas on aura les mémes résidus inté-
graux et les mémes limites des différences entre les intégrales ct les résidus
intégraux, ¢t par conséquent la différence entre les intégrales

L4

ff(x)dx et ff;(x)dx

o

ne pourra pas surpasser le double de la limite de la différence entre
chacune de ces intégrales et le résidu intégral

p O2)
0,(2)

a—w

Done, si les égalités (13) ont lieu pour deux fonctions f(x) et f,(x) qui
restent positives pour les valeurs de z entre @ et b, la différence entre
les intégrales

ff(x)dx , ffl(w)dx

ne pourra pas surpasser la valeur de la fraction

I
(14) h) O Pa(v)

[ b b
Sa@) @) [ i) f(@)de S o) () de

quelles que soient les limites a et 0.
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§ 9. Comme exemple de lapplication de nos formules nous allons
maintenant considérer le cas ou l'on a

"
f=—00, b=oco, fla)—=-L,""
Van

Dans ce caz, comme on va le voir, la limite supérieure de la fraction
(14) pourra étre déterminée quelle que soit la valeur de v, et il en
résulte un théoréme qui peut avoir des applications utiles dans la Théorie
des Probabilités.

D’aprés les formules données dans notre mémoire Sur le développe-
ment des fonctions & une seule variable,' dans lequel nous avons étudié le
développement de lintégrale

en fraction continue et les réduites

o (2) o (z) gl2)
d (@) " (@) )’ "

nous trouvons que, dans le cas que nous considérons maintenant, les
fonctions

SZ’G('Z) ’ ¢1(Z>, S!)?(z) 7t
pourront étre représentées par la formule

. '
P . g, Tt
z d:e 2

)
Sb't( ) dz'
et qu'on pourra les calculer successivement & I'aide de la formule

(15) ¢i(2) = — ¢’ (2) — (I — 1)¢°ea(?)

et I'égalité
9”0(5) = L

' Bulletin de 1’Acad. Imp. des Sciences de St. Pétersbourg, T. 1. 1859,
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D'autre part nous trouvons d’aprés ce méme mémoire la formule

pour le cas de

4 = — oC, b = oo, flr) =-"=¢ ?

En vertu de cette formule la fraction (14) qui détermine les limites
de la différence entre les intégrales

f f(z)dz , fﬂ(x)dm

ge raméne pour le cas que nous examinons a la fraction

I

M+M + dm—1(v)
I 1.q Tz 3 (m— 1)

dans laquelle les fonctions ¢(v) seront déterminées par (15).
Pour déterminer la limite supérieure de cette fraction nous cher-
cherons la limite inférieure de son dénominateur

2 2 2
go(v) 4 $1(¥) Pmr (V)
. . 1 +t.q“_l_"'_l_1.2...(m—1)q?'"—2
‘n posan

(16) -"IJ?(—”)— T (i=0,1,...,m—1)
TG+ g v
nous remarquons que ce dénominateur est ¢gal a4 la somme
| i=m—1
?:“0 T,.
Pour trouver la limite inférieure de cette somme mnous allons d’abord
déterminer la fonction @(¢) définie par

i=

0(t) = EO T.t,

S r . . -
ou ¢ désigne une variable quelconque.
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§ 10. Pour déterminer la fonction §(¢) nous remarquons que d'apres
(15) on aura

¢i(v) = — ¢"vdia(v) — @7 — 1) Pia(v),
$ia(v) = — @*od: o(v) — ¢°( — 2)Pis(v),
d’ou lon tire
G(0) = EVgL(0) + 26— DV (0)da(v) + (— 1) G0
0*G — 2)°Pls(v) = ¢*0*Pi s (v) + 2q%0¢i 1 () Pia(v) + &ia(0),

et en éliminant entre ces deux équations le produit ¢, ,(v)¢); ,(v) nous
trouvons la relation

$i(v) — ¢*(@*0" — i + D[¢i(v) — ((— 1)¢" ¢, (v)]
— (@ —1)(—2)'¢"¢is(v) =0
Si maintenant on y remplace les fonctions
¢i(v) 5 Pia(v), $ia(v), $is(0)
par leurs valeurs tirées de (16), on aura l'équation
i, — (@ — i+ )T+ @ —i4+ )T, — (—2)T,, = o.

Multiplions tous les termes par ¢ et faisons la somme pour toutes les
valeurs de i, de i = 0 & ¢ = c0; nous aurons alors 1'égalité

f=o j=o
ZoiT,;t" Z(q v —i 1) T+ Z(q vl —i 1) 7t — Z(z—z) T,  #=o.
En remarquant que d’aprés (16) on a

T,=T,=T5=0,

nous trouvons

fe=o0 j=0o0

T (g —i+ DTt =X (@ —i + )Tt =T @ —) T,
-'—_—;o(q —i+ I) 1"2t1 z (q%ﬂ'—’@ + ) il = g (9202 —— I)TitHd’
io(i — 2)Ti—3t‘ — izs(@ — 2) T, ¢t o g(@ + 1) T+,

Acta mathematica. 12. Imprimé le 5 avril 1889, 40
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en vertu de quoi I'égalité précédente se raméne a I'égalité

i=w i= o0

ZiTt — X (¢ — ) Tt + X (P —i— 1) TP — X (i 1) T+ = o

d'ou T'on déduit
i=w . i=w
(1 +¢t—"—1¢) EOiTit"“ = [¢%? — (g%* — 1)t + t’]goTit*‘.

Comme d’aprés notre notation on a

i=®

ZOT,.#' = 6(¢), d'on goiTiti—’ = @'(t),
cette égalité se réduit a I'équation différentielle

@(t)  ¢v'— (@' —1)t+t* g%’ + t
6ty 1 +t—tT—t* (14 1—¢

qui, intégrée, donne
q'lv'lg
1+¢

A
Ji—¢

8(t) = C

La constante d’intégration C se trouve facilement en remarquant que la
fonction @(t) se réduit pour ¢ =o0 & T, = ¢j(v) = 1. De sorte que
Ton aura

C=1,

et par congéquent

i=wo . eZTvtt
(17) E)Tit = B(t)=\ﬁ—_—?
§ 11. D’aprés l'expression trouvée de la somme

i=00
> T8,
i=0

ou ¢ désigne une quantité variable, la limite inférieure de la somme

t=m—1

> T

i=0
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pourra étre déterminée a l’aide des formules données dans notre mémoire
mentionné plus haut sur la représentation des wvaleurs limites, des intégrales
por des résidus intégraux. Pour appliquer les formules, données dans ce
mémoire pour des intégrales, & la somme

f=w
X T.f,

nous allons la présenter sous la forme de lintégrale
f Ytdx,
0

en désignant par Y une fonction de x qui s'annule pour toutes les va-
leurs de # qui ne sont pas dans le voisinage de z =o0,1,2,3,...
et qui pour les valeurs de z infiniment voisines de # ==0,1,2,3,...
a des valeurs telles que les intégrales

L]

dex,dex,ﬁde,...
1—w

0 2—w

tendent respectivement vers les valeurs
To » T, 1 T 27"

lorsque @ tend vers zéro. Pour une fonction Y ainsi déterminée on
aura évidemment

[Ytrdw = ;V.OT,.#' = 6(¢).
¥ i=0

Comme la fonction Y#* ne devient pas négative entre les limites o et
00, les valeurs limites de l'intégrale

f Yitdzx,
[
d’aprés les valeurs des trois intégrales
fYt"dx,fot‘dx,fx’Yt”dw,
0 0 0

seront déterminées par les formules données dans les §§ 6 et 7 de notre
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mémoire mentionné plus haut. En faisant dans ces formules e =o0,b=0c0
nous trouvons que pour

j‘ow *Ytrde

0
P ==

o0

fw Yt*de

0

la limite inférieure de la valeur de l'intégrale

of Yt dx

sera

0
«©

. [fot’de
Yede ———— .,
6/‘ t*dx

fw’Yt”dw

[

En remarquant que d'aprés l'égalité

[Ytdr = 6(2)
0

on aura

-

[2Ytrde = t6/(t),

0

@

[wYeds = t6/(t) + £6°(2),

0

nous en déduisons l'inégalité

@)
f Ytdz > 6(t)

0

+1
10'%(t)
Te) + oY)

En prenant ici pour ¢ une racine quelconque de I'équation

te"(t
(18) '@'(Lt))'l‘ 1=m—1,
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nous trouvons l'inégalité

m—1

f Yerdo > §(t) — 00

G(t) + t6(1)"

Cumme d’aprés les propriétés de la fonction ¥ on aura

m~—1 i=m—1

[Yrds = X T4,
0

Vinégalité précédente se réduit a celle-ci:

i=m—1

X T > 6(t) — gD

: o(t) + t6"(¢)’
qui doit avoir lieu pour toutes les valeurs de ¢ satisfaisant a (18). Donc,

en se bornant aux valeurs de ¢ comprises entre o et 1 et remarquant
que pour ces valeurs de ¢ on aura

i=m—1 i=m—1
iZ T, > ZO T8,
. =0 =
on devra avoir l'inégalité

i=m—1

(r9) T 1> 6(t) — g

G0t + t6°(8)
d’aprés laquelle nous pouvons trouver une limite inférieure de la somme

Ci=m—1

X T,
i=0
en prenant pour ¢{ une racine de (18) comprise entre O et I.

§ 12. En portant dans (18) et (19) les valeurs de 8(¢), 8'(¢), 6"(¢)
tirées de (17), on trouve

(r—t*,, [ 1 —¢ “]?
(20) m——1=2t+'l+tqv+tt+l+tqv ;
1—t2[t+1-t *«;’]
( ) 1+tq
22 ___ts
i=m~1 ?_).: 2t+(;+t) gv
ZT .
(2I> i= Jl—t’ t+( t)s 22+t[ I“—t 202]2
1+tqv 1+tq
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La derniére inégalité nous donne la limite inférieure de la somme

T=m—1

2 T
i=0

en fonction de la racine ¢ de (20) comprise entre 0 et 1. Il est facile

de voir que pour m > 1, comme nous le supposons toujours, 'équation

(20) admettra bien une racine entre o et 1; mais la détermination exacte

de cette racine est trés difficile. Comme il ne s'agit ici que de trouver
m—1

une quantité qui reste constamment plus petite que X 7}, nous pouvons
0

y arriver sans résoudre l'équation (20). Pour cela mous tirons de (20)

la valeur de \m — 1 et nous divisons par elle l'inégalité (21), ce qui nous

donne une inégalité qu'on peut mettre sous la forme

i=m-1 Tl 11—t '%< (1—1t® , \73
T e <t+l+tqv> 2t + [+tqv>
I

\/'m.—l + t 13
<t+i:§q'v’> 2t+( +tt)qv

En remarquant que la valeur de ¢ dans cette inégalité doit étre plus
grande que zéro et plus petite que l'unité, nous trouvons

i 2

etts 1,

1 — 2 .
¢t + +tqv <14 g,

3
2t 4 1+tt) W< 2 + g% < 2(1 4 ¢%?),
I
t+1+tq’v’>t+ Lgor,
t <1
3 =
2t+(l_t) 2.2 2

1+tq
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en vertu de quoi l'inégalité précédente nous donne

—1

I m
(22) \/m—-1>

(qevz + x)-—.’i

dire=rndl

Passant 4 la détermination d’une limite inférieure de

+

Nl

t + I_;‘_tq’v" pour o<i?t<I,

nous remarquons que I'équation (20) peut s'écrire

(r—¢°
2t + ——m— q
. a7y __ 42 (I_t)t‘z? I+
(m — 1)(1 t)-t+l+t +t+I-t=vﬂ
T+12

Comme ¢ est comprise entre o et 1, tous les termes seront positifs et
I'on aura

(m — 1)(1 —t*) > &,
d’ot Ton déduit
m(1 —¢%) > 1,
ce qui donne

I I

I——t>m>

D’autre part, en cherchant les maxima des fonctions

(1=,
(1 — )¢ T 1+t gk
1+t 1—t ,,
t+——~———l+tqv

pour o < f < 1, nous trouvons qu’ils s'obtiennent pour {=\2—1,f{=1
et quils sont respectivement égaux &

3""\/_8-, 2,
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en vertu de quoi l'équation précédente nous donne
o = 1)t — ) <7 + 2 + (3 — yB) 0™,
d’ou Ton déduit
m(1 — ) <3 + (3 — y8)a™’,

3+ (3 —v§>q=v’< 34 (3 — @q*v*,

1—i< m(l + 1) m
ce qui donne
o JN 2,2
ts 3T B =8

m

Ainsi, nous trouvons que

__3+GB—y8)g"’

m

t>1

I
I—t>5'"-1:’

et I'on aura par conséquent

- II
B

I—1t a2 3 4 2.9 _ 3
t+—2—qv >I—"-;+———m gvi>1 -
De sorte que l'inégalité (22), en y remplacant

t-l—l_z—tg’v’ par 1 —

nous donnera
i=m—1
> )
i=0 T: 2(m — 3)°

— > — 3
Vim — 17 33 (m®— 2m + 3)%(g%" + 1)°

ou bien

m—1

?Ti>

2(m — 3)°\/m — 1

3y3 (m* — 2m + 3)¥(g%® + 1)°
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En remarquant que, conformément a notre notation, on a

milT B ’%—‘1 g!'?(v) — gb?,('v) + gﬁ(v) n ¢'fn_](v)
i = 2 - .

0 1.2.3...8.9% 1 ¢ 1.2... (m— 1ygn—2’

nous en concluons que la fraction

1

« gi(v)

I.2.3...7.¢%
- 3 q

sera plus petite que

3\/3_(7”2 —2m + 3>§(q2,02 + I)’
2(m — 3)°\Jm — 1

Comme daprés le § o cette fraction donne les limites de la différence
des intégrales

L N _ﬂ?
Sy, f Lo T e

si I'on a les égalités
o
o0
; R i
fx'f(x)dx =f\/%7—rx’e 2 dr (i=0,1,2,...,2m—1)
—

la fonction f,(x) restant constamment positive, et comme on a

e 1 $
——?—:.e 21’ d{ﬂ —— fe—xzd.’l/',
Var Vr s,

©

¢ L, 1.3.5...(6—1) —
fx/g;we 2 dy = o pour ¢ pair,

—w

]

q i —ﬁzg . . .
\/z—ml 1" dr = o pour ¢ impair,
T

—
Acta mathematica, 12. Imprimé le 25 avril 1889. 41
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nous en déduisons le théoreme suivant:

Théoréme.

Si la fonction f,(x) reste constamment positive et si Uon a

-ffl(x)dxr—é, fmf(m)dx:o,

fx"'fl(x)dx = %, fx%(w)dx = 0,

Jotf@)de = L35 L BRI L) = o,
la valewr de Uintégrale
f f,(z)dx

sera comprise entre les limites

q_ll
Vs - .
2 _ 2 (2,2 3
L fe_xzdx_smm 2m + 3)(g*’ + 1)
V7 2(m— 3)*ym — 1

’

i .

1 gt 3\3(m? — 2m + 3 (g% + 1)°
— d —t

vz fe 7+ 2(m — 3)*\ym — 1

oo

pour toutes les valeurs réelles de v.




