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S U R  LES  1RI~SIDUS I N T I ~ G R A U X  

OUI DONNENT 

DES V A L E U R S  A P P R O C H I ~ . E S  DES I N T I ~ G R A L E S  

PAI~ 

P: T C H E B Y C H E F F  
S : t  t ' ~ T E R S B O U R G .  

(Traduit  du  russe ~ par, I. L y o n . )  

§ I. Dans un m6moire  s ur la reprdsentation des valeurs limites des 

int~grales par des rdsidus intdgraux, communiqu6  ~ l 'acad6mie des sciences 

le 8 octobre 1885, ~ nous avons mont r6  comment ,  d'aprSs l e s  valeurs  

donn6es de 2m int6grales 

b b b 

a a a 

(a et b r6els, e t a  < b) 

on peu t  t rouver  les l imites les p lus  6troites de la valeur  de l ' int6grale 

a 

si la fonct ion inconnue f (x)  reste positive pour  toutes les valeurs  r~elles 

' O6~ nHTerpa.~Lni~x~ l~t, iqeTax%, J~OCTAB;I~iIOII~IX~I, npu6.~uaenu~.Ia Be2tH~H4HI,! 
nKTerpazoB~. 3 a n ~ c ~  h ~ u e p .  A~a;~eMi~ H a y ~ , .  ToM~ 55, nH~ica 1. Ilpm~o- 
~eHie, h~_ 2. C.-IIeTepSypr~. 1887. 

2 Traduetion fran~aise~ ce journal t. 9~ P. 35. 
A c t a  m a t h e m a t l e a .  19. Impr im~ le 3 uvr i l  1889. 
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de x 

et b. 
suivantes: 

P. Tchebycheff. 

entre x - ~  a e t  x----b,  et si la valeur  de v e s t  comprise entre a 
Ces limites, comme nous avons vu, sont donn6es par  lea formules 

I v v -~- to 
f f(x)dx ~ ~ F(z), 

- -  a - - { o  
a 

( I )  . ,-o 
f f(x)dx _> o-,o~ ~'(z), 

oh co est une qua,ntit6 positive infiniment petite, 
rat ionnelle qui s'obtient facilement en d6veloppant l 'expression 

et F ( z )  une fonction 

b b b 

a ~ +~ ~ + . . . + o  ~,, 

en fraction continue 

¢ZIZ "t- ~ t  
I 

¢Z2Z "l- ~2 - -  • 

En effet, en posant 

9m--l(Z)__ 
¢~-~{~) 

~m(~) I 

¢,m(z) ~,z + p, 

I 

a , , , z  + f t . ,  - -  . 

I 

q2Z dr- ~ - -  . 

I 

am-lz + f l~-l '  

a~z + fl.,' 
elle est donn6e par  les formules 

2) 

I 
F(z) = - -  a,z + ~ ,  

¢ .... ,(v) 
Z = r ( z -  v) + ¢~(v) 

I 
a.,z + ft., Z 
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off r d6signe la plus grande des deux quantit6s 

' [¢o-'(-<') ¢o-'-(-~)1 
- -  v L ¢-(~) ¢.(v) J 

, [.~._,(_b) ¢,~_, (_~) l 
b -- ~ L ¢~(b) ¢~(~) J 

En substituant b~ la fraction continue 

I 
,~,~ + Z-~ 

a, z + p , - -  , 

la fraction ordinaire qul lui est dgale 

a,,z + p ~ - - -  
! 

z 

et en posant 

(3) 

Oil a u r a  

En 
nous trouvons 

¢~(z). Z - -  Cm-l(z) 
¢~(,) .  z - -  ¢~_~(,) 

{ <P0(4 = ~o(~). Z -  ¢,,,--1(~), 

@1(~) = ¢,(~). z - -  ¢,~_,(~), 

~ ( z )  = ¢°(~) ¢,(z)" 

portant cette valeur de la fonction F ( z )  dans les formules (I), 

= ~ %t z) 
o.(r(x)dx < o% 

ou bien 

a ¢1--~ 

i1 v 

i~ qJotZ) 

a - - t o  l ~ - - t o  

A c t a  m a t h e m a t ~ e a ,  12. I m p r i m 6  le 1 a v r i l  1889. 87 
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Or, les r6sidus int6graux 

L Co(z) ~Z Co(Z) ~-o, C,(z) et ~, ¢--~,  

oh to d6signe une quantit6 infiniment petite, s'dtendent seulement sur les 
valeurs voisines de z = v; et comme cctte valeur de z, qui annule ¢1@) 
en vertu de (2) et (3), coincide avec l'une de leurs limites, on aura 

L Co(Z) "~ Co(Z) I Co(V) 

et les derni6res formules nous donnent 

/ i f (  L c°(z) c°(v) x)dx < C,(~) + 2ci(~)' 

(4) 

/(z)dz > c,(~) ~c;(~) 

On volt par l~ que la diff'6rence entre le r6sidu int6gral 

L C°(z) 
. - < ~  C,(z) 

et l'in't6grale 

f 
a 

est a u  plus dgale ~ la fraction 
Co(V) 

2c'~(v)" 

C'est la plus grande approximation avec laquelle la valeur de l'int6grale 

v 

f 
a 

peut t~tre d6terminde d'apr6s les valeurs donn6es de 2m int6grales 
b b b 

a i i  t i  
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si par  r appor t  ~t la fonction inconnue f(x) on sait seu lement  qu'elle reste 

positive pour  Its  valeurs  r6elles de x entre x--~ a e t  x = b. 

Nous allons ma in tenan t  6tudier  la fract ion 

Co(v) 
¢;(~) 

et quelques  fo rnmles  qui  peuven t  nous conduire  ~ la d6tcrminat ion dc 

sa l imite sup6rieure.  Dans un cas par t icul ier  tr6s r emarquab le  nous 

t rouvons par  cos formulcs  la l imite  supd r i eu re  de la fraction 

¢0(v) 
¢;(v) 

sous la for in t  d 'une fonction du noml)re des intdgra|es donndcs 

b b b 

f f ... 
a t t  (~ 

et qui tend vers z6ro quand  ce nombre  augmentc  ind6finiment.  

§ 9. Nous profiterons ici de quelques rdsultats que nous avons ob- 

tenu dans notre  m6moire  s u r  les f rac t ions  cont inues .  ~ Dans ce mdmoire  
nous nous sommes occup6 de la fraction continue 

I 
I 

qu'on obtient en d6veloppunt la somme 

/ _ _ ~ Z  - -  ~ i  Z - -  ~o Z - -  $gl 

off les quanti tds 

sont routes rdelles et distinctes, et les 

0:(x0),  6~(x~), . . . ,  6:(xn) 

Z - -  ~ n  

i O Her~pepLIBm.IX% ~po6ax%. 3 a n H c ~  A~a~e~iu  HayR~, T. 3, nrmycn'~ 
5. - -  Traduetlon fran~aise, Journal  de Liouvil le ,  tome Io. 
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des quantit6s positives quelconques. En d6signant par 

¢o(,) , ¢ , ( , )  , ¢.(~) , . . .  

les r6duites de la fraction continue, nous trouvons, en vertu des formules 
d6montr@s dans ce m6moire, les 6galit6s suivantcs: 

- -  - -  ~ '2 (5) ' = X ; 0 : ( . , , ) ¢ ~ ( : , ) ,  ' = X : 0 : ( : , ) ¢ ~ ( : , ) ,  ' = x : 0  (~ , )¢ '2( . , , ) ,  
(gi 6~ 6~ a 

qui montrcnt que lea coefficients 

~1 , (X2 ~ ~t3 , • " " 

sont tous i)ositifs, l l  r6sulte de 1~ que les premidres tcrmes des fonctions 

~ 0 ( ~ ) ,  ~ , ( z ) ,  ~ ( ~ ) ,  . . .  

¢o(~),¢l(z),¢.Az),... 

ordonn6es suivant les puissances d6croissantes de z, auront des coefficients 
positifs. 

D'autre part, comme nous avons vu dana ce m6me m6moire, pour 
route fonction entidre f0(z) d'un degr6 inf6rieur /~ # on doit avoir 
l'6quation 

(6) ~=ofO(x,)d,~(x,)O~(x,)  = o. 

De cette 6quation nous allons d6duire quelques propri6t6s des fonctions 

¢o(~),¢l(z),C~(z),... 
dont nous nous servirons apr6s. Pour cela nous remarquons que la 
derni6re r6duite 

~ n + l ( Z )  

C n + l ( z )  

dolt donner la valeur exacte de la somme 

~ 0'(,,) 
Z ~ X i 

i = 0  
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et so,, d6nominateur 5b,,+,(z) sera unc fonction cnti6re du degr6 (n A- ~) 
de la forint 

(7)  ~nq. I (Z)  = C(~ - -  ~7(J0)(z - -  x l ) . . .  (~ - -  ~n), 

oh Q ddsigne un coefficient constant. L'expression 

¢~+,(~) 
[i = 0,1, ~, ..., (n--l)] 

sera donc une fonction enti6re du degr6 ( n - -  I), et d'aprbs (6) on devra 
avoir l '6quation 

/ 'n+l  (Xi) 

i=O 

qui se r6duit  en vertu de (7) g l'6galit6 

(2~ t__~t+1)~n(xh)O~(x) ' )  -3 [- (~A+l__~it) 

d'oh nous d6duisons 

Or, les racines 
x 0 , x i , x ~ , . . . , x n  de ¢~+l(z) 

sont toutes rSelles et distinctes, et en les supposant dispos@s dans l 'ordre 
de leurs grandeurs on volt que la d6riv4e 

¢'.+,(z) 

aura des signes contraires pour les deux racines cons6cutives x~ et x~+l, 
et par cons6quent la fonction 

aura aussi des signes oppos6s pour z-----x~ et z----x~+l, c. ~. d. entre 
deux racines cons6cutives quelconques de 

on aura au moins une racine de 
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On volt par lg que les n racincs de 

¢ , ( , , )  

seront toutes r~elles, distinctes et situSes respectivement dans les n in- 
tervalles des (n + I) racines de 

C n - b l  (~Y) • 

En dSsignant par 
t i i , • X r 

les raeines de 
¢, ,(~) 

disposdes dans l 'ordre de leurs grandeurs, on aura la sSrie de grandeurs 
croissantes 

,t l , • /~r  

§ 3. Les n raeines 

' : '  . . .  x' de ¢, , (~)  X 0 ~ X ,  ~ ~ n - - I  

dtan t  indgales, la d6eomposition dc la rdduite 

~ . ( ~ )  
¢ , , (z)  

en fractions simples nous donnera la somme 

(8) . + . . . +  
Z - -  0~ 1 Z - -  a~n~  1 

oi~, comme i l  est facile de voir, les num6rateurs 

¢ - ( ~ ; )  ' ~, ,  ,, , . . . ,  , , 
~ . . ~ . , j  ¢ , , ( ~ . - 1 )  

sont tous positifs. En effet, les fonctions 

des r6duites 

~.(z) et ~.+l(z) 
Cn( z ) Cn+l( z ) 
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sont li6es par la relation 

En divlsant les deux membres  de cette 6galit6 par 

¢~(~)¢~+~(~) 
! 

et en y faisant 

nous trouvons l'6galit6 

9~n ~ I 
t , r [  tX I t t 

( i f = O ,  1 , 2 ,  . . . ,  n ~ l )  

( i f =  0,1~ ~ . . . ,  n ~ l )  

nous remarquons d 'abord que le produi t  

sera p0sitif pour  z = co, puisque les premiers termes des fonctions ¢(z) ,  

ordonn6es par rapport  aux puissances d6croissantes de z, ont des coeffi- 
cients positifs (§ 2). 

Si maintenant  on passe de z = co ~ la plus grande racine z = x'n_~ 
de ¢~(z), la fonction ¢.+~(z) changera son signe en passant pal" sa racine 

z = x~, tandis que la d6riv6e ¢ ' ( z )  n 'ayant  pas de racine entre z = x:_~ 
et z = co conservera son signe. Le produi t  

x' et il est facile de voir qu'il  conservera sera done n6gatif pour  z---- n-l, 
sa valeur  ndgative pour  routes les racines 

' ' ' . x '  d e  ¢ ( z )  Z = X 0 ~ X 1 ~ X 2 ~ . . ~ n - - 1  n 

car, d'apr~s le § 2, entre deux racines cons6cutives de ¢,,(z) on trouvera 

toujours une racine pour  caacune des fonctions ¢ ' ( z ) e t  ¢,+1@), en vertu 

295 

( i f = O ,  1 , . . . ,  n - - l )  

Pour  d6terminer h l 'aide de cette 6galit6 le signe de la fraction 
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de quoi'  lcur produit  dolt avoir le m&ne signe pour toutes les racines de 
Cn(z). Ainsi, le produit  

¢'(z)¢,+~(z) 

sera n6gatif pour les valeurs de 

t t p t 
Z ~ X 0 ~ Z 1 ~ X 2 ~ • • . ~ X n _  1 

et la fraction 

(z') 
¢5(~,;) 

sera positive pour # == o ,  i , 2 ,  . . . ,  n ~ i. 
Posons 

~.(~;~) ~ , ¢:(~,) = o~ ( z , , )  

et la somme (8) prendra la forme 

i 

Ainsi, connaissant la d&omposit ion de la r6duite 

Cn+l(z) 
Cn+,(~) 

en une somme de fractions simples de la forme 

t = 0  

off les x~ sont toutes des quanti t& r6elles et distinctes, et les 02(x~) des 
quantites positives quelconques, on pourra aussi  d6composer la r6duite 

¢,,,(z) 

en une somme de la m&ne forme 
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dans laquelle les quantit6s x~'~ sent aussi toutes r6ellea et distinctes, et 
les O~(x~'~) des quantit6s positives. De plus, les quantit6s xi et x" dans 
l'ordre de leurs grandeurs formeront, comme on a vu, la s6rie suivante: 

# # # ! 

XO ~ X O ,  X l  , X l  , • • ° , ~ 1  , X). , • • . , ~ n - - 1  , X n "  

En passant dc in~lne de la d6composition de la r6duite 

la ddcomposition de la r6duite 

et ainsi de 
de la forme 

~(z) OT(zo) 

oh lea racines z 0 , z ~ , . . . , z z _ l  

¢,,(z) 

~,,_l(z) 
e n - - l (  z ) 

suite, nous trouvons pour chacune d'elles une d6composition 

F 8,(~,) + . . . + _ _  
Z ~ Z 1 Z - -  '~I--1 

de ¢~(z) sent toutes r~elles et distinetes, 
et les O~(z) des quantit6s positives. De plus, en ddsignant par 

z'o , z ;  , z ;  , . . . ,  z;_.~ 

les racinea de ¢,_1(z) et en lea disposant avec cellea de ¢ , (z)par  l'ordre 
de leurs grandeurs croissantes, nous trouvons la s6rie 

# # # # 

Y¢0 , YJ0 ~ ~ l  ~ Z , !  , . . . , Y'it ~ Z). ~ ~ Z + I  ~ " • • , Z / - - 2  , Z l - - I  

dent los termes sent tous compris entre xo et xn. 

§ 4. Revenons ~ la fraction continue 

I 
I 

a , z  + /~  1 
(Z2Z "4" ~'Z ~ " 

que l'on obtient en d6veloppant l'expression 

b b 

~t 6t a + ,~ + . . .  + 

A c t a  m a t h e m a t i e a .  1'2. ! r a p t ! m 6  le 59 m a r s  1889. 

b 

z.2.~ 

85 
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en fraction continue e t  en s'arr~tant '~ l a m  ~ r6du{te. Cette expression 
ne diff~re de l 'int6grale 

b 

a 

b b 

et Z 7 m + l  ~ a ~Io1+2 

que par les termes 

. . .  

et comme ces termes n'ont aucune influence sur les m premiers d6nomina- 
teurs de la fraction continue, nous pouvons, en nous bornant  aux m premiers 
termes, la regarder comme provenant du d6veloppement de l'int6grale 

b 

S f(~) dx .  

a 

Or, cette int6grale, oh, par hypothi~se, la fonction f ( x ) r e s t e  positive pour 
les valeurs de x entre a et b, peut 6tre regard6e comme la limite de la 
somme ~:~ 0'(~) , 

Z - -  .Ti 
t = 0  

dans laquelle les quantil6s x~ d6signent une sfirie de grandeurs crolssantes 
de x0 = a k x. = b, st les 02(x;) des quantit6s positives choisies con- 
form6ment aux valeurs correspondantes de f (x) ;  et nous en concluons, 
d'aprfis le § 2, que les coefficients ~1, a 2 , . . ,  a., de la fraction continue 
en question auront des valeurs positives, d6finies par les formules 

I I I 

( 9 )  (X 1 ~ 1, , (X~ = b , " ' " ,  ~ , n  = b 

• 3 f ¢ , , , _ , c ~ ) / o : ~ ) a ~  
" - • 

~1 a a 

et que les d<~nominateurs ¢,,,(z) ot ¢ .... ,(z) des r~duites 

¢,,,C~) ' ¢ .... l(z) 
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auront routes leurs raeines rdelles, distinctes et comprises entre a et b. 
De plus, en d6signant par 

Z 0  ~ Z1  ~ Z 2  ~ • • • , 'gin---1 

i v v v 
£o , ~ , Z~ ~ • . . ~ Z m _  ~ ,  

les racines des fonctions ~,,,(z) et Cm_~(z), d'ms l'ordre de leurs grandeurs, 
on devra, avoir la s6rie suivante de grandeurs croissantes: 

v ] p .t 
~ 0  ~ 2'0 ~ Z l  ~ Z l  , ' • • ~ ~ .  , Z~ , Z Z +  1 , . • • ~ Z m _  ~ ~ Z m _  1 .  

Tout ceei  doit avoir lieu, bien entendu, si les int6grales 
b b b 

a ~t at 

peuvent prendre des valeurs donn6,es pour f(x) positive entre a et b. 

§ 5. Nous venons de voir que, si lea valeurs donndes des intdgrales 
b b b 

f f(z)dx, f xf(x)dx, . . . ,  . (xem-- ' f (x)dX 
(t a a 

sont possibles pour f(x) positive entre a et b, la fonction era(z) d6ter- 
min6e par ces valeurs ne peut pas avoir des raeines hors des limites a 

' t et b. I)eux eas peuvent done se presenter: I) aueune des raeines de 
~.,(z) n'atteint ni la limite a, ni la limite b, et 2) l'une des limites a 
et b ou routes les deux annulent la fonetion ~ ( z ) .  Nous allons d'abord 
examiner le second cas qui d'ailleurs se pr6sente tr6s rarement. 

En regardant l'int6grale 
b 

comme la limite de la somme 

i = 0  Z - - ~ l  

off l'on a x o =  a,xn----b,  et en remarquant que, d'apr6s le § 2, le d6- 
nominateur de la derni@e r6duite 

Cn÷l(z)' 
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~gale ~ cette somme,  est le seul qui  peu t  s 'annuler  pour  z-----x o = a et 
z = x~ = b, nous en concluons que,  d a n s  le cas considerS, la s o m m e  

~ 0 ' ( z , ) ,  

i=O 

et par  consequent  l ' int~grale 

doivent  dtre ~gales k la relduite 

b 

f f (x)  dz 

a 

¢. , (~)  
¢ ~ ( z )  

Or, cette fract ion se d~eompose en une somme 

la forme 

de fractions simples de 

Z f~ i,=0 q',, (zl.) z - -  z# 

et pour  que cette somme puisse ~tre 4gale ~ l ' intdgrale 

b 

a 

il fau t  que la fonction f ( x )  s 'annule  p o u r  toutes  les valeurs  de x com- 

prises entre a et b, qui ne sont pas dans le voisinage de 

et que p o u r  les valeurs de x inf iniment  voisines de 

(p.= O, 1, '2, ..., m - - l )  

X ~ Z 0 ~ Z 1 , , • . ~ Z r e _ l ,  

elle ait des valem's telles que les int~grales 

Z o 4-  to  Z 14 -  eo z~--I 

f j ' f ( x ) d x ,  , . . . ,  
g o Zl--~ Zm--l--~o 

se ram~nent ,  lorsque eo devient  nulle,  aux  valeurs  

¢ "  (z,,) ' ' " " ' " ¢:,,(zl) ' ' ¢o,(~,,_,) 
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Avee une  te l le  fonct ion  f(x) l ' in t6gra le  

se r a m 6 n e  au  r6s idu in t6gra l  

301 

V 

(~ 

o~o¢,.(z) ' 

p o u r  tou tes  les va leurs  de v ent re  les l imi tes  a et  b, diff@entes  de 

z0, z , , . . , ,  z~_l. Q u a n t  aux  va leurs  de v ~-- z0, z , ,  • • • ,  z~_l, on vol t  

que  p o u r  c e s  va leu r s  de v l ' in tdgra le  regoit  des accro issements  b rusques ,  

6gaux  r e s p e c t i v e m e n t  h 

~m(zo) ~m(Z,) ~,.(Z .... 0 

¢,' (~o~ ' f '  ' " ' "  t '  

et pa r  eonsdquent  p o u r  v --~ z0, z t ,  . . . ,  Zm--~ sa v a l e u r  ne p e u t  pas 6tre 

e o m p l 6 t e m e n t  d6terminde .  

§ 6. Passons an ehs g6ndra l  lo rsque  ni a ,  ni b ne sat isfont  pas 

'k l '6quat ion  
¢o,(~) = o .  

N o u s  a l lons  d ' abo rd  m o n t r e r  que  la quan t i t6  i" qu i  f igure  dans  nos for- 

m u l e s  est une  quan t i td  .positive. En  effet, d 'apr6s  le § I on doi t  avoi r  

les indgali t6s 

r > ,, ' 1-¢~"-1!a)- ¢ .... ' t~)1, 
' - -  ~ t ¢, ,d") ¢,,.(v) J 

> ~ I-¢,.-,(~,) 
r = b _ v  I ¢ , ~ 5  

¢,,- '  (~)l. 
¢.,(,,) 1 

En les m u l t i p l i a n t  r e spec t i vemen t  pa r  les quan t i t6s  posit ives v m a ,  b - - v  

et en les a j o u t a n t  ensui te  m e m b r e  k rnembre ,  nous  t r 6uvons  l ' in6gali t6 
¢ 

r(b - -  a) > ¢~_1(b) ¢ .... , ( - )  
- -  era(b) era(a) 

Or, les terrors les plus ~lev~s d ~ s  les fonctions ¢.,_,(z),  ¢.. (z) ~y.nt 
des coefficients positifs,  on devra  a voir  

¢ " - ~ ( ~ ) >  o,  ¢"~-~ ( -  ~ )  < o,  
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et comme routes les raeines des fonctions ¢,~_1(z), e r a ( z ) s o n t  plus 
grandes que a et plus petites que b, on aura  aussi 

¢,~_,(a) ¢,~_1(b) > o, < o, 
Cm(b) ¢~(c,,) 

en ver tu  de quoi l'inggalit~ p%c~dente nous donne 

r ( b - - a ) > o ;  d'ofi y > o .  

La quantit6 Y, eomme on a vu dans le § i,  sert ~ dSterminer la fone. 

tion ¢l(z)  qui, en vertu de (2) et (3), sera donn~e par la formule 

¢~_,(v) ] 

dans laquelle, eomme oil vient de le voir, la quantitd Y est positive; et 

eomme d e  plus les termes les plus 51evSs dans les fonetions O,,(z),  ¢m_~(z) 
ont des coefficients positifs, eette formule  nous donnera 

(~1(~)  = -t'-, e ) l ( - -  Q-'~) == "~, 

oll le signe supfr ieur  eorrespond au eas de m pair et le signe infSrieur 
au eas de m impair.  Si maintenant  on fait da.ns eette formule z------z 0, 

z , , . . . ,  zm-1, on aura, d'aprfs le § 4, 

,p, (~,) = - :  ¢,,,__, (~,.), ,,= 0.,.~. ........... ,~ 

¢,,,_, (~,_ ,) --= + ,  ¢ ..... ,(~ .... ~ ) - - - - ,  . . . ,  ¢ .... ,(~0) = ~-, 

de sorte que pour la fonetion ~l(z) nous trouvons 

, p , ( o o )  = + ,  ¢ , (~  ...... ,) = - - ,  . . . ,  ¢ , ( ~ , , ) ~  ~ ,  ¢ , ( - - ~ ) =  ~:. 

On volt par lh, flue les m n t- I raeines de la fonetion 

(J~l (~) 

sont toutes %elles, distinetes et s@ar~es par les m raeines de la fonetion 

¢o(~). 
§ 7. En d~signant  par 

~ , ¢ , . . . , ¢ ~  
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les racincs de la fonction 

nous trouvons pour 13 fraction 

Co(Z) 
¢,(z) 

la d6composition suivante en fractions simples: 

¢,(z) A,i=0 ¢;(¢,)z-- ¢i 

off, comme il est facile de voir, les facteurs 

¢o(5.) 
! 

¢,(5) 
( 1 ~ 0 ,  1, . . . ,  m )  

sont tous positifs. En effet, des formules (3) on d6duit facilement l '6galit6 

= 

Comme le second membre, d'apr6s une propri6t6 bien connue des r6duites, 
est 6gal ~ l 'unit6, nous aurons l '6galit6 

En divisant les deux membres de cette dgalit6 par 

et en y faisant 

nous trouvons l'6galit6 

¢~(~)¢,n(~) ¢i=o,1,: . . . . .  ) 

¢0(~5) _ i 
( i = O , l ; . . . , m )  . . . . . . . . . .  . 

¢,(~.i) ,z,,,~_i) , ~ . i )  

Pour d6terminer 'X l'aide de cette 6galit6 le signc de la fraction 

¢~; ( ¢, ) ' 
( i =  O, 1 , 2 ,  . . . ,  m )  

nous remarquons d'abord que le produit  
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sera positif pour z ~ ~ ,  puisque leo termes les plus 61evSs dans les 
fonctions tin(z) et el(z)  ont des coefficients positifs; et comme les racines 
de tin(z) et ¢i~z) sont routes plus petites quc la plus grande racine ~,. 
de ePi(z) (§ 6), on volt que ce produit  sera  aussi positif pour z : ~,,,. 
I1 est facile de voir quc ce signe -{- le produit  le conservcra pour toutes 
les racines 

z = ¢ o , ¢ , , . . . ,  ¢,,, d c  (P~(z), 

car, entre dcux racines cons~cutives quelconques de (P~(z) chacune des 
fonctions tin(z) et (P'~(z) aura toujours unc racine seulement (§ 6), cn 
vertu de quoi leur produit  aura le m~me signe pour toutes lea racines 
de g}l(z). On aura donc bien 

¢o(~) 

pour les valeurs de i - - - - o ,  I , 2 , . . . ,  m. 
Ainsi, la fraction 

q)o(Z) 
q),(z)' 

qui, comme on a vu dans le § I, est figale k la fraction continue 

! 

eZlZ 2r- ~1 

se ram~ne k la somme 

I 
I 

~ .... ¢o(~.5) i 

q)0(~) dans laquellc les quantit6s ~ sont toutes r6elles et distinctes, et les 

des quantit6s positives. Comme cette somme ne dlfi~re que par les no- 
tations de la somme 

i = n  2 

t=0  

que nous avons 4tudi~e dans le m~moire pr~cit~ sur lesfractio~s continues, 
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on trouve, d'apr6s la formule donn6e ~ la fin du § 5 de ee m6moire, 

l'6galit6 suivante: 
..=m ~ ,. 0~o(~',) 

v -  ~,~.,., ¢o(5)  

i=O 1\ . i l ,  

D'apr6s les formules (5) nous trouvons 

O,(~.,) %+,  
i = 0  

en vertu de quoi t %,ante pr6e6dente peut s'6crire 

,*=m ¢,,(¢,) 

/Z=0 

d'ofi  l'on tire la formule 

- -  ~ I ,  ( i = 0 , 1 , . . . , r n )  

0 0 ( 5 )  
~',(5) 9 

t, = 0 a,,, + ' '/ ';, {. ~" ) 

( i=0 ,  ,,9, ..., m)  

dans laquelle le dernier coefficient am+ 1 sera 6gal g 7, coefficient de z 
dans le dernier d6nominateur Z. Ainsi pour routes les racines z ~ 0 ,  ~ ,  

. . . ,  ¢~ , le  ¢ , ( z )  o n  a u r a  

¢0(z )  . , 
¢:(~---7 - , , ,=m - '  

2:: = 
,,o J , ,+ ,  ¢'j,(~,) 

et comme, en vertu de (2) et (3), z = v annule la fonction ~l(z), on 
obtient la formule 

¢0(v)  
¢' ,(v) , ,=a 

E g~£1t+l ¢I~( " 1  
ls = 0 

t 
.a '2 f'2 

,~,/,,,(,,) + a . .¢ , (v)  + . . .  + "-me .... 1(") + re're(v) 

§ 8. I)ans le § I nous avons montr6 que les limites de la diff6- 

rence entre lmtegrale  

A c t a  m a t h e m a t i c a . . 1 ¢ 2 .  Imprimfi le 3 avril  1889. 3 9  
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et le r6sidu intdgral 

sont donn5es par 
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t q)o(v) et  i q)o(V) 
2 ¢',(v) 2 ¢', (v)" 

et l'on volt d'aprbs la valeur trouv6e de la fraction 

¢0(v) 
q)',(v) 

que le degr5 d'approximation avec laquelle le r~sidu int6gral 

donne la valeur de l'int6grale 

scra d6termin6 par la fraction 

. . . .  @,(~) 

V 

l i  

I ! (,o) 2 2 ~l 2 
~-,~,¢,o(,,) + ,~¢ , , ( v )  + . . .  + ,~m~,,,_,(v) + r¢,. ,(v) 

dana laquclle la quantit6 ~- seule ddpend des limites a ,  b des int6grales 
considdr6cs. Cette fraction augmente lorsque ~- diminue, et ellc diminue 
lorsque i" augmente. Comme la valeur de r qui est tonjours positive sera 
nulie pour a = - - c o ,  b-----cxv, et deviendra infinimcnt grande pour 
~bm(a)-----o ou era(b)----- o (§§ , et 6), on volt que la diffdrence entre 
l'int6grale 

v 

ff(x),lx 
ti 

et le rd.sidu intdgral 

~ Co(z) 
._  @,(z) 

tendra vers z~ro si a on b s'approche ind~finlment de la va|eur d'une 
racine de ('re(z) et si v n'est pas racine de cette fonction, ce qui eat 
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bien conformc aux r6sultats auxquels nous sommes arriv6s dans lc § 5. 
La l imite (Io) de cette diff6rence atteindra au contraire sa plus grande 
valeur pour a ----- ~ c-w, b = cx9 ct se r6duira pour ces valeurs des limites 
a ,  b '~ la fraction 

( , , )  
I I 

'2 '., f~ 2 a~¢0(o) + ,~:¢~(v) + . . .  + <z,, ~,,_~( v) 

I1 est facile de voir que la valour de cette fraction diminue lorsque le 
nombre m augmentc,  et qu'clle devicndra nulle, pour m = o,~, si la s6rie 

~,¢~(v) + :~¢7(,v) + ~:,¢:~(v) + .... 

cst divcrgcnte. Cette fraction d6pcnd 6videmnient  de v aussi, et par 
cons6qucnt, selon la wdeur  de v, lc r6s idu int6gral 

a•: ¢0(z) 
¢,(z) 

donnera la valour de l 'int6gralc 
v 

.(r(x)<lx 
avec une approximation plus ou moins grande. II cst cependant facile 
de montrer quc pour certaincs valeurs de v la valeur dc la fraction (I i), 
et par cons6quent aussi la valeur de la fraction (i o) dont cllc est la 
l imite sup6rieure, scra plus petite que 

b 
" 
- -  x d x .  
2 m  

it 

En effet, en d6signant par D la plus grande valeur du d6nominateur de 
la fraction ( ix)  pour a < v < b, nous trouvons l'in6galit6 

b b 

fE , ,PV~)  + ~,¢~(~) + . . .  + ~.¢~,._,(v)]r(v)dv < Dfr(~)u~, 

et comme d'apr6s les formules (9) le premier membre  de cette in6galit6 
se rdduit b~ m, on aura l'in6galit6 

b 

, ,~< D f f(~)dx 
a 
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ou bien 
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b 

' ' f r (  2-5 < ~ x)dx. 
a 

I 
On voit par lh que )-~ qui, eonform6ment k notre notation, repr6sente la 

plus petite valeur de la fraction ( I x ) p o u r  les valeurs de v comprises 
entre a et b, sera plus petite quc 

b 

I f  f(x)dx. 

Done, quelles que soient les limites a et b, la diff6renee entre l'int6grale 

f f(x)dx 
~t 

et le r6sidu int6gral 

• o°(o) 
a_~q),(z) 

ne peut pas surpasser la valeur de la fraction (I  l) 

I ! 

f2 2 z ~,¢0(~1 + .~¢~(v) + . . .  + a,,,¢,._,(~) 

ou bien de la fraction 

I 2 )  I I 

b a 

qu>on obtient en reniplaqant darts (I I) les coefficients a par leurs valeurs 
tir~es de (9). 

Les fonctions 
¢0( . , ) ,  ¢ , ( ~ ) ,  . . .  , ¢ . _ , ( ~ )  

sent d6termin~es, comme on a vu, ~ raide du d6veloppement de l'intdgrale 

b 

f f(x) dx 
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en fraction, continue de la forme 

I I ¢Z~Z 3 t- t~l 
.~z  + & - -  

Et comme la valeur de la fraction (52)ne change pas lorsqu'on multiplie 
les fonctions ~b par des facteurs constants quelconques, nous pouvons y 
prendre pour los fonctions 

¢ 0 ( z ) ,  • • • ,  

les fonctions que l'on obtient en d6veloppant l'int6grale 

b 

fz f ( 'X)  dx 
a 

en fraction continue de la forme 

PI 

, P ~  fl,, ,°3 ~z z + fl' ¢"z + 
a'"z +,8'"--  

les p 6tant des quantit6s constantes quclconques; car, le changement des 
quantit6s p l ,  p ~ , . . .  6quivaut, comme il cst facile de le voir, /~ l'intro- 
duction de facteurs constants dans ces fonctions. 

Nous venons de montrer comment on d6tcrmine les limitcs de la 
diff6rence entre l'int6grale 

et le rdsidu intdgral 

fr(x)dx 
a 

~ 4)o(z) 
.-~ ¢),(z) 

dans le cas oh l'on donne les 2m int6grales 

b b b 

f f( x )dx ,  f xf( x )dx ,  . . .  , f x ~''-1 f (x)dx  
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et si r on  sait que la fonction inconnue f ( x )  reste positive pour tes valeurs 
de x entre a et b. I1 est facile d'en d6duire les thnites de la diff6- 
rence entre ies int6grales 

v ~ 

f , f r (x)ex, 
t~ ct 

si ron  a les 6galit6s 

b b 

a t t  

O'ffi O, 1 ~ 2 ,  , . . ,  '.'~,n - -  1 ) 

et si la fonction f~(x) reste aussi positive pour les valeurs de x entre 
x ~ a ,  x - ~ - b .  En efl'et, dans ce cas on aura  les refines r6sidus int6- 
graux  et les m6mes limites des diff6rences entre les intdgrales c t l e s  rdsidus 
intdgraux,  ct par cons6quent la diff6rence entre les int6gralcs 

f f(x)d  e t  f f ( )dx 
t t  

ne pourra pas surpasser le double de la limite de la diff6rcnce entre 
chacune de ees int6grales et le r6sidu int6gral 

~ q~o(Z) 

Donc, si les 6galit6s (~3) ont lieu pour deux fonctions f (x)  et /~(x) qui 
restent positives pour les valeurs de x entre a et b, la diffdrence entre 
les int6grales 

/ f(  ) j ' r , ()  x d x ,  x dx  
et a 

ne pourra pas surpasser la valeur  de la fraction 

I 

(14) Ca(v) . ¢~(v) + + " ' 

b - I "  b " " "  

quelles que soient les limites a et b. 
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§ 9. C o m m e  exemple de 1'application de nos formules nous allons 
maintenant  considdrer le eas off l'on a 

qU 
a = ~ ~ ,  b = ~ ,  f ( z )  ~ / ~  . 

Dans ce cas, comme on v a l e  volt, la l imite sup6rieure d e  la fraction 
(r4) pourra dtre dSterminde quelle q u e  soit la valeur de v, et il en 
r6sulte un th6orSme qui peut  avoir des applications utiles dans la Thdorie 
des Probabillt6s. 

D'apr& les formules donn6es dana notre m6moire S u r  le ddveloppe- 

men t  des fonct ions  h uue  seule variable,  ~ dans lequel nous avons &udi6 le 
d6veloppement de l 'tnt6grale 

/¢k., 
. !  

en  f r a c t i o n  c o n t i n u e  e t  lea r 6 d u i t e s  

¢,0(~) ' ~',,(~) ' : , ( ~ ) '  " ' "  ' 

nous trouvons que, dana le caa que noua eonsid6rons maintenant, les 
fonctions 

4'~,(~), :~(~), 4'~(~),... 
pourront 6tr6 reprdsentdes par la formule 

q222 

d z  ~ 

et qu'on pourra les calculer successivement £ l'aide de la formule 

( i  5) ¢' ,(~) = - -  : ~ ¢ , - l ( ~ )  - -  ( ~ -  I ) q ~ ¢ , - ~ ( ~ )  

et l'5galit6 

~,0(Z) ~ I.  

I B u l l e t i n  de l 'Acad .  Imp. des S c i e n c e s  de St. P d t e r s b o u r g ,  T. I. I859 , 
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D'autre par t  nous  trouvons d'apr+s ce mdme m(~moire l a  formule 

b 

= 

pour le eas de 
q~ 

a = - -  c o ,  b ~ ,  f ( x )  q - - ~  

En vertu de cette formule la fraction (t4) qui de~termine les limites 
de la diff6rence entre les int6grales 

f f( )dx, f f (x)d  
a a 

se ram~ne pour le eas que nous examinons k la fraction 

! 
9 

¢~(v)  ¢~(v) + + ¢ ~ _ , ( v )  
+ ~:q-~ . . .  

x . 2 . 3 • - .  ( m  - -  I ) q  ~ = - - ' '  

dans laquelle les fonctions ~b(v) seront d6termin6es par (I5). 
Pour d6terminer la limite sup6rieure de cette fraction nous cher- 

cherons la limite inf6rieure de son d6nominateur 

En posant 

¢,'(v) #,~(,,) + + 
, + ,-7. q-~ " "  ! . 2 . . . ( m ,  - -  l ) q  ' 2 m - : t  

(16) ['(i + l) q'~' 

nous remarquons que ce d6nominateur est 6gal h, la somme 

I f m - - I  

t = O  

Pour trouver 1~ limite inf6rieure de cette somme nous allons d'abord 
d6terminer la fonction 8(t) d6finie par 

~(t)--- X ~'~t', 
I = O  

oli t d6signe une variable queleonque. 
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§ Io. Pour  ddterminer la fonction O(t) nous remarquons que d'apr~s 

(I5) on aura  

(~,(v) - - q  vlb~_l( ) - - q ~ ( i - -  i)¢~_~(v), 

¢,_1(v) - - q  v¢,_~( ) q~(i--  2)¢,_8(v), 

d'oh l 'on tire 

_ -  - -  ) q ¢~_~(v), 

et en 41iminant entre ees deux dquations le produit  ~4_l(V)~b,_2(v) nous 

trouvons la relation 

- -  )q ¢,-~( )] ( . ,~(v) - -q~(q2v2-- i  + ~)[¢,~_,(v) ( i - - I  ' : v 

- - ( i - -  , ) ( i - -  :)~q°¢,~_~(~) = o .  

Si maintenant  on y remplace les £onctions 

par leurs valeurs tir~es de (i 6), on aura l '6quation 

iT, ~ (q:v~ - i -~ i) Z '~  "a t- (q ~v~ - -  i -k- I ) Z - :  (i ~ :) T~,3 ---- o. 

Mult ipl ions  tons l e s  termes par t ~ et raisons la somme pour toutes les 
valeurs  de i, de i ~ o ~, i - - - -co ;  nous aurons alors l '6galit6 

i = o  - -  4_811 ~ O .  ~.iT,  t~-- ~=o(q2v~--i + I)T,  ~t'-t- 4~o(q'v~--i+ I)T,-~t'--4~,=o(i--:) T ' 

En remarquant  que d'aprSs ( i6)  on a 

I"-1 ---- T_~ = T_~ ---- o, 
nou8 trouvon8 

,=0Z(q2v:--i + i)T,_~t' ---- ,=,Z (q2v2--i  "k" x)T,_~t' = ,=0Z(q~v~--i)T't'+l ' 

,_~t = ~ (q~: ~ ) T,_~t' X (q~v ~ - i - -  ~ ) T,t'+' , E ( q ~ v 2 - - i  + I ) T  ' - - i  + :-  
~=0 = 4=0 

i~ov  ,=~o t=¢v 

Z ( i - -  2)T,_~t 4 = Z ( i - -  2) T4_st' --~ Z ( i  ~t_ ~)T4t,+. 
t=O ( ~ 3  4=0 

A~ta mathemat iea .  12. I m p r i m ~  le 5 av r i l  1889. 4 0  



314 P. Tehebycheff. 

en vertu de quoi ' . . . .  1 egahte pr6c6dente se ramene k l'6galit6 

2: iT, t ' - - -  ~o(q 'v '  - -  i) T,t  TM + 2: ( q ' v ' - - i - -  I) T,t ' + ' -  2: ( i +  i) T,t '+3= o; 
l = 0  "= i = 0  i = 0  

d'ofi l 'on d6duit 

(t + t - - t ~ - - t S ) ~ o i T ,  t '-I = [ q ' v ' - - ( q ' v '  - -  I)t  -~- t']i~oTiti. 

Comme d,apr~s notre notation on a 

2: T,t '  = O( t), " d'oh 
i = 0  

~=ov 

2 : i r ,  t '-~ = O'(t), 
i = 0  

eette 6galit6 se r6duit  ~ l '6quation diff6rentielle 

O'( t )  q ' v '  - -  ( q ' v '  - -  i ) t  + t ~ q ' v '  
O ( t ~ =  x + t - - t ' - - t '  --(I -dl- t) s + -  

t 

I - - t '  

qui, int6gr6e, donne 
q2v~t, 

o ( t )  - -  e /~ _t-----~. 

La constante d'int6gration 
fonction O(t) se r6duit  pour 
l 'on aura  

et par cons6quent 

(x7) 

C se trouve facilement en remarquant  que la 
t = o  k T O = ¢ ~ ( v ) =  I. De sorte que 

C --~- i ,  

q2v2t 

X T, t' = o ( t ) = - - .  
~ffio ~ I  - -  t 2 

trouvee de la somme § i i.  D'apr6s l 'expression ' 

t ~ a o  

2: T,t', 
t = 0  

oh t d6signe une quantit6 variable, la limite infdrieure de la somme 

t f f im--1  

2:T, 
i ~ O  



Sur les rdsidus intdgraux qui donnent des valeurs approchdes des intdgrales. 315 

pourra gtre d6termin6e b~ l 'aide des formules donn6es dans notre m6moire 
mentionn6 plus haut sur la reprdsentation des vale~trs limites I des int~grales 
par des rdsidus intggraux. Pour appliquer les formules, donn6es dans ce 
m6moire pour des int6grales, ~ la somme 

E Tit', 
' ,=0 

nous allons la pr6senter sous la fo rme  de l ' intdgrale 

f Y t ~ d x ,  
0 

en d6signant par Y une fonction de x qui s 'annule pour toutes les va- 
leurs de x qui ne sont pas dans le voisinage de x = o ,  I ,  2 , 3 , . . .  
et qui pour les valeurs de x infiniment voisines de x = o ,  i , 2 , 3 ,  - . .  
a des valeurs telles que les int6grales 

co 1 2 

f re , f Yd , f 
0 1 - - ~  2 - -eJ  

tendent respectivement vers les valeurs 

ro,r~,T~,... 

lorsque to tend vers z~ro. Pour une fonetion Y ainsi d6termin~e on 
aura 6videmment 

f Yt~dx = E T,t' = O(t). 
i = O  

0 

Comme la fonction Yt  ~ ne devient pas n6gative entre les limites o et 
c ~ ,  les valeurs limites de l ' int6grale 

f ~t~ dx , 
0 

d'apr6s les valeurs des trois int6grales 

f rt~ax, f x r t ,  dx, fx~rt~dx, 
0 0 0 

seront d6termin~es par les formules donn6es darts les §§ 5 et 7 de notre 
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m6moire mentionn6 plus haut. 
nous trouvons que pour 
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En faisant dans ces formules a = o ,  b----c~ 

f x 2 y t  ~ dz 
0 

V - -  
elo 

f ~ YV' dx 
0 

la limite inf6rieure de la valeur  de l 'int6grale 

V 

f Ytx dx 
0 

sera 

ao 

f Yl~ dx 
0 

f x 2 yt  ~ dx 
0 

En remarquant  que d'apr6s l '6galit6 

on aura 

f ~ Y r d ~  = te'(t), 
0 

f x'-Yrd~ = to'(t) + t'o"(t), 
0 

nous en d6duisons l 'in6galit6 

tO"(t) 
- - + 1  

o'f t O' ~( t ) 
Yt=dx > O(t) - -  O'(t) + tO"(t) 

0 

En prenant  ici pour t u n e  racine quelconque de l '6quation 

to"(t) 
( i 8 )  o'(t) + i = m - - ~ ,  
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nous  t rouvons  l ' indgalit6 

m - -  1 

f rt~dx > o(t) to"(t) 
o -~- O'(t) + tO"(t)" 

Cumme d'apr6s les propri6t6s de la fonetion Y on aura 

m ~ l  i = m - - 1  

f Ytxdz = ~o Titi' 
0 

l 'in6galit6 pr6c6dente se r6duit £ celle-ci: 

i = m - - l  

X T , t ' >  O ( t ) - -  tO'~(t) 
,=0 -~- O'(t) + tO"(t)' 

qui doit avoir lleu pour routes les valeurs de t satisfaisant £ (I8). 
en se bornant aux valeurs de t comprises entre 
que pour ces valeurs de t on aura 

i = m - - 1  i = m - - 1  

E T , >  X T,t', 
t = 0  i=0 

on devra avoir l 'in6galit6 

Donc, 
o et I e t  remarquant  

(~9) 
g ~ m - - 1  

X •, > o ( t ) -  to"(t) 
,=o o'(t) + to"(t)  

d'apr6s laquelle nous pouvons t rouver  une l imite inf6rieure de la somme 

i = m - - 1  

IF.T, 

an prenant  pour t une racine de ( i8)  comprise entre o et 1. 

§ 12. En por t an t  dans (i8) et (19) les valeurs de O(t) ,  8 ' ( t ) ,  O"(t) 
tlr6es de (I7), on trouve 

2t~(~--t)',, [ , - - t  ]~ 
(20) m - -  I =  

i ~ m - - 1  

(21 )  X T, > - -  
i = 0  

q~vO't 

01+  t 

2t + - -  

2t + (: - f)-------:~ : 'v '  
i + t  

( I - - t ) " , ,  [ I - - t  ]~" 
I + t  ~v + t  t + ~---+-~-q~v ' 
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La derni6re in6galit6 nous donne la limite inf6rleure de la somme 

i ~ m - - 1  

x r ,  
1 = 0  

en fonction de la racine t de (20) comprise entre o et x. I1 est facile 
de voir que pour m > i, comme nous le supposons toujours, l '6quation 
(2o) admettra  bien une racine entre o e t  i ; mais la d6termination exacte 
de cette racine est tr~s difficile. Comme il ne s 'agit ici que de trouver 

ra--1 
une quantit6 qui reste constamment plus petite que ~ T~, nous pouvons 

0 

y arriver sans r6soudre l '6quation (20). Pour  cela nous tirons de (20) 
la valeur de ~ /~- -  i e t  nous divisons par elle l ' in6galit6 (2 I), ce qui nous 
donne une in6galit6 qu'on peut  mettre sous la forme 

{ = m - - 1  

Z T, 
i=O > 

" I - - - t  , ~ \ ' +  (I - - t )  a 
t + 7--4-7 q v ) 2t + t +----yq'v' 

En remarquant  que la valeur  de t dans cette in6galit6 doit ~tre plus 
grande que z6ro et plus petite que l'unit6, nous trouvons 

e 1+~ ~ 17 

I - -  t q~v2 t + - v -  < + q'v', 

2 t + ( I - -  ' 

X ~ t q~v~ ~ 2  t q2v~, t+7 -  > t +  

t I 
< ~ ,  

I + t  



Stir les r6sidus int6graux qui donnent des valeurs approchges des int6grales. 

en vertu de quoi l ' in6galit6 pr6c6dente nous donne 
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i = m - - 1  

2: T, 
(2 2) ~-----7 

(q'v ' + I) -'~ 

t + - T - q v  ] 

Passant k la d6termination d'une limite inf6rieure de 

t +  * - - t  q~v ~ pour o < t <  i, 

nous remarquons que l '6quation (20) peut  s'6crire 

( / /~  - -  I ) (  I - -  t 2)  = t 2 + - -  

( I - - t )  8 , , 

2t+ -7,.Tqv 
(~ - -  t)t q~v2 + 

I - -  t q~V2 
~ + t ~ +- i - -4 - i  

Comme t e s t  comprise entre o et I, t o u s l e s  termes seront positifs et 
l'on aura 

( m - -  I ) ( I - - t  ~ ) > t  2, 

d'oh l 'on d6duit 

m ( x -  t ~) > i, 
ce qui donne 

I I 
I - - t >  > - - .  m(, + t) 2~ 

D'autre part,  en cherchant lea maxima des fonctious 

(I - -  t) t 2t dr" ( I S t )  ~2V 2 I  + t - -  

I + t  ' I - - t  
2Vt t + i + t q  

pour o < t < I, nous trouvons qu'i ls s 'obtiennent pour t----~/~7--i ,  t-----I 
et qu'ils sont respectivement 6gaux k 

3 ~ / 8 ,  2 ,  
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en vertu de quoi l '6quation pr6c6dente nous donne 

(m - -  ~)(~ - -  t ~) < t: + : + (3 - -  ¢ ~ ) q ~ ,  

d'ofi l 'on d6duit 

m ( ~  - -  t ~) < 3 + (3 - -  ~/8-)q 2v2, 

ce qui donne 

I - - t < [  
3 + (3 - -  ~/8)q%~ < 3 + (3 -q-8)q~v ~ 

t > i  3 + (3 - -  ~/8)q'~' 

Ainsi, nous trouvons que 

3 + (3 - ~/8)~'~' 
~b 

I 

et l 'on aura par cons6quent 

t + I - - t q 2 v 2  3 4 q~v ~ -~ > I - - - - ' J c  > I - - - -  

De sorte que l'in6galit6 (22), e n  y remplaTant 

t + I - - t q 2 v 2  par I 3 m - - 3  -~ ~ = - - - ~ -  

nous donnera 

i = m - - 1  

Z 
i = 0  _ _ >  

2 (m - -  3) s 

3~/3( - - 2 m + 3 ) ~ ( ~ %  ~+ i) ~ 

ou bien 
m--1 

Z T , >  
0 

2 ( ~ -  3 7 ~ / m -  x 

3~/3-( . -~ ' -  2,~ + 3)~(q,~, ~ + ~? 

3 



Sur les rdsidus intdgraux qui donnenl~ des valeurs approchdcs des intdgrales. 

En remarquant que, conform6ment  ~ netre notst ion,  on a, 

32I  

x-" ¢ .... , (v)  ¢ , (v)  ¢0(v) ZT,----Z.. ~ : ~ 7 . : ~ . q  ~ , =  = + - - - -  + ' ' "  + 
0 

nous en coneluons que la  fraction 

sera p|ns petite que 

m - - I  2 

¢, (v)  ~ q~' 
1 . 2 . 3 . . . , .  o 

3 43-(m ~ - - 2 m  + 3)~(q% * + t)' 

Comme d'apr6s le § 
des int6grales 

9 cette fraction donne les l imites de la diff6rence 

v 
v / ~  q~x2 

f ~ I & e - ~ "  dx 
- -  zc, 

si l'on a les 6galit6s 

f x'f(x)dx = q x'e ~ d x  ( i = 0 ,  1 , ~ , . . . , 2 m - - 1 )  

la fonetion fx(x) restant constamment  positive, et comme on a 

q v  
v 

q2 ¢~ 
22 {'&e-VX'dx_' f¢- d~, 

00 

q ~  [ ' q  . . . .  2 
I - - ~ x ~ e  2 d x  = 

d~/2~ 
- - o o  

t . 3 . 5 . . . ( i - -  ~) 
pour i pair, 

Qo 

~/2rr 

Aeta  ma themat t ea ,  12. Imprim~ l e  2~; a v r i l  1889.  

-----O pour i impair, 

41 
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nous  en ddduisons le th6or6me suivant:  

Th6or~me. 

Si la fonction f l ( x )  reste constamment positive et si l'on a 

ff,(x)ax I fxf( )d  O~ 

X ~ X ~'~ ~ X 3 X X ~ O~ 

c ~  o0  

[~X2m-°'f ( x ) d x  = I .  3 . 5 . . .  (2m - -  3) f _ J  . q2~-2 ' x~m--lfl(x)dx 
- - o o  

la valeur de l'intdgrale 

sera comwise entre les limites 

q_Z 

I f 3~ /3 (m' - -  2m + 3)~(q'v ~ + t) ~ 
q-~ e - ~ d x  - -  2 (m - 3) '  q m  - 

qt) 

/e ! - ~ d x  + 3~/3('m~-- 2m + 3)~(q~v ~ + i) 8 
qT: 2 ( ,n - -  3) '  ~/m - -  

pour routes les valeurs r~elles de v. 

-== O, 


