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SUR UNE GENERALISATION DE LA THEORIE DES FONCTIONS

D’UNE VARIABLE IMAGINAIRE
Ier Mémoire
PAR

VITO VOLTERRA

a PISE.

Introduction.

La représentation des fonctions de trois variables indépendantes par
les fonctions des points d'un espace & trois dimensions est d'un usage trés
répandu parmi les analystes. Mais les points ne sont pas les seuls élé-
ments géometriques de l'espace. Il y a aussi les lignes et les surfaces
et I'on peut, de la méme facon, faire correspondre a chaque point ou
& chaque ligne ou & chaque surface les valeurs d’une variable. On
obtient de la sorte des fonctions des points et aussi ce qu'on peut appeler
des fonctions des lignes et des fonctions des surfaces de T'espace. On n'a
appliqué jusqu'ici l'analyse qu'aux fonctions des points, mais il est bien
intéressant aussi d’étudier les fonctions des lignes et les fonctions des
surfaces. Ces fonctions se présentent dans plusieurs questions de physique.
Par exemple I'énergie d'un courant qui parcourt un fil métallique qui
peut se déplacer et se déformer dans un champ magnétique, est une
fonction d’une ligne. Elles peuvent se rattacher aussi a des questions
analytiques, par exemple on en trouve une application en généralisant
la théorie des fonctions envisagée du point de vue de DiricHLET® ou en

! Voir ure Note que jai publide: Rendiconti della Reale Accademia dei
Lincei, Vol. 3. (est en poursnivant ce but que jai été amené aux idées qui forment
Acta mathematica. 12. Imprimé le 19 février 1889, 30
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cherchant & étendre aux intégrales doubles la théorie Jacos-Haminron
sur le calcul des variations. A présent je me borne a montrer 1'usage
qu'on peut en faire dans la théorie des fonctions des variables imaginaires.

la base de ce mémoire. Je me permets done d’exposer en peu de mots le point de départ
de mes recherches sur la généralisation de la théorie des fonctions. D’apres la définjtion
de DIRICHLET, on dit qu'une variable est fouction d'unc autre variable, si & chaque valeur
de cette quantité, entre des limites données, correspond une valeur de la premidre quan-
tité. On est amené bien naturellement 3 cette définition, qui est indépendante de tout
rapport analytique entre les wvariables, en considérant des phénomdnes ol il y a deux
quantités qui changent sjmultanément de telle fagon que les valeurs de l'une dépendent
de celles de Dautre.

En se placant & un tel point de vue on ecst conduit aisément d généraliser 1'idée
de fonction parce que dans plusieurs questions de physique et d’analyse ou trouve des
quantités qui dépendent de toules les valewrs d’'une fonction ordinaire ou de plusieurs fonc-
tions ordinaires tout & fait arbitraires. Par exemple la température dans un point d’une
lame, qui est chauffée au bord, dépend de toutes les valeurs de la température aun bord
de la lame. Les fonctions des lignes offrent un autre exemple d’une telle dépendance.
Il est bien clair que, lorsque on parle d'une quantité qui dépend de toutes les valeurs
d’une ou de plusicurs variables, on entcnd quelque chose de bien différent d’une fonetion
de fonetion.

J'ai taché d'étudier la dépendance dont je viens de parler. En général on ne sait
pas si, en partant de la fonction, on peut parvenir, par des procédés analytiques, & la
quantité qui en dépend. Pourtant, sous certaines conditions, qui sont tout & fait semblables
aux conditions nécessaires pour le développement en série de TAYLOR, on peut parvenir
A généraliser cette série au cas que nous considérons, Par exemple, bornons-nous au cas
le plus simple, c'est & dire d'une quantité y qui dépend de toutes les valeurs d'une fone-
tion f(x), définie pour les valeurs de x comprises entre les limites @, b. Sous certaines
conditions on peut donner pour y 'expression analytique

b b
y =y, + [1)8(8)a + 2 [ [0, , ) dtdl,

b b b
I

T S [ [RIFEI )8 o 1, ) At dt L, + ..

a a a

-

od ¥, est une constante et les fonctions &,(f, , f,,,.., {,) sont des fonctions symétriques
des variables ¢ ,¢,,..., ..

La série qu'on vient d'écrire n'est autre chose que la généralisation de la série
de TAYLOR.
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Dans la théorie des fonctions d’une variable imaginaire, on suppose,
en quelque sorte, que les valeurs des variables imaginaires sont étendues
sur une surface, avec la condition que les rapports différentiels des va-
riables ne dépendent que des points de la surface. (’est ainsi qu'on
peut exprimer la condition de monogénéité établie par CavcHyY et que
la théorie des variables imaginaires peut se rattacher a I'étude des pa-
ramétres différenticls et & I'étude des éléments caractéristiques.

Est-ce qu’on peut généraliser cette théorie en se rapportant & un
espace & trois dimensions? Voila le probléme que je me suis proposé.

On peut résoudre la question, mais pour l'aborder il faut recourir
a ce que je viens d'appeler les fonctions d’une ligne. En effet on ob-
tient la généralisation en faisant correspondre a chaque ligne fermée de
I'espace les valeurs de deux variables imaginaires liées entre elles par
une condition différentielle tout a fait semblable & la condition de mo-
nogénéité de la théorie ordinaire.

Dans le mémoire qui va suivre je me suis borné a étendre la théorie
aux espaces a trois dimensions, mais on peut aller plus loin dans la gé-
néralisation. La théorie des hyperespaces est ‘depuis longtemps connue
et beaucoup de mathématiciens sont & présent familiarisés avec les mots
empruntés a la géométrie des espaces a n dimensions qui peuvent re-
présenter d’'une maniére claire et frappante des propriétés analytiques.
Cette considération m’a poussé & aborder méme la théorie générale pour
les hyperespaces dans un mémoire que je publierai plus tard. En se
posant a un tel point de vue, les fonctions des lignes ne suffisent pas.
Il faut recourir a une notion moins simple, c’est & dire aux fonctions
des hyperespaces. ,

A quelle théorie connue va se rattacher la généralisation dont je
viens de parler?

Il est bien aisé de montrer qu'clle se rattache a la théorie des fone-
tions de plusieurs variables imaginaires. Il 'y a presque une année
M. PoiNcARE a publié dans ce journal un trés beau mémoire sur la gé-
néralisation du théoréme de CaucHY pour les fonctions de deux variables
imaginaires. Je vais montrer comment le remarquable théoréme de
M. PoiNcarfk fait ressortir, tout de suite, une liaison entre la théorie que
je me propose d'exposer et la théorie des fonctions de deux variables
imaginaires. '
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Soit donnée une fonction de la variable z = x 4 \/— 1y continue
et uniforme dans une aire limitée par un scul contour. On déduit du
théoréme de CaucHy que l'intégrale d’une telle fonction prise entre des
limites imaginaires dépend des limites seulement. On obtient done, par
l'intégration d’une fonction des points du plan complexe, mne nouvelle
fonction des points. Est-ce la méme chose pour les intégrales doubles?

M. Porxcarf, en généralisant le théoréme de Cauchy, & démontré
que lintégrale d'une fonction uniforme de deux variables imaginaires
prise sur une surface fermée est nulle, si I'on peut déformer et réduire
la surface & un point sans rencontrer de singularités. On peut déduire
de la que, si la surface d'intégration n'est pas fermée, l'intégrale dépend
des lignes qui forment le contour de la surface. Donc on voit que
Vintégration des fonctions de deux variables conduit aux fonctions des
lignes. Les fonctions des lignes que j’ai étudiées, correspondent a tous
les cas qui se présentent dans les intégrales doubles prises de la ma-
niére indiquée par M. Poincari. Puisque ces fonctions des lignes dé-
pendent seulement du bord de la surface d’intégration, jai donné leur
expression analytique par des éléments qui dépendent seulement du bord,
cest & dire jai montré qu'elles peuvent s'exprimer par des intégrales
simples étendues da la ligne qui forme le bord.

Il est bien aisé de voir que la généralisation de la théoric des
intégrales abéliennes aux intégrales doubles, est une question liée aux
principes fondamentaux que je vais exposer dans ce qui suit.

J'ai consacré le 1° chapitre du Mémoire 4 la théorie des fonctions
des lignes. Le 2° chapitre est partagé en cing articles. Dans le 1
article, aprés avoir établi la généralisation de la condition de monogénéité
pour les fonctions des lignes, je trouve une relation différentielle analogue
a A, =o. Dans le 3° et 6° article, en étudiant cette relation jessaie
une théorie des propriétés caractéristiques des fonctions des lignes. Enfin
‘le 5° article contient la théorie des opérations différentielles.

Dans ce mémoire je n'ai pas abordé le cas d’un espace fermé d’une
connexion multiple ni la généralisation du théoréme d’ABEL qui en suit.
Je remplirai cette lacune dans un autre mémoire.
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Chapitre I.

Les fonctions des lignes.

Article 1,

1. Nous commencerons par quelques études générales sur les fonc-
tions des lignes dans un espace & trois dimensions. Je me bornerai a
considérer des lignes fermées qui n'ont pas de noeuds. Je ferai I'hypo-
thése que les coordonnées z,y, 2 des points de chaque ligne soient des
fonctions continues de larc s de la courbe.

A chaque ligne L parcourue dans une direction donnée, correspondra
la valeur d’une variable @. On doit supposer qu'en géneral en changeant
la direction de la ligne, méme sans la déplacer, la valeur correspondante
de la variable @ change aussi. Je désignerai cette correspondance par

le symbole
0~ 0| L},

On va trouver des variables ¥ dont les valeurs ne dépendent pas seule-
ment des lignes L, mais aussi de la position d'un point variable 4
pris sur la ligne. On désignera une telle fonction par

v = L, 4).

Si la position du point est définie par la longueur s de l'arc compris
entre le point variable et un point fixé sur L, on écrira aussi

v = ¥|L, s

2. Comment peut-on étendre aux fonctions des lignes les définitions
de continuité et de dérivation?

C'est en poursuivant ce but, que je vais définir le domaine d’une ligne.

Une ligne fermée, enchainée a L, en se déplacant le long de I
jusqua revenir dans sa premiére position, décrit une surface tubulaire.
Le volume S compris dans une telle surface est ce que jappelle un do-
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maine de L. Toute ligne, comme L, qui parcourt le tube § dans le
sens longitudinal est une ligne longitudinale de S.' Je dirai que. @|[L]|
est continue si, quelque petite que soit la quantité e, on peut toujours
déterminer un domaine § de L, tel que, pour toute ligne longitudinale
L de S, on ait

mod | @|[L'])| — ¢||L]|| < =.

Pour ce qui va suivre la condition de continuité, telle qu'on vient de la
poser, n'est pas suffisante. Soient o, , o,, 6, les aires comprises entre les
projections des deux courbes sur les plans coordonnés, ¢ = o7 + 4 + a:-
I1 faut supposer que le rapport

mod | @|[L']| — @|[L]||

[

ne surpasse jamais une limite finie M.

Lorsque on a affaire &4 une fonction @|[L,s], il y aura a con-
sidérer la continuité par rapport &4 la variable s, c'est a dire en laissant
fixe la courbe L et supposant que le point 4 se déplace. Mais il faudra
examiner aussi la condition de continuité lorsque on change 4 et L a
la fois. Si 4 est un point situé a lintérieur d'un champ I’ & trois di-
mensions, nous appellerons 7' un domaine de 4. Nous dirons qu'il y a
continuité, si, quelque petite que soit ¢, on peut toujours déterminer un
domaine § de I et un domaine S de 4, tels que, pour toute ligne
longitudinale L’ de S et pour chaque point 4’ de L’ situé a lintéricur
de § on ait

mod | @|[L’, 4’} — O|[L, 4| < «.

3. Passons maintenant & la dérivation. Faisons passer par chaque
point d'un ar¢c ! = AB de L un segment de longucur 4z, paralléle a
l'axe #. Le lieu des extrémités de ces segments est un arc CD. Soit

O+ 4,0

! Voila ce que j'entends par une ligne fermée qui parcourt le tube S dans le seus
longitudinal. Soit ¢ upe section transversale du tube. Déplagons & de sorte qu'elle vienue
cngendrer le tube S, et supposons que dans le méme temps un point A, pris dans l'aire
a, se déplace jusqu'd revenir dans sa position initiale. Nous dirons que la ligne décrite
par 4 est une ligne qui parcourt le tube dans le sens longitudinal.
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la valeur de la fonction qui correspond & la ligne qu'on déduit de L
en remplagant 'arc AB par la ligne ACDB formée des droites AC, BD
et de I'arc CD. Supposons que 4z et ! tendent vers zéro en laissant 4
fixe et que

4.0
(I) de . L

tende vers une limite X. On appellera une telle limite la dérivée de
@ par rapport ¢ x. Nous supposerons que cette limite ne dépende pas
du c6té de B par rapport 4 A4 ni de la maniére dont dr et I tendent
vers zéro. Nous ferons encore I'hypothése que, quelque petite que soit
7, on peut déterminer une quantité , telle que pour toute ligne L et
pour tout point 4 Ton ait

4.0
mod l Am.l_X' <7
pour toutes les valeurs de dx et de I comprises entre — w ct . En

un mot nous supposerons que le rapport (1) tend vers la limite X avec
uniformité. |

Il est clair que la limite X dépendra en général de la ligne L et
du point 4. Nous la désignerons par |

g 0.|[L, 5.
On trouvera de méme les dérivées de @ par rapport a y et par rapport
a z qu'on désignera par
oL, 5], oL,
Nous supposons les trois dérivées continues.

4. Soit £(s) une fonction continue. Déplagons chaque point d’une
ligne L parallélement a 'axe x d'une quantité

)

or = e&(s).
On trouvera une ligne L’. Nous allons chercher

i QL — O]
e=0 £
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Partageons la ligne L en 2n parties b,k , b, k,,..., k., k, de sorte
que tout intervalle h, = @,b, soit compris entre les intervalles k,_,, k.
Posons

n

2k, =
1
Soit s; la longueur de l'arc compris entre les points a;a, compté

dans la direction (a,a,,,...a). Par chaque point de l'arc %, conduisons
un segment de longuecur e%(s;) paralléle & laxe x. On trouvera un arc
h; = a;b;. Remplagons les arcs h, (i = 1, 2,...,p) par les lignes for-
mées des droites «aa;, b,b; et de l'arc k. On aura une ligne L,. Il
est clair qu'on peut écrire

n

9|[L,]| — O L] = T([L,]| — || L,..]}

ou L, signifie L.
Mais

OIL) — O Zpa])| = e &(s O Ly s 55| + 70l

Il suffit de prendre ¢ <%, h, < w, N étant le maximum de &(s), pour

N’
que

mod %, < 7.
On aura aussi

o,

[LP—I ’ Sp]l = ¢;HL ) Sr]l + %,

et, en prenant o suffisamment petit, en vertu de la continuité de la dé-
rivée, on aura

mod z, < 7.
Par la condition qu'on a posée aprés la continuité de @ (§ 2) on peut
écrire

mod | o[ L] — 0] L,}|| < M{osN + =4,D,)

en désignant par D, Voscillation de la fonction &(s) dans Vintervalle ,.
On en déduit

lim 212 = [&s) 0L, s)ds.

e=0
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De méme si on donne a chaque point de L un déplacement

Oy = ex(s)

parallélement & P'axe y, en passant de la courbe Z a la courbe L” on

trouvera

lim L= 2UEL . 1),

(L, s)|ds.

Enfin, en supposant que par des déplacements ¢z == ¢{(s) paralléles &
Yaxe # on obtient la courbe L"’, nous pouvons écrire
lim 2IL7] = @|[L]| _ Jes)
L

g=0 €

[L, s||ds.

5. Supposons maintenant que les déplacements des points de L
aient pour composantes dans les directions des trois axes

or = &&(s), oy = e (s), 0z = €{(s)

et qu'on trouve d'une telle facon une courbe L"™. On peut démontrer
bien aisément que

lim 2L = QULN _ (g + 0y + 0,¢)ds.

=0 & 7

Le résultat que nous venons de trouver peut s'énoncer aussi de la ma-
niére suivante.

Soit
(A) 20 = [(0,00 + B0y + P.03)ds,
la quantité ’
00 —{0|[L"]| — &|[L]]}
est un infiniment petit d'ordre supérieur & e.

C'est pourquoi on appelera 6@ la variation de @. ‘
6. Nous allons chercher maintenant a quelles conditions doivent
satisfaire les trois dérivées @), @, @,.

Acta mathematica. 12. Imprimé le 27 février 1889, 31
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Si par le déplacement infiniment petit des points de la ligne L cette
ligne ne change pas, on aura ¢ = o. En posant

dz

ds
ds °

or = A—gds, oy = )‘%ds, oz = A
on aura done, pour une valeur arbitraire de A
— ’ dm ’ dy ’ dz\>
o _f<<1)%+ O+ 0.5 ) ads.
L

On tirera de la

, de , dy ,dz
‘ngjé' + (py% -+ (l)z(—l-s = O,

c'est a dire, si ¢ est la tangente de I,

da dy _ __da
a = costr = -, /3=costp/——a;, 7= costs = =,
on aura
(2) Da + 0,8+ .y = o.

[Jégalité qu’on vient de trouver n’est pas la seule condition a laquelle
les trois dérivées doivent satisfaire, mais c’est la seule dont nous nous
servirons dans le cours du mémoire. Il est bien intéressant de déter-
miner d'autres propriétés des dérivées par exemple celles qu'on trouve
en introduisant les dérivées d’ordre supérieur.’

Article 2.
1. L’égalité (2) de larticle 1°* permet de poser les équations
, ¥, = rB — fC,
1 &, =0aC—yd,
l ®, = fA— oB.

' Voir la Note citée et l'autre: Sopra le funzioni dipendenti da ILinee. Rendi-

conti della R. Accademia dei Lincei, Vol. 3.
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Les inconnues 4, B, C ne sont pas déterminées par les égalités (3). Si
4., B,, C, vérifient ces équations, les solutions générales sont

A=A, +k, B=DB +k3, C=C, + #k,

k étant une quantité arbitraire.
D’aprés les égalités (3) on pourra remplacer (A) par

(AY 60 = f (A(foz — yoy) + Brox — ads) + Clady — fow))ds.

Y )

2. Par le déplacement (0z,dy, 02) V'arc ds décrit un parallélo-
gramme infiniment petit.

Supposons qu'un point- en parcoure le périmétre de sorte qu'il se
déplace sur ds dans la direction positive. Soit dg l'aire du parallélo-
gramme. Si l'on conduit la normale # au parallélogramme en prenant
pour direction positive celle d’'un observateur qui voit le point mobile
se déplacer dans le sens des aiguilles d’'une montre, on aura

(Boz — yoy)ds = cosnx.do,
(rox — adz)ds = cosny . do,

(ady — Pow)ds = cosnz.do.

Examinons maintenant la bande infiniment petite ¢ décrite de la ligne
L par le déplacement. % en sera la normale et do la différentielle de
l'aire. On aura donc

(4) o =f(/1 co8 N + Bcosny + Ccosnz)do.

[

3. Soient L, et L, deux courbes. Si on déplace L, jusqu'a ce
gqu'elle vienne coincider avec L,, méme en direction, L, décrira une
surface Y. J'appelle cette opération mener une surface par L, et L,.

En suivant L, dans son mouvement, on peut déterminer pour tout
point de la surface 3 des valeurs pour 4, B, C. On peut supposer
que le déplacement total soit résultant de déplacements infiniment petits.



244 Vito Volterra.

Appliquant & chaque déplacement infiniment petit la formule (4), on
trouvera

(5) O L) — o|[L,)| ——[(A cos nx + B cosny + C cosnz)dl.

P

Article 3.

1. Il faut maintenant distinguer deux cas qui se présentent dans
I'étude des fonctions des lignes. Soient L, et L, deux lignes qui ont
un arc ! commun. Si on doit parcourir / en directions contraires en
supposant qu’il appartienne aux deux ‘lignes, on pourra retrancher I et
obtenir une courbe L, dont la direction méme sera déterminée. On écrira

L, =1L, + L,
Le premier cas se présentera si 1'égalité
(6) OL) = O[LL] + @[ Z,]

est toujours réalisée. J'appelle dans un tel cas @ une fonction du 1° degré.
Le deuxiéme cas se présentera si 'égalité (6) n’est pas toujours vé-
rifiée. Nous allons borner nos recherches aux fonctions du 1°" degré.
Supposons que deux lignes L, et L, se coupent dans un point M.
Soient ds, , ds, les éléments linéaires des deux lignes en M. Posons

oML, M| =X,  OL,M|=Y, O[L,M] =2,
0L, M)|=X,, @L,M)|=7Y, @[L,, M| =7,
cos (ds, , 2) = a,, cos (ds, , y) = f3, cos (ds, , 2) = ri,
cos (ds, , x) = a,, cos (ds, , ¥) = f,, cos (ds,, 2) = 7,.

On donne & tout point de I'arc ds, un déplacement ds,. Nous nous pro-
posons de chercher quelle est la variation de @. Si on appelle cette
variation ¢,,@, on aura

0,0 = <X a, + 1ﬂ2 =+ Z172>d32d81'
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De méme la variation de @ correspondante au déplacement ds, des points
de l'arc ds, sera donnée par ‘

6214) = (X2°‘1 + Ygﬂl -+ Z2)’])d81(l.92.

Je nomme A le contour du parallélogramme dont les cotés sont ds, et ds,.
Si @ est du 1°" degré, on aura

\ — 0,0 =0,0= (DHA”
d’on
(7) o= Xa, + Y3 + 2, + X,a, + Yﬁﬂl + Zﬁ’l'

Mais on peut écrire

X, = TlBl _ﬂlcl’ Y, = alol _71‘41’ Z, = /’71‘41 —a, B,

1 1
Xz = rzBe _ﬁ202’ Y, = aacg — rzAz’ Z, = ﬂ2A2 - aaBﬁ'

2 2

Par suite 1'égalite (7) pourra s’écrire

(8) 0 = (4, — A,)(fi1, — fory) + (B, — B,)(n% — 1)
. + (6 — Cafy — o)

(8) (4, — 4,) cosnr + (B, — B,) cosny + (C, — C,) cosnz = o,
n étant la normale aux lignes L,, L, en M.

2. Cela posé, prenons trois lignes L,, L,, L, qui se coupent en M,
dont les tangentes en M sont paralleles aux axes coordonnées. On aura

oL, M]|=¢C,,  @|L,, M||=—B,,
oL, M]| = 4,, &L, M) =—C,
O.(L., M) =B, L, M]=—4..

L'égalité (8’) appliquée aux couples de lignes (L,, L)), (L,, L,), (L,, L,)
donne
4, = 4,, B, = B,, C, =C,.
Nous posons
Az/=Az=p9 B, =B, =g, C,=0C,=r.

¥
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Soit L une ligne arbitraire qui passe par M. Supposons réalisées les
égalités (3) et posons

cos (L, ®) = a, cos (L, y) = j, cos (L, 2)=7y.
En appliquant I'égalité (8') aux couples de lignes (L, L,), (L, L,), (L, L,),
il est bien clair qu'on trouve
(B—qr—(C—np=o,
(€ —ra—(d—p)y
(A— p)f— (B—g)a

0,

I

o,
d’'on : .
p=A4+ ka, q = B+ k3, r=C+4 k.

Nous pouvons donc remplacer 4, B, C par p,q,r dans les équations
(3). On en déduit le théoréme:

Soit @ une fonction du 1% degré des lignes, on peut déterminer pouwr
tout point M de I'espace trois quantités p, q, r telles que les conditions

G [L, M) = qr — 13,
WL, M| = ra—pr,
OL, M| = pf—qa

soient remplies pour toute ligne qui passe par M.
3. Par deux lignes L,, I,, menons une surface Y. On tire de

‘égalité (5)

(B) O\ L,]| — &||L,]| =f(p cosnx + g cosny -+ 1 cosnz)dl.

Si Z, en décroissant indéfiniment tend vers un point, on aura
lim @|[L,]|=o,

d’ou

(B") @{Lg]l :f(p cosnx + q cosny + r cosnz)dy.
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Dans un tel cas L, est le contour de la surface X¥. Pour déterminer
la direction positive de »n par rapport & L, imaginons, comme on fait
en électrodynamique, L, personnifié par une poupée qui regarde la surface.
n ira de la droite & la gauche. Supposons de nouveau que la surface

2 en décroissant tende vers un point M. On aura

. L
Lim (p’[‘, | = P COSNL + ¢ cosny -+ v cosne,

L

en prenant les valeurs p, g, » qui correspondent au point M. On appellera

limw la dérivée de @ par rapport ¢ X et on la représentera par

P

(l@ I4 * . r_* ’ ’ r
. Il est évident que le signe dont la dérivée est affectée n’est dé-
P
terminé que lorsque on connait la direction positive de la normale & la
surface Y. Prenons la dérivée de @ par rapport & une surface X nor-

male &4 l'axe « en M; on aura

De méme si 3 et X, sont des surfaces normales aux axes y et 2, on

aura
dd

== q — 7.
N ’ v
d‘l d.’-‘a

Cest pourquoi on peut désigner p, g, par

do do d@
d(y,2) " dz, )’ dle,y)’

et on peut les appeler les dérivées de @ par rapport aux plans coordonnés.
4. A quelles conditions doivent satisfaire les trois dérivées p,q,r?
Conduisons une surface ¢ limitée par un contour L. On aura

O L|| :f(p cosnw -+ q cosny -+ r cosng)de.

L2

Si Pon fait diminuer L jusqu'a devenir un point, ¢ devient une surface
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fermée. D'ailleurs @|[Lli tend vers zéro. On aura donc, si o est une
surface fermée

f(p cosnx + g cosny -+ ¥ cosng)de = o.

[

Soit S le volume limité par o, on aura par une transformation bien
connue,

f(p cosnx 4 q cosny + 1 cosng)de = _-tf@—g +§§+§—:>d8

7 8

et en conséquence
3p aq o
© o Ty T5=0

Réciproquement il est bien clair que si 'on suppose I'égalité (C) réalisée
par p,q,7, on peut trouver, dans toute portion de l'espace limitée par
un seul contour ou p, g, r n'ont pas de singularités, une fonction de 1°*
degré dont p, q,r sont les dérivées prises par rapport aux plans coor-
données.

Par les symboles introduits dans cet article on peut donc écrire

, 2 a0 3 a0 | 3 do
(©) %0y, 7 T HaE,H T EdE, - °

Article 4.
1. Proposons-nous la question de la transformation des dérivées

a0 i i
d(y,2 ’ d(z,2) ’ d(z,y)

par le changement des coordonnées.
Supposons que, par les équations

x=x(5,77,4’), ?/=?/(5;77,:), '3:3(67777:)

on établisse une correspondance continue et univoque entre deux espaces
limités ou illimités. A chaque ligne L du premier espace (z,y, 2)
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correspond une ligne A dans lautre (£, 7, {).
y, z) correspond une fonction
Il faut chercher les relations

O|[L])l de 1™ degré dans lespace (v,
®[A)] de 1° degré dans l'autre (£, %, ).
qui ont lieu entre

_ae a0
P=aw,s 1T ae, e
et
d@m dad dd
Ay, 0" dZ, 8" dE,
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Par suite a une fonction

(l_¢
d(z,y)

A cet effet prenons une surface S limitée par L et la surface corres-

pondante Y dans l'autre espace qui sera limitée par A.
les points de la surface par deux parameétres u, v.

Individualisons
On aura

(L] ::f[p cos (nz) -+ g cos (ny) + » cos (n2)]dS.

Posons !

K 9" % % l o ?Z”_‘
d(y’z)zila ’ | d(Z,w)z on ' v d(%»?/)z du ' o
du, v) 9z oz 1‘. d(n, v) 3{3 x ’ din, v) dy dy

5;1,’81;] ou ' v an o
On trouvera
Ay, 2) d(z, ) CICR y)] :
@\ L] ”[{ Y o Rl o e M T )[d"d”'
Soit
d(y , 2) d(z ) A, y)
=P, 0T 3G, T G, o
_ ay, z) d(z ., x) d(z, q)
r=rye s tiar st rac s
a(y , 2) d(z, w) A,y
r=ragy tlaE T ey

! Dans ce mémoire nous représepterons toujours le déterminant fonctionel des va-

riables ¢, , ¢,, ..., ¢, par rapport & z, , z,,

Acta mathematica. 12, Imprimé le 28 février 1889,

., &, par

d(scl’wﬁ’ ---:San)
Az, 2y, ..., )
32
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L’équation (B’) peut sécrire

(D[L!——-f

. d(y, g) tl(\,:) di&, 77)
d(n 'u) d(u L) T d(u du dv.

Mais on a

L) = of4];

par suite, si v est normale a ¥, on aura

o|[A) /{w cos (vE) + y cos(vy) + p cos (W{)}dZ,

4ol
dd L d@ ao

CTEL . ATACy P T ARy

Voila donc les relations qu’on cherchait:

ao dd d(y,s + dd d(z,x) + dd d=,y)
d(y, C’) d(u z)d(n,{) d(z,x)d(n,{) d(w,y)d(y,(}’
(D) | do dd dy,z) d® d(z,=) d0 dx,y)

IC.0 g, 98 T i, »naC. o T de,pac, o’

do _ ad d(y, =) dd d(z, =) do d(z,y)
dE ) dly,2dE,y " dE,2)dE,p | d@,y)dE,

Article 5.

1. On sait qu'en posant

do do do

—_— y =

Ty, 1T TG,y

on a
op 9q or
ox + Yy + oz

Il sera donc possible de trouver deux fonctions A, g par les conditions

i d(A, ) a(d,p) d(d, p)
(9) d(y,z)—.p’ d(z, =) 7 d@,y)
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A cet effet il suffit d'employer la méthode donnée par Jacosr dans la
théorie du multiplicatewr: On prend p de sorte que

ou o
P+ g2

op
Tarrf=o0
ax ' Toy + ’

9%

et puis

b= [ -

2
<az

I étant une fonction arbitraire. (Voir Jacosr, Vorlesungen iber Dynamik,
Gesammelte Werke, Supplementband, page 78). Si on prend des
variables &, », { au lieu de z,y, 2, on trouvera

(pdy — qdz) + F(p),

A, _ G, paly,a) | A, mde, v | dh, md.y) _ -
diy, ) dly,2d(5,0 " diz,2)d(,0 " d=,y)d@. 0

De méme
dd,pm) do d(d,pm do

aC, 5= LTacsn  dE.y PTaAE Ty

On en déduit que les relations entre 2, p et les dérivées de @ ne
changent pas par un changement de variables.

2. Sur une surface o prenons les coordonnées curvilignes u, v.
Soit ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv® le carré de I'élément linéaire. On
aura

I A (A, pm)

i _ COSNT + q cosny -+ ¥ cosng = ——
do =P v q Y c \/EG__F—‘td(u,v)'

Lo . a0
Il est évident que sur une surface ou A = const. on a o= == 0.

3. Posons
? N7 ou
Afza,, A“—!—:—-:b, Ai:c,
ox oy oz
on aura
2 ob 0  °c b da ,

Ay o D w  aw D o 9y



252 Vito Volterra.
Soit L le contour d’'une surfuce o, on peut écrire

o [Lj =f(p cosnx -+ q cosny + » cosnz)do,

T

d’ou, par le théoréme de STOKES

(E) L] = [(ads + bdy + edz) = [dp.

.
L

Chapitre II.

Liaison d’isogénéité.

Article 1.

1. Pour généraliser la théorie ordinaire des fonctions monogénes aux
espaces & trois dimensions, supposons que nous ayons deux variables ima-
ginaires qui soient des fonctions de 1° dégré des lignes de I'espace. Nous
allons établir une condition tout & fait scmnblable a la condition de mono-
généité. A cet effet soient F et @ les valeurs des deux fonctions corres-
pondantes a une ligne L. Déformons un arc 4B de L et désignons par
AF et 40 les variations de F et de @. Si en diminuant indéfiniment la

3

déformation et la distance entre B et le point fixe A4, le rapport jz

tend vers une limite qui dépend seulement du point 4, on dira que les
deux variables ont une liaison d’isogénéité, ou qu’elles sont isogénes.

Il est bien clair que si @ et ¥ ont une liaison d’isogénéité avec
F, ® et ¥ sont isogénes.

2. Il faut chercher maintenant les propriétés qu'on peut déduire
de la définition qu'on a posée.

Les relations qu'on va trouver sont tout & fait semblables a celles
qu'on a dans le cas de deux variables imaginaires liées par la condition
ordinaire de monogénéité. On trouvera méme une relation différentielle
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qui est analogue a l'équation différentielle A, = o. Je vais rappeler en
peu de mots la méthode qu'on peut suivre dans le cas ordinaire, pour
trouver ces relations, pour en montrer l'analogie avec la marche que
je suivrai dans le cas des fonctions des lignes.

Soient f et ¢ deux variables imaginaires fonctions des points d’une
surface. On supposera les points de cette surface rapportés & des coor-
données curvilignes et ». Décomposons f et ¢ dans leurs parties réelles
et imaginaires. On aura

f:“lll +'¢fp ¢ =¢ +t¢2

Posons .
o, . oy af,
Do w1 Pl £1 w oI
o, ~ o, . %0, - %,
w =P A 5 T O 5 Tl

En prenant *les dérivées de f et de ¢ dans une direction quelconque s
on aura

2 .\ ou L
5{;—‘: (pl + 7'1’2)“9; T (ql + 197)5;’

cl - ..oy U .\ dv
5= (@, +id,) -+ (1, +iza)3; -
Si maintenant ¢ est une fonction monogéne de f, le rapport
. ..o o , ov

2 ?_f.__ (@, + 7’“’-:)’5; + (4 + 7‘[3)5;

3 "9

.o ou . oV
(px + zpz)'a_; + (q: + i’Qs)s—s
doit étre indépendant de la direction s. On en déduit

@, + i@, _nt iz,.
potip, g+,

On tire de la par des calculs bien simples

& = (p; + PE)/; — (P9 + P22 @, ,

(2’) ) ? Psqy — P9,
lzzb_@+@@*W%+ﬂwﬁ

? plql ""'qu,



254 Vito Volterra.

En posant pour abréger
(3) [PZ + p = Ey, P+ Page = By, n+ ¢ = Ey,

D9, — P9 = 1)7

on aura
’ &, — EllZl — Eli(‘z'l
2 D !
(A1) - o
l — _Enwx ”—Enll
X = D ‘
De’ méme on trouve
l (bl — Elaaw ; EuZ‘t ,
(A .
| = — ot =
H = ‘ D :

Les quantités @, , y, satisfont & la condition

W, ¥y, __ .
v aw o3
c'est pourquoi on aura
M ? "Eu‘?)x - Emln] 9 "EIIZI - En(alJ .
(5) aﬁlﬁ D 1*5 D 1=9

cest & dire

) % %% ; %% g %
o k2 B, o E"av + K E“av E"au — 5
( ) du| D i v D -

Cette équation est la condition A,¢, — 0. De méme on trouve

B, %y 2 B, % _p %
k2 Esy o Dy + 2 | Pz L"au -5
oul D ) v D 7

cest a dire A,¢, = o.

Il est bien facile de démontrer que, si ¢, est une fonction qui satisfait
& I'équation (C), on peut toujours déterminer une fonction ¢,, telle que
¢, + ip, soit une fonction monogéne de f, + if,.
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Les coefficients E,,, E -, E,, sont en général des fonctions de « et
v, mais il est toujours possible, par un changement des coordonnées «, v,

de rendre ces coefficients constants. En particulier on peut ramener

Iéquation (C*) & la forme ?—z—s—i—' +?2—f‘ = o.
du v
3. Passons maintenant aux calculs analogues pour les deux variables
imaginaires F' et @ qui ont une liaison d’isogénéité.
A cet effet décomposons F et @ dans leurs parties réelles et imagi-

naires. On aura
o= 0, +i0, F=F, +iF,
Posons
irF, ar, ar,_ _ .
.o~ v dGe T ATV
ar, ar, dr,
dy.» P awsT T e
a0, . io, a0,
dy,z v Az, » KV A,y v
ao, . a0, . do, _
A, s Y dE,w A2 d@,

Pour réuliser la condition de monogénéité, il faut que le rapport

do dF (&, + i@,) cosne + (y, + vy,) cosny + (p, + 1p,) cospz

do “do ~ (p, + ¢p,) cosnz + (q, + ig,) cosny + (r, + ir,) cosnz

soit indépendant de la direction n.

d’ou

[ q,@; — G, B, = Py, — Do)y

C'est pourquoi il faut poser

@, + 1o, — + iZe :101 + 'inoz

po+ap, g+ g,

] ?
r, 4 a7,

7,0, + 9,0, =P Y, + P Xs»

(I) "y — Yo¥s = 0, — 9209 70 + "X = 90, + 4,0,
lpuol — P, = 10, — 7'2‘7)2" P,0, + pp, = 1,0, + 70,
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4. En résolvant ces équations par rapport a @,, ¥,, p,, on trouve

& = (}'? + 7@/; - (Pﬂ. + leq‘l)&"l — __(p‘f + ]’3)/’: - (plr[ + p;zar_z_‘r'_n_’
? F O Ml U Y M 2

—_ (q? + qg)/)l _ (% o+ 99"'2)2; — ___(g;' + qZ)(BI - (qlpl + q}?ii_)_z_}_’
9,7, ™ 4,7, P9 — 9.P,

(2) Yz,

0, = Ol + )&, — (";‘& + /":Pa)o”l — __(7'3 + ’3)/1 - ('rt 9 + ’rnqg);’)t .

2 D e ) VO
s TPy 7.7, 7.9,

Posons pour abréger

»n+PR=E, 7%+ 0 = E,,, r + 1 = E,,

(3) 6,7 + 9,7, = Ee:; = E:m’ " P, = 'E;n = Els’
pqu + qula = El'} = E‘IH

.7 — Yy, = 'Dl' Vol — 1Py = Dw 2,9, — P9, = Dy,
on aura
E.D, + EmDn + E,D, = o,
(4) E, D, + E,,D, + E,,D, = o,
E,D, + E;,D, + E;mD:: =0,

] I} = E,, Ey — Ei, D2D3 = EnEw - EnEnsv
(4') Dg = EasEn - Egl’ (4”) ‘DaDI = Eﬂ:}Eﬂ - EQQE:H’
l D} = E,E,, — E},, b,D,=E,E,—E_,E,

Substituons les valeurs (3) dans les formules (2), on trouvera

~ EnZt — Eu‘r’n ___J___Eldpl — Elﬁal
lu? - D' - l)2 H
__H,p — B,y __ ___-E!i‘?,l — K,
gy =Rl . Sat Sl
o Eﬂs&’l - Esuon —_ EnsZ: - E.,,P, .
2, D, D,
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En employant les équations (4) on pourra écrire

~ =E12P1 '—Ele :EIK(Dl _Elllol _:EHZI —Elﬁtbl
2 Dl D‘ D3 ’
B — K, B .o —E E v —E &
A Tl 231 LT 20 Ea /i 221
( 1) ZQ Dl D2 DS
— Essz _ E3921 —_— Esai’x - Esl/ol — Eallx . Esz‘zt .
Pa D, D, D,
On a de méme
&, = E:sZe —E,p, — Enps —_ EIS(DS — Elaa) — EXIZQ
! Dl DZ D3 ’
(A ) — Este _ Eze/on . Eeu”e - Ena&’z - Ezzﬁ’z - Ean‘z
? Zl Dl D2 D3 ’
—_ EsaZz - Eagpe — E:moz — Eaa“~’2 — Ea?‘% — Ef&lZ?
P D, D, D,
On déduit des égalités (A,)
&)1])1 = Els)(z - Empe
6D, = E, p, — E,;d,
oD, = E,,6, — Ealz'z’
d’ou
(Bl) DIJ)I + D?Xl + Dsuol = 0.
De méme on a
(B2) ‘D16)2 + ])2){2 + D3102 O.

Do

5. On a démontré (voir Chap. I, article 3) que les quantités @,, y,, p,,
@, 5 %y > Py doivent remplir les conditions

%, | ¥y, 9
e o)
o y | ’

Acta mathematica. 12.

Imprimé le 20 mars 1889.

el0]
ox

9; Q0
Pt =0

33
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on aura donc d’apres (A))

2 E12P1 - EISZX 4 EQR‘Dl - Eeuox 9 (ESIZI - E32(51 o
§ (g by () L (PR ) = o
Par les égalités (A,) on voit que cette équation peut s'écrire d'autres
fagons équivalentes. De méme les quantités @, , y,, », doivent satisfaire
a une équation analogue a 1’équation (5).

L'équation (5) peut s’écrire, par les symboles du premier chapitre,

1 do, dd)l d(l)l 1 dd)l °
<C> ?— Em d(m,y) Els d(z,m)) + 3 Ezs d(y,z)""Eel d(wa)
ox D oy D,

1

¢ do, do,

3 ( By, d(z,2) B, dy, z)>

. =0
oz \ D

3

et @, remplira la méme condition. On peut donc énoncer la proposition:

Si ® e F ont une liaison d'isogénéité, en décomposant @ en ses
parties réelle et imaginaire, on trouve deux fonctions qui remplissent les
mémes conditions. Ces conditions sont les swivantes

d¥ av ay
(D) DigwaT oot Dae =

2 T oar o aw
(C) 3 1’112 dz,y) - E]:} d(z ,w)) + 3 E“ dy ,'z—>—E21 d(x,y)
D oy D

1 2

Ay L
) <E.n e Eazd(y, z)> 6
3z D, T

Réciproquement:

Si ¥ est une fonction réelle des lignes qui remplit les conditions (D),
(C) on peut déterminer wune fonction réelle P des lignes, telle que ¥ 4 iP
et I' soient isogenes.
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En effet, en vertu de I'égalité (C) on pourra poser

g A, ar
dP T vd(,y) Bd(z, )
dy,z) D, ’
B ay . avr
ar ¥ d(y, %) d(w,y)
A, z) D, ’
g A av
apP  'd(z, ) 2d(y,z)
d@,y) D, '
On tire de 14, en vertu de 1'équation (D),
av ny dP ar ny dpP ay +i aP
.2 'dly, s d@, = de, 2 dw,y d@,y).
Py + i, ¢+, oA

par conséquent le rapport

ad
CO8 Ny -+ ———— COS Nz

————dA cos na + ——d/l

dy . 2) d(z, ) d(x,y)
—————1—cosnm+~ﬁf—’sn1 + ar Cos N
Ay, 2) A, " T A,y

est indépendant de la direction #, A étant égal & ¥ 4 iP.

C. Q. F. D

259

On voit donc que la théorie que nous venons d’exposer est liée a
celle des équations (D) et (C), de méme que la théorie ordinaire se

rapporte a celle de I'équation A, = o.

6. Soit maintenant @, une fonction des lignes du 1 degré telle

que la condition (D) soit réalisée.

Supposons quon mne sache pas si elle remplit la condition (C).
Quelles sont les formules des paragraphes précédents qu'on pourra tous

jours conserver? Posons

ao, . ae, ao,
d(y,z)—wl’ d(z,m)—‘xl’ d(w,y)_ﬁpl'

Il est bien clair que toutes les formules des §§ 3 et 4 peuvent étre conservées.
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Il faut remarquer seulement qu'on ne saura pas siles quantités @,,y,, p,
qui se trouvent dans ces formules sont les dérivées d'une fonction des lignes
prises par vapport auxr plans coordonnées. Si, au contraire la condition
(C) est remplie, alors seulement la condition de l'intégrabilité

3@, | %, , 9,
RN AR L2 == 0
oz + ay + oz

sera remplic aussi, et par suite @,, y,,p, seront les dérivées d’une fonc-
tion @, telle que &, + i@, et F aient une liaison d’isogénéité. Nous
allons employer cette remarque dans les articles suivants.

Article 2.

1. Dans la théorie des fonctions d'unc variable imaginaire il y a deux
parametres différentiels du premier ordre qui jouent un réle bien important.

Si on se rapporte aux notations du § 2, article 1%, les deux para-
metres sont les suivants

L AN . Al , [oU?
Bu(fe) = Puguz +Bu(y)

A1 IIJ' = : Dz B T
p 2Y%6 4 (9‘“’_@ ﬁ“ﬁ) , 2726
¥ ou du 2\ou dv  dv u 1 ov v

Al e = D? ‘

Les propriétés de ces paramétres sont bien connues. En supposant, comme
dans le § 2, article 1%, que ¢, 4 ig, soit une fonction monogeéne de

fi + i, on a
A = Al¢2'

Il est aussi bien connu que le probléme suivant du calcul des variations:
déterminer la fonction ¥, dont les valeurs sont connues au contour du

- I . . . e
champ ¢, en sorte que [/ = f DA, ¥dudy soit minimum,
T

conduit a I'équation
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lorsque le probléme peut se résoudre par une fonction ¥ finie dont les
dérivées secondes sont intégrables.

2. Nous allons examiner deux paramétres différentiels qui dans
notre théorie jouent le role des paramétres différentiels du 1°" ordre dans
la théorie ordinaire. A cet effet supposons que les deux fonctions
réelles @,, @; remplissent les conditions

do, do, a0,
(6) Dy atlam stV n= 2
, do, 40, i,
(%) D’d(?/,Z)+ 13, T )3d(m,y) o
Posons
a0, . a0, a0,
Ay, " d@,® A d@yp PV
ae, do, _ do,
"%  Ta= M Gy o

En vertu de ce qu'on vient de dire a la fin de l'article précédent, on pourra
écrire toutes les formules des §§ 3 et 4 et méme celles qu'on obtient
de ces formules en posant un suffixe aux lettres @,, v, , p,» @y, 75, 05
Posons

: _ L]z
Hooi =5\ 70,
Nous aurouns par les formules (A))
(E') H= — D D D, {D Eyo, o 4+ D Eax}’x}’l + D Buﬁ}ﬁl[

D D D, 1D Eya,a; + D, E31X2)(2 + D EszPz}

On tire de la

gL Zoopr | L] ee,dy| 1| @ g
D VARN S P15 @ Dg @1, 11
=_I__ ,{z:P2 z_-l_ P s @y =_{_ ‘Bz:,'{z
D /1;/01 Dg K);:Cbi Dg (D;JZ’I
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Par suite on trouve

N y I " ’ ’ 1 ~ ’ ~ ~ -~
<h ) H = é‘b“ﬁ:‘b"{]LEn(Pl}(l +/01ll> + D2 Ez‘z ((01/01+ wl/ol) + Da Es:s (}51‘”1 +}{1w1)}

i ' ’ ~ ’ ~f nl ~ 7 ’ o~
= 2D D.D. {Dl Eu (;02){2 + PQ}(-),) + D2 E22 (w2{02+w2/02)+1)3 L33 (Z‘z‘% +J_/2(02)}

— Ez‘z,ox,o; - E‘z;(‘oxli + 21/0;) + Em]lli . Eﬂs‘bl(b; o ESI((BIp; + Px‘b;) + Elllollo;
D} - D3

— EUZIZ‘ - E:z(lx(al + (7)1;(1) + Ko, 6! . Ezz{)zﬁ'& —_ E?a(ﬂzz + Zz/o) + Esslz,‘{:
D; - D;

By a,d, — Em((:’z,o; + ,02(3;) + Eupzﬂ; _ EuZ—zZ; — Exz(lsz; + (’Dzl;) + B, 0,0,
D? T D;

_ (@it — 1y @ups — 1) + (@1 — 1of)gep1 — 1ay)
D;

. (7'1151 - pxP;)("'l‘DL — 2'1[’1) + (7'2(~U; — Pe{’i)("'w‘al - Paﬂx)
— o

_ (PIZII — qﬂb;)(}hll — %‘7)1) + (}).'Z; - flszi)(P‘sz - q'z(b‘x)

. (q””; — 7'1[;)(%/72 — "'122) + (Q*z{'; - 7'-1,'{;)(42,03 — 7'2Z2>
== o

— ("’1 ‘Z’; — PIP;)(Tl W, — P1P2> -+ ("'2‘7); - Palo;)("'z(?’-z ""]72;02)
;

_ (}712; — %‘D;)(Pl[z — 1@,) + (P‘ZZ; —_ q-gfbé)(P‘IZz — Gy @y)
= 73

En employant les symboles introduits dans le 1° chapitre on pourra

écrire
Hy, o
., dao, d@; o < do, do, dao, dd; >+ . A_(il__(?,_ﬂ d o,
. Pde,ndx,y)  “\d@,ndE,.z)  dz,»)d@,y) Pd(z, x)d(z, x)
= 7

= etc.
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3. Posons maintenant @ = @, et remplacons H par 6,. On
trouvera
I
D,

3

I

5y 7
(F) 80, = - Vool

Wy 5 ’

Py > @,

JER

X2 0 02
Z"l()l

I

) D D, lD E?S")l + D,Ey i + D, Ewﬂx}

D D D {'D E23(7)§ + ])2ESlxg + DHEmlog}

I o~ ~
_Dngps{])lE”X”Ol + D2E22lolwl + DsEsswlxl}

= lD Ellx‘zl% + D Enu%‘” + D E ~a}f2}

" D,D,D, D D,
. E)e, 2E23/)1/1 + E.ﬂ/l o Es:«;(‘j? - 2E31(51/71 + Enf)? — EnZ‘lz - 2E12,'{1“~)1 + E.d)
o D; o D; D;
. En, 2E23,02/2 + Es&/? E%(Bg - ZEsla'zpz + Eu,oi o Eu}{g_' 2E1212‘T)2 + Ewa’g
- D; D; D;
i (%Px - 7‘121)2 + (qux - /"‘.’Zx)z — </"1(~”1 —pllol)2 =+ (/"2(51 _pm01>2
o D; D;
_ (1ot —4,8,)" + (Pg/} — (,9,)" — (9,0, — 7'122)2 + (g0, — /"22‘3)2
D; D;
— (71‘52 —2)102)2 + ('re(‘N)e - p-z/oz)z — (]9112 - 916’2)2 + (10222 — q2(52)2
Dz D;
Il est évident, par les derniéres formules, que 6, est une quantité
positive.
A Taide des symboles du premier chapitre on peut écrire
(ﬂg_ g, 20 A% g ( d@___y
B, — BA\d(@, y)/ Bd@,ydz, ) \d(z, @), — ete
.. [! - D‘i _ .

4. 11 faut démontrer maintenant que H et & ne changent pas par
un changement de variables. Soient z,y, 2 les nouvelles variables.
Désignons les quantités relatives aux nouvelles variables par les mémes
lettres qui désignent les quantités analogues qui ont rapport aux va-
riables z, ¥, #, en placant un trait horizontal au dessus de chaque lettre.
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Des formules trouvées dans le 1** chapitre, article 4, on déduira par un
calcul trés simple

D d(@,y,2) <D1 D dy 9z>7
w

U TE ) 255+ U35
(7) T ___d(w,y,_z_)< o 3y 5
Dy =5 (D + Dt + D5,

= d(z,y, 2)
Dy = d(w y,z)( 18z+D + >

De méme en posant

’ ! r o~ ~ p -~ ! r
M, = X201 =— P2)1s M, = P21 — Wy, M, = Wy )Yy — Yoy,

4, = K01y = Poky d, = p, @, — @,p,, dy = .y, — y,0,,
on trouvera
= d(z,y, 2) 3y
M‘—d@,fji?)( 1%+M s M )
7 d@,y,2) (L
M“_d(i,u,5)<M‘5?7+ ’911+]v )
*«_d(w,u,z) x oy
Ms*d@,?,,?)(Mliéé'*“ % T M )
- _dx,y,2
1_d(ﬁ,ﬁ,%<dlax+d’ax+4‘am>
- d(@,y,%) dx
Aﬁ—‘d@,yf)@l@-'_ 2f’?/-l_ “w)
- d (

4Z+ 4,2+ 4%
Par suite, en vertu des relations (E’) on aura

_ M +7VI +M~

ﬁ:l”i_—: 33m_Ml=][,
D o .2 % D
bt bt by

I
5—__1_ - J‘a£+"*am+4‘a£ T
D, 0@, %, % = D
' D‘95+ —+D°9m
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5. Si &, et & remplissent la condition (C) on peut déterminer
®,, &, de maniere que @, + i®d,, & + i®,, I’ aient une liaison d’iso-
généité. On a, lorsque ce cas se présente,

H@l(pl' = Hq)zd)zl’ le’pzl _ - H(pz(pl'.

8g)=

1

6y,

2

Article 3.

1. On tire des formules (7)

(8) Qﬁ+@@+@ﬁ_%?lem+D@+D@

Cette égalité démontre que si 1'équation
(9) D.dx + D,dy + D,dz = o

est intégrable, cette propriété se maintient aprés le changement des
variables.

Nous nous proposons d’examiner dans cet article le cas général.
Nous examinerons dans l'article suivant le cas qui se présente si 'équa-
tion (9) est intégrable.

2. Supposons réalisées les conditions (6) et (6) du 1 paragraphe
de larticle précédent. Posons les équations différentielles

99, %¢, °, 3902 a%
11 ox + 1231/ + 1332 D +D -_].
%y, (4 o¢, w ..
(IO) 21 Y + Eg?a"yl_l— E93£_ 2 -I—D ——]u/{]J
9% 29, . ¢, 3% 35”«.» 2
”’c)w + ;2é—y‘+E33£f— + D 1oy = kp, ,

k étant une fonction que nous laisserons indéterminée. Il est bien clair
(voir form. (4) et (B,)) que la troisieme équation est une conséquence
des deux premiéres Bornons-nous a examiner une portion 7' de 1'espace
ou, si k, &,,y, ,p,, sont des fonctions monodromes finies et continues,

Acta mathematica, 12. Imprimé le 20 mars 1889, 34
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méme les intégrales ¢, et ¢, des équations (10) jouissent de ces propri-
étés. On déduit des formules (10), par les formules (A,), (4), (4")

B % 3¢ %, _ 1 % i
113m2+E123 2+ El:—;z;z2 232 + ——ka)w
, 3 9 %0, a )
(IO) 21 efz + E22 3% + E‘ni - 50 + D P k)(ﬁ’
20 2, 9 (14
'”3902+E" ¢+E33a‘? laul+D o = e

3. Si on remplace les variables z,y,2z par z,y,z et que l'on
suppose
d(z, vy, 2)
d@,y,7)

k@ﬁ/;é) =‘k(x’y’z)

on trouve que les fonctions ¢, et ¢, sont liées aux quantités @, y,, p,,
@, ¥y» 0y Par des équations analogues aux équations (10), (10).
4. A quelles conditions doivent satisfaire ¢, et ¢,? Posons

a1 20, 4 99, 3¢, ¢,
F(so,,%):a—vk( DL E, 4+ E ’”+D,a 1)£)

11 34 12 5y 133z oy
3 E 3501 %9, 3¢‘ 3£2>
+5 (B e+ B2+ B, 202D,

oz 313 393 5}82

3 1/ 3501 nj 3501 3551 3 _ )
+ k( + E, L4 B, 24D 5 D, % L)l
Eliminant @, , ¥, ,p, entre les équations (10) on trouve

(G) ['(5”1 ’ ?2) = 0

Réciproquement, si la condition (G) est vérifiée, les quantités &, , y,, p,
remplissent les conditions du 1% paragraphe de l'article précédent.

5. Supposons maintenant que les équations (10), (10’) soient vé-
rifiées par les fonctions ¢}, ¢; en remplacant a droite @,,y,,0,,®y,7,,0,
par @i, yi,pis @, xs, 05 En employant les formules (E) on trouve
par un calcul trés simple
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() = gfBa 4 e ) + (0t i+ 5 )|

I
Tk

¢ho L O 3¢, g .| g 9!
( +9y X T o p2> + <§:; @, + 50+ 5;,01>,‘

Evaluons f kHAS en supposant que le champ § de lintégration soit
S

compris dans la région 7. Nous aurons

\ ~ 7 82/ ag; a/1~r 3501! 1
f/de6 / { P @, ;;Zﬂ + a—§~p2> -+ <8§' @y + 5‘7[11 + _£p1> as

i . | % 3¢,
.,/‘ ~ @, +2~) Iﬂ+az ,09>+<¢ +5§‘}(1+5‘?‘01>d5.

Appliquons aux derniéres intégrales le procédé de I'intégration par parties.
Supposant que S soit limité par la surface ¢ et que # soit la normale
a o dirigée au dehors de S, on aura

kadS f{g@, (@ cosnw + x5 cosmy + p; cosnz) + ¢1d¢ do

. f <aw2 + % n a,;g)

N

=f "W’Z cos mr + 1, cosmy + py cosne) + ¢i ot da

._f (Sx +3/2 +3Pe>

8
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Cette formule peut g'écrire

D

@ kadS f’ ”’0‘ — Bl osna + B — Bup, cos 1y
2
E:n“,l Ly,e d@ d
B RadiV (ot Hafs 5 5 1COS%~>+¢1 da }0’

3

(]

' 9 Em/); — EHZ; C <E23 ‘7)’1 _— E21,0,1>
‘—/ff 2 () 5 (T
&

1 2

+ o (%31[14‘_5 Ea?‘”)

0% A

as

=[¢,

|
aT l 2

Ewpl 19/1 23 0, ]-‘21/1
( 7) COs L -+ i) CO8 1Y

2, do‘

d
+ ‘31/1 1) ‘32 lCOSn’) + Spl

3

2

" ’ Lm”n Ethl\ 9 Em‘bl —_ Esxf’x)
_,,/5& 9%< D )+8y< D,
S

1

e al/l . Eﬂw
+ oz ( D, >]dS

La formule qu'on vient de trouwver est tout & fait analogue o la formule de
Gireen.

Prenons &, = &;. On trouvera H = 0 et

k6dS 2 id,|
(K) Sj/c@db. =fl¢2(w2 cos nx + y, cos ny + p, cosnz) + ¢, et do

aNZ az a2
._f%(;; RS P>ds.

S

6. Cherchons ce que deviennent les formules qu’on vient de trouver,
lorsque les fonctions @, et @] remplissent la condition (C). On aura
lorsque ce cas se présente
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. de, ‘ a0, 4o,
=3,y LT P T de )
., de, , _ dd, ,__ad, .
P T Ay, T A e T e,y
1 81 ’ 3(1)2 31
(12) +a{/ + (12") + /+

Par suite

) . /4o, ao, Ao, LAY
(1) Efkflds =] (%?l; + o, W)do' /<¢ ikt I gcl—d—;>d¢7,

() [heas / 0202 + ¢, )do

Nous allons donner tout de suite une application de
en démontrant le théoréme suivant:

la derniére formule

Supposons que @ = @, + id, et F soient isogénes et que @ soit

sans singularités en S. Si on connait les valewrs de

D, + D, pour les

lignes de la surface o, cette fonction est déterminée pour toutes les lignes

du champ S.

En effet soient ¢ et ¢” deux fonctions qui remplissent les conditions

posées pour @. Posons

(pl —_— @II —_ (plll — (p:/lll + i(p;l’.
On aura

d @;// d ¢///

de o “do =0

C'est pourquoi (form. (K"))
Jk8,d8 = o.
8

k est arbitraire, par suite, on peut supposer qu’il
toujours positif.

soit positif, & est
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Il faut donc quon ait
By = O,
d’ou
¢)" = o.

C. Q. F. D.

7. Supposons que @, vérifie I'égalité (C), on aura 1'équation (12)
et par suite en éliminant &,, y,, p, entre les équations (10’) on trouve
que les fonctions ¢, , ¢, doivent vérifier les équations différentielles

(&) I'(p,, ¢,) = o, (GY) I'(¢gy, —¢,) = o.

Réciproquement si ¢, , ¢, remplissent les conditions (G), (G') les quantites
@,y 21y 1 Dys ¥y, py Obtenues par les équations (10), (10') satisfont aux

équations
0,

2@, 9, 9,
= e — = Q & = ===
oz + ?y + 92 ’ o 2y %z

Cela posé nous allons démontrer que les équations (G), (G’) dépendent
d'un probléme du calcul des variations.

On obtiendra aisément par ce qui précéde l'expression de H et de
# par les fonctions ¢,, ¢,, ¢1, ¢,. Nous désignons ces expressions par
H(gyy ¢o, 015 ¢3), 8(¢1, ¢o). Laissons les fonctions ¢, ¢,, ¢1, ¢; tout
a fait arbitraires. On pourra écrire

Ble, + &, 0, + &) = 0(¢,5 0,) + 2H(p,, 005 15 ¢,) + 8(¢, s ¢,)
et par suite

> [k6(p, + &5 0, + $,)d8

5
1 P Y
:5,/ k6(g, , ¢,)ds +ka(¢1 » €30 b1y §,)A0 +5./‘k(9(¢1 » §,)d8.
s 5 s

Supposons maintenant ¢, = o, ¢, = o sur la surface o qui forme
la limite de S. Par le procédé de lintégration par parties, on peut
écrire

(13) Sj‘kﬂ(fol 1 Po Sbl ’ S[)z)dsz "'_fwjl 11(501 ’ ¢2> + ¢2['(¢2 y T ¢1)]d8

S
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d’ot
(14 2 Ji8 + d0s 0, + $)aS

= Sf k0(g,, ¢,)dS+ - Sf k6(¢,, $,)dS — Sf [0 (9,5 00) + 0,0 (¢, — ¢,)1d8.

Soit £ une quantité toujours affectée du méme signe. Proposons-nous le
probléme:

Etant données les valewrs de ¢, et ¢, sur la surface o, déterminer ces
fonctions de sorte que Uintégrale

1
1—=: [k6(g,, ¢,)dS
S
SOt MALIMUMm 0U MININUM.

Pour résoudre cette question, employons la formule (14). Il faudra
prendre 7
e, ¢,) = o, I'g,, —¢,)=o0

et I sera maximum si % est négatif, minimum, si % est positif.

8. Si les fonctions ¢, et ¢, sont assujetties aux équations (G), (G')
et quon en donne les valeurs sur o, est-ce que les fonctions @ , @,
seront déterminées? Il est bien aisé de démontrer qu'elles seront dé-
terminées pour toutes les lignes fermées qui peuvent se réduire & un
point par déformation continue, sans sortir de la région S. Mais si le
champ &S n’est pas simplement connexe, il y a aussi des groupes de
lignes fermées qui ne peuvent pas se réduire a un point sans sortir de
la région S. Les valeurs des fonctions @ et @&, pour les lignes de ces
groupes renferment une constante arbitraire. Pour démontrer cette pro-
position il suffit de prouver que les conditions données suffisent pour
‘déterminer &, , y,, o, s @y, ¥y py- En effet supposons que les conditions
énoncées soient remplies par les fonctions ¢| et ¢;, de méme que par
les fonctions ¢i' et ¢;. En posant ¢] — ¢ = ¢{”, ¢, — @i’ = ¢;”, on
aura (¢}, ¢3")=o0, [(gy,— ¢") =0 et sur la surface o, ¢ = ¢," =o0.
En cumployant la formule (13) ot I'on doit supposer

[

¢1=¢1:§017 ¢2:§b2=¢27



272 Vito Volterra.
on trouve donc

fk@dS:o
S

et par suite

C. Q F. D.

Article 4.

1. Examinons maintenant le cas qui se présente lorsque l'équation
(9) est intégrable.’ On pourra poser

D, dzx + D,dy + D,dz = Adp.

Il est aisé de démontrer que dans ce cas on peut satisfaire aux équa-
tions (10) en prenant ¢, = o,k == A. En effet ces équations deviennent

d(p, ¢3) __ ad(p, ¢,) __ d(p, @4) _
(15) A, " Aa,e) X A,y M

Mais on a
Do, + Dy, + Dyp, = o,

c’est 4 dire

o L
ﬁa)l -

o

e
oy

o
n o+ "92101 = 0}

on peut donc (voir chapitre I, article 35) satisfaire aux équations (13).
On voit aisément que ;2 et ¢, ne changent pas en changeant les variables
x,y,2 De méme on peut prendre ¢; = o et 'on peut écrire

, dlp, ¢ ., dp, o0 _ dp, ¢s) _
(15 Ay, 9 =P Ao A Ay TP

! (est dans ce cas seulement qu'on pourra rendre constants les coefficients

E.,E,,...,E,, D, D,, D, par un changement des variables. (Voir § I, article 3.)

11
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2. Qu'est-ce que deviennent les équations (11), (I), (K) de T'article
précédent? On trouve

(16) o =

LS IR R B S L
iloaw @2 7 : T+ ‘l“} @

3¢, ggi;
31/ X? +32 p?l’

(L) [aHas

=f¢2(¢b; cosnx -+ y4 cOs Y ++ pj cOS N2) drf—/ <aw’ + 6/2 -+ a‘”)

s

“—”:f%(d’a COSNL - o COBNY + p, Cosnz)da—-f <3“’2 4 (78 + 5 z)

oy
8

(M) [r6ds

_ﬂf% @y COSNT - y, COSNY 4 p, COSNZ) do-—-f aw‘ + a'{’ + )

Si la condition (C) est réalisée, lorsque nous remplagons ¥ par @, et @
on a

| ,do,
(L) f}LH@‘,pl as ——f% Ta fgp?d—ddo-,

G

, ad,
- ftuas = [ 22

[

3. Dans le cas qui se présente si @, remplit la condition (C), il
y a aussi d’autres formules que nous allons trouver.
En effet si 'on a

@, | By, | 90,
RN LR —l = O
ox + o) + CE

Acte mathematica., 12. Imprimé le 1 avril 1889, 385
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on peut satisfaire aux équations (10), (10') en prenant ¢, =0, k= A.

On a

%9, ¢ %9, ~ ale, . p) __
“é)a: +F1231+F133 “Awl’ m:w-ﬂ
3 3¢, ? dp, , ¢
E, 5, + ‘”aj + B 5= d((iy .o/;>)= v
%9, a¢, ¢ d(g, 1)
%1aw+F +Fwazl—A d(i"y):p-)a

par suite

d’on

(L) f Ay 5. dS = f L)

n dd)l
(M”) wa,plds =f¢1 - do.

Voila une application de la derniére formule.

Si la fonction ¥, sans singularités dans le champ T, remplit les con-
ditions

ay av ar
DagnthaeatPaw =
l dl[f'_ av I l ar B ay l
9 td@,y) ”d(z z) +3 Bdy, 2) e, y)
B(L'l Dl l 3 l D2 l
I dll/'__ dll/'_
2! d(z, %) Py, 8y
+ 5| D, =9

et que Uon connaisse les valewrs de ¥ pour les lignes de o, la fonction ¥
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est déterminée pour toute ligne du champ S (compris dans T) en supposant

que A soit toujours affecté du méme signe en S.

En effet si ¥” et ¥} réalisent ces conditions, posons ¥} — ¥" = @,.
On pourra appliquer la formule (M”). Mais sur la surface o on a

a0, _ .
de ~— 7

par suite on aura
[26d8 = o,
)
d’ou
6 = o, 9, = o, o=y,
C. Q F. D.
On tire de la:

Si &= & 4 id, et I ont une liaison d'isogénéité il suffit de con-
naitre les valewrs de @, ou de @, sur la surface limite de S, pour que @
soit déterminé en S.

4. On déduit aisément la formule

(N) Oo,ra; = Oo, + 2y, 0y + o3

par suite on a
; Sf 18,4008 =~ Sf 26,48 + Sf 3Hy S + Sf 20,48

= %f&@wldS -+ %f)t@wlrds —}—fgpé(@ cosnx - y, cosny -+ p, cos nz)do
8 s P

(3B, | B, | Op,
__f¢2<a7+ay +22)as.

s

Si on prend sur la surface o, ¢; =0, on a sur o, @, + &; = @, et
la formule précédente devient

! =1 ! S [ o (2P e 4 %
5Sfu&'q),w,ds _Esfw@lds +:-Zs[w,p,db f% (ax o+ >dS.
8§



276 Vito Volterra.
On en déduit:

Pour que f A8y, dS soit maximum ow minimum lorsque les valeurs de
K

@, sont données pour les lignes de la surface o, il fout que

‘ ., a0, —E a0, l
f 3_(2)'2 % _aﬁQ ___‘?_ md(m: 1/) l3d(z)x)
(17) e +3y +az —393' D, I
10, a0, a0, 0,
n 3 23 —d—(y,z)__ 21 d_(w, 'l/—)l —a— E31 d(z—,—:;)—"E” d(y,z)l — o
dy D, I oz D, l ’

@, étant une fonction qui réalise la condition (6).
Réciproquement supposons vérifiée les conditions (6), (17), et que @,
soit une fonction qui n’a pas de singularités dans le champ 7.

En appliquant la formule (N) on aura

Ef’ww,w.‘ds = Eflgd’nds + Eflyw"ds_f% et
K s 5

1

o

Pour que l'on ait sur la surface &

Ry —y
il faut et il suffit que
av,

de

On aura donc lorsque cette condition est réalisée

I I . I .
5!}@@+%4u;==5!}ﬁ%db-+ Egdwﬂdb.

On en déduit:

11 suffit que la condition (17) soit remplie et que @, wWait pas de sin-
gularités dans le champ T, pour que Uintégrale

[26,,a8
N

s0it wun maximum ow un minimum entre toutes les intégrales [ A8,dS, T
K

étant une fonction qui vérifie la condition (6) et qui est égale & @, sur o.
On aura un maximum si A est négatif et un minimum si A est positif.
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5. Supposons que @, + i@ et F aient une liaison d’isogénéité
c'est a dire que

r '
— X2 = Y1y TP = 01

') de l'article précédent on aura

~ o o ~r o
W) = Wy, 01 == Pqg5 == Wy = W),

){i = X2

D’aprés les équations (10

Dng 32—5’2= “252_’_ 12§¢2+E %—%
= 0,80 ¥ —F, %+ 5,2+ 5,2,
Qy %%=n?+“?+Ega
D32—§%._ 2§&='Euz?+ Em;%-}—E ggié,
Y b T R
D2§ _‘D =E3]z—5;é+ Mg%_l_ E33§,S:;'

Les fonctions ¢, et ¢; doivent satisfaire a4 I'équation différenticlle

(19) 5

)

2 + By + )+ 5[5

+§é|}< 313%+E3 +

Soit I' = F, 4 iF,; les quantités

2

I

3m>]=a

( 21 3y + Enal + E?d a/>J

_dF, _dF, . ar,
h=ay 4T3 T ae.y
— 4 — 9F, L
Py = a3 s & =396, 2 "2 = 3@y
jouissent des propriétés suivantes
919. aql Py 4 3¢y 4 oy

‘Dlpl + qul + D37’1 =0

’

Dyp, + Dy, + D,r, = o.
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On peut donc déterminer deux fonctions £, f;, telles que

alp. ) _ dle, f) _ alps 1) _
dy.s 7 e T D dey T
dig, 13) dip, fs) __ dlp, ) _ .
.o P e T TAey Y
par suite
2 — A, fea )
d@,y, )’
. (fg,fz,,u)au __dh, e n o s, fa,p)p
Dy =— dz,y,z o Dy =— d(z,vy,z oy’ ])3__d(m,y,z)9z.

En changeant les variables x,y,2 et en prenant x = f,,y =, , 2 = p,
on trouve

E. =1, E,=1, E,=o0; E,=o0, E,_

11 22 38 23 =0, K, =o0;
D.o—o, D,=o D, ——n1
Les équations (18), (18') deviendront
9, — aﬂﬂz 9502 asoz
R R e
d’ou
(20) @2 + iy = G(fy + ify s p)-
Employons la formule (E) du 1% chapitre.
On aura
F || L]| —j p, cos ng -+ ¢, cosny - r, cosng)do = — ff;d;;,
F,|[L] -—-—-f(p cos nr + g, cosny + r, cosnz)de = --—fﬂdﬂ

a

o, |[L]| =f((?)1 cos nx + y, cosny + p, cosng)de = —fgpzd/z,
4 L

o, | L] =f(c7)2 cos nx + y, cosny —+ p, cosnz)do = —fgp;d/;,
L

[

L étant le contour de . On en déduit

FL) = Lf(f2+if;)dﬂ, @Q[L]q.:-ifadﬂ.
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Réciproquement si F|[L]| et @|[L]| sont données par les formules (21),
I'égalité (20) étant satisfaite, elles ont une liaison d'isogénéité.

7. Proposons-nous la question: quelles conditions doivent étre remplies
pour qu'on puisse poser dans les équations (10) de Uarticle précédent ¢, = o
en prenant ¢, arbitrairement?

On peut démontrer aisément, par des considérations bien simples,
que la condition de lintégrabilité de l'équation (9) est nécessaire. En
effet, soit

el ¢ - 2 9 d ¢y
Daf— 33_,17!:]“‘)17 D3a7,2_p11 = Dla_—g‘_’ 23_:6_2:]6101
on aura
o=o[Bin_Dulny, 2 ° [Dul, D¢y 2 D%, Do,
dx| k 9% k oy oy | k oz k 2z 2|k oy k o

|3y % %k |22k %k | "% [k Ok
d’out
oD, 2D, 8D, 2D, _ 3D, D
Yk kT Zk  wlk Wk wyk
C. Q F.D
Article 5.

1. Nous allons maintenant examiner les opérations de dérivation
et d’intégration sur les fonctions des lignes qui ont une liaison d’iso-
généité. Clest par 14 qu'on va voir comment ces recherches se rattachent
4 celles de M. Poixcart. A cet effet il faut introduire des fonctions des
points de lespace lides aux fonctions des lignes. Remarquons que la
définition des fonctions des variables imaginaires peut se donner de la
facon suivante: soient ¢ et ¢ deux variables imaginaires fonctions des
points d’un plan; I'une sera fonction de l'autre, si

g3y | %
wdy " yA—a)
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Généralisons cette définition pour l'espace. Soit F' une fonction des lignes
et f une fonction des points de l'espace. On dira que F et f ont une
liaison d’isogénéité si

aF  of ar af iF 3f
(22) d(y, 2) d(z;m)?y-‘-d(%,y)azw

On désignera toujours par des lettres majuscules les fonctions des lignes
et par des lettres minuscules les fonctions des points.

2. Cela posé, il est bien aisé de démontrer les propositions suivantes:

1° Si entre et F, et entre F et @ il y a une liaison d’isogénéilé,
f et @ ont aussi une liaison d'isogénéité. ‘

2°) Si U'on @ des fonctions f; (i = 1,2,...,n) qui ont une liaison
d’isogénéité avec F, il faut que

alfi, frs )
(23) @, v, o

(i,7,8=1,2,,..,n)

Lorsque on aura des fonctions f; qui remplissent les conditions (23)
on dira qu'elles ont une liaison d’isogénéité entre clles.

3. Supposons que les fonctions @, (i = 1, 2,..., n) soient isogénes
et que f ait une liaison d’isogénéité avec @, on aura

_(l@i %_'_ dQ), 2]:' dd)i 'a_f_'_ o
d(y,z) 0 ' dz,z)dy ' d(z,y)d%

On pourra done (voir chap. I, art. 5) déterminer des fonctions ¢,, telles
que

a0, d(f, ¢) do. _ d(f, ¢y do;, _ d(f, ¢)
(24) dy , 2) T dy, z)’ d(z, =) d(z,w)’ dx,y) d=,y)

et il y aura une liaison d’isogénéité entre ¢, et @,.
Réciproquement soient ¢, (i = 1, 2,...,n) des fonctions ayant une
liaison d’isogénéité. Posons

d(§0i;§03>_ ~ d(goi,gps)_ d(fpi’%?)_
m = (f)i,s', d(z, m) - Zi,ss d(m, y) = /)i,s’
on aura
9_(7_11',; Wi . Ppi,s — 0

am‘ ay + dz
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Par suite on pourra déterminer des fonctions @,, telles qu'elles satis-
fassent aux conditions

d$i,s - ~) d¢i’3 . d@i,s____
aly,z) @iy d(z, ®) =X, d@,y) Oi,s:

Il est bien clair que les fonctions @,, ont entre elles et avec ¢, une
liaison d’isogénéité.

4. Lorsque on a les égalités (24) on appellera la fonction @, conjuguée
a f et ¢, et réciproquement les fonctions f et ¢, conjuguées a @,.

Si L est une ligne dans un champ ou f et ¢, sont des fonctions
monodromes, on aura |

(Dil[L]l =Lf¢idf'

Supposons fixée la direction” positive de la normale » a une surface o}

on aura
o,

I = @;, s COSNE + y; , COSNY =+ p; , COSNZ.

Prenons sur ¢ des coordonnées curvilignes, telles que les directions u, v, n
solent digposées comme les directions z,y,2. Si le carré de 'élément
linéaire est ds® = Edu® 4 2Fdudv 4+ Gdv®, on aura

i %

(25) i, 1 u
do JEG—TF* |2, 2,

a3

5. Cela posé on peut examiner les opérations de dérivation et d’inté-
gration. Supposons que @ et F soient isogénes. Posons

dF ar aF !
P P A R
ao - dd ap
N B T d@,y)
on aura
adQ
(ﬁ)_@_z~ﬂ
ar _ p ¢
(EE>

Adcta mathematica. 12. Imprimé le 3 avril 1889. 36
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o étant une surface arbitraire. Nous désignerons le rapport qu'on vient
. , . . do

de trouver et qui ne dépend pas de la direction do par le symbole 7

et nous Vappellerons la dérivée de @ par rapport o F. Cette dérivée est
une fonction des points de l'espace. On peut démontrer que la dérivée
de @ par rapport & F et les fonctions F et @ ont une liaison d'isogénéité.
En effet posons
do
ar— ¢

on aura

% _ o0 dp dp /{ dq dp 9 or
P =% ¥ I3y oy %3y "% T % %’

par suite
o dp 950 )
patz+q9_y+ % <3a,+91/+ > ( + +92>
6. Supposons que [ et F aient une liaison d'isogénéité. Soit o

une surface. Lorsque on a établi la direction de la normale #,le signe

de “F ost déterminé. La quantité

do
ar
ff%dﬂ

est donc tout & fait définie. Nous la désignerons par le symbole
JfaE.

Si on change la direction positive de la normale, le signe dont est affectée
lintégrale change aussi. Si la surface n’est pas fermée nous conserverons
entre la direction de la normale et les directions des contours la relation
établie au 1°° chapitre. Dans ce cas, par conséquent, la direction des
contours donne le signe de lintégrale.

Si, au contraire, ¢ est une surface fermée formant la limite d'un
champ § dans lequel ni f ni 7 n'ont de singularités, nous aurons
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f]‘dF ff d COb ne d(lF )005 ny -+ d(:;FJ) cos nz)da'

(9 dF 9 dF o dF
:f‘f <5«:d(y, z) + é?/d(z, x) + ?Ed—(m,y)>
s
of dF of dF o dF

dS = o.

+5b£d(y,z) dyd(z, w) a_zd(w,y)l

On a donc le théoréme cxprimé par la formule

(26) ff'd.F = O.

o
Si le champ 8 n'est pas limité par une seule surface, mais par les sur-
faces o, (i = 1,...,n), on aura

"
(26 Z [fiF —o.

1

ai

Le théoréme exprimé par les formules (26), (26”) est une généralisation du
théoréeme de Cauchy.

7. Supposons que les fonctions ¢, ((=1,2,...,n) alent une
liaison d'isogénéité. On pourra écrire

: ? aspl asps
ao, , duw ’
(27) I = /‘ga,.d(l)i s = | ¢,—+do= e, * " dudv,
; ’ do %,
’ . v 7 o

#, v étant des coordonnées curvilignes dont les directions par rapport a
celle de la normale » sont disposées comme on a établi au § 4. En
posant

2¢; o¢;

é’q‘;du — dsﬁi, ﬁdu == dsﬂs,
a% Y a% S
a—v— v = 0P, ﬁd?) = 0¢,,

on aura
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Si ¢ est une surface fermée qui renferme un champ § ol il n'y a pas
de singularités des fonctions ¢,, on aura

d i3 d?s
(28) P I
0p; , 0¢,

Voila une nouvelle expression du théoréme de Cauchy généralisé.

8. Retranchons par des surfaces fermées les parties du champ ou
les fonctions f et F ont des singularités. Par des sections linéaires on
restitue au champ la connection superficielle simple. Cela posé; il est
clair que toute surface fermée sera la limite d'un champ ou f et F
n'ont pas de singularités. Soient I, ct L, deux lignes fermées dont la
direction est connue. Appelons — L unc ligne qui coincide avec L,
mais qui est prise dans la direction contraire de L. Supposons quc,
dans Tespace sectionné, on puisse mener une surface par — L, et L,.
(Voir chap. I, art. 2, § 3.)

Prenons la direction de la normale n & ¢ par rapport aux directions
des lignes — L, ¢t L, de la maniére qu'on I'a établi (voir chap. I, art.
3, § 3). L’intégrale .

(29) [rar

sera déterminée. Il cst aisé de démontrer que la valewr de Uintégrale
(29) ne dépend pas de la surface o, mais dépend seulement des lignes L,
et L. Ln effet si 'on meéne par — L, et L, une surface o, qui ne
coincide pas avec o, les surfaces o et o formeront une ou plusieurs
surfaces fermées. Par suite

J1F = o,

oty
d'oit résulte la propriété énoncée. C’est pourquoi lintégrale (29) peut
étre désignée par

(30) [far.
Lo
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En changeant la direction de la normale n on change aussi le signe de
l'intégrale. Par suite

1z, L,
[ fdF = — Lf fdF.

Supposons qu'on rend la courbe L, fixe, en laissant L, variable; l'inté-
q 0 bl 1 )
grale (30) deviendra une fonction de la ligne I,. On pourra donc écrire

Ly
frar = ojL].
Ly

® et F ont une liaison disogénéité et on aura

do
ar =1

Cela démontre que la dérivation ct de Uintégration, telles quon vient de
les définir, sont deux opérations inverses.
De méme si les fonctions ¢, ont une liaison d’isogénéité, on aura

Ly

de, , de, y
@i = |[I‘1}

S S
0505 y 050,.

Ly
et ¥|[L,)| aura une liaison d'isogénéité avec les fonctions ¢,.
~ Soient f et ¢ deux fonctions conjuguées a la fonction I, on pourra
écrire
Ll
*ldf, de

F'[Iﬁ” — F
i of , oy

(L) =

(

Nous avons achevé le mémoire en montrant dans le dernier article
que, lorsqu'on a un systéme de fonctions de lignes qui ont une liaison
d’isogénéité, on obtient par le procédé de la dérivation des fonctions de
points f; i=1,2,...,n) qui sont lides par les relations

Ufir fro £ _
d(®, 1y, 2)
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Cest pour cela que les variables f,f,, f, doivent étres liées par des
relations

(l)) 501', 1',s(fi b fr’ fa) = O.

Réciproquement si on a des variables liées par des relations (P), il est
bien aisé de voir qu'il y a entre elles une liaison d'isogénéité. Voila
le point par ol ces recherches se rattachent a celles de M. Poincarg.
Le théoréme que nous avons énoncé au § 7, de l'article 5 est équivalent au
théoréme donné par M. Poincarg dans le mémoire sur les résidus des
intégrales doubles.

On voit méme aisément comment les fonctions des lignes peuvent
s¢ rattacher a une généralisation des intégrales abéliennes. Mais je crois
quavant d’aborder une telle question il ecst utile, pour n'étre pas obligé
de traiter des cas particuliers, d’étendre aux hyperespaces les considéra-
tions que je viens d’exposer. Ce n'est pas la une généralisation ou il
n'y aurait qu'un pas & faire pour atteindre le but. On trouve au con-
traire quelques difficultés. En premier lieu, dans un espace & % di-
mensions on doit considérer des fonctions des espaces & 1,2,...,%—1
dimensions. En second lieu, tandis que les systémes d’équations (9) (chap.
I, art. 5) peuvent toujours s'intégrer, les systémes analogues qu’on trouve
lorsqu'on étend la question aux hyperespaces n'ont pas toujours des inté-
grales communes. Pour traiter la question dans le cas général, il faut
recourir a la théorie des intégrales communes aux systémes d’équations
différentielles aux dérivées partielles. Il faut que certaines conditions
solent remplies, afin que les fonctions du 1 degré des hyperespaces puis-
sent s'obtenir par lintégration des fonctions des points, tandis que pour
les fonctions des lignes dans l'espace les formules du § 8 sont toujours
vérifiées. On voit donc que, dans le cas des hyperespaces, on doit trouver
des catégories de fonctions qui ne se présentent pas dans le cas des espaces
ordinaires.




