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Remarques sur les groupes abéliens infinis admettant

une base finie

Par Trycve NAGELL

1. Nous désignerons par 4, B et C des éléments de groupes abéliens infinis,
par a, b, ¢, d, f, g, v et v des nombres entiers rationnels et par 4, j, m, ¢, r
et s des nombres naturels. It faut d’abord préciser certaines notions, & propos
des groupes abéliens infinis, que nous allons employer. Rappelons aussi de quel-
ques faits simples au sujet de ces groupes.

Soit G un groupe abélien infini. La composition des éléments dans G sera
désignée par le symbole d’addition --. Supposons qu’il existe dans G un nombre
fini d’éléments 4,, 4,, ..., A, tels qu’un élément quelconque C dans G peut
étre généré de la maniére suivante

C=c A, +cyd,+ ... +c 4,

€y, €y, ..., Cs étant des nombres entiers rationnels. Alors le systéme 4,, 4,, ..., 4,
sera appelé un systéme générateur de G, et nous désignerons le groupe par
G(4,, 4,, ..., 4,). Ce systéme s’appelle une base du groupe quand le nombre s
a sa valeur minimum. Alors il est bien connu que tout sous-groupe de G admet
aussi une base finie; voir p. ex. [1]1, p. 39-41. Nous allons, entre autres, donner
une precision de ce résultat.

Pour simplifier nous considérons seulement les groupes abéliens purs (on dit
aussi: sans forsion). Ainsi tous les éléments sont d’ordre infini, excepté 1’élément-
unité. Les éléments A,, 4,, ..., A, du groupe pur G (distincts de I’élément-
unité) sont dits indépendants entre eux quand la relation

g A +a,dy+ ... +a,4,=0

ne peut subsister que pour a,=a,=... =a,=0; dans le cas contraire ceux-ci sont
dits dépendants entre eux. Rappelons aussi les faits suivants: Pour que le systéme
générateur A, A,, ..., A, de G constitue une base de G il faut et il suffit que
les éléments A4,, 4,, ..., 4, soient indépendants. Le nombre d’éléments dans
une base sera appelé le rang de G. Le rang est le nombre maximum d’éléments
indépendants. Si r est le rang le systéme générateur 4,, 4,, ..., A, est une base.
Pour les démonstrations nous renvoyons & [2], [3] ou [4].

! Les numéros figurant entre crochets renvoient a& 'Index bibliographique placé & la fin de
cette note.
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2. Nous allons d’abord établir le résultat suivant:

Théoréme 1. Soit G un groupe abélien infini pur admettant la base finie
4., 4,, ..., A,, et soit U un sous-groupe de G. Pour certaines valeurs de i (1<1<7r)
tl y a des éléments dans U de la forme

C¢=a1A1+a2A2+ .- +a1A,-,

on 0y, @, ..., a; sont des entiers rationnels et a;+0. Désignons par by la plus
petite valeur positive de a. qui est possible quand les nombres ay, a,, ..., a; varient
librement de fagon que Uélément C; appartienne & U. Soit, pour les valeurs de i
en gquestion,

Bi=bi1A1+bi2A2+...+bﬁAi (l)

un élément dans U, by, by elc. étant des entiers rationnels. Alors les éléments B,
constituent un systéme générateur de U. Si g est le rang de U on a g<r.

Démonstration. Si C est un élément quelconque de U on a
C=a,4,+a,4,+ ... +a. 4,

Supposons que @,=a,_1=... =an;; =0 tandis que a,+0. Alors I'élément B, du
théoréme 1 existe, et en vertu de la définition de by il est évident que a, est
divisible par b, En effet, en posant anp=cnb,,+d, o 0<d <b,,, on aura

C—cnBn=0, A, +asdy+ ...+ apy Ap_y +dAy.

Vu que C—¢,B, appartient 4 U, on a nécessairement d=0. De la méme
maniére on montre que U1 (si==0) est divisible par bn_1, m-1. En continuant ce
procédé on aura évidemment

C=2cB,
i
la somme étant étendue 3 toutes les valeurs ¢ pour lesquelles B; est défini. Le

théoréme 1 se trouve ainsi démontré. Nous allons y ajouter le résultat suivant:

Théoréme 2. Les éléments B, dans le théoréme 1 constituent une base de U.

Démonstration. 11 suffit de montrer que les éléments B; sont indépendants
entre eux. Supposons gu’on ait

EuiB,-=0, (2)
i

et que u;=0 pour :>m tandis que u,=+0. En introduisant les valeurs de B;
données par (1) dans (2), nous obtenons une relation de la forme

E’v;Ai=0,

ol v;,=0 pour ¢>m tandis que v, =unbu,+=0. Or cela est impossible vu que
les éléments 4,, A,, ..., 4,, sont indépendants.
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3. Si dans le théoréme 1 le sous-groupe U a le méme rang r que G, les éléments
B, ainsi que les nombres b; sont définis pour toutes les valeurs i=1,2, ..., r.
Dans ce cas nous aurons le resultat suivant:

Théoréme 3. Supposons que le sous-groupe U dans le théoréme 1 a le rang r
et que les r éléments

Bi=b11A1+b12A2+.‘.+bilAi (3)
constituent une base de U. Alors on peut supposer quon a, pour 1<j<i—1,
0< bii < bjj. (4)

Il 'y a qu'une seule By, B,, ..., B, de U qui satisfait aux conditions (4).

Démonstration. En divisant by ;_; par bi_; -, on aura

biici=fbi1.i21 19,

o 0<g<bi_y,-y. Alors il est evident que, dans la base By, B,, ..., B,, I'élé-
ment B; peut étre remplacé par

Bi —fB¢_1 =0y A1 +62 Az + ...+ Ci_gAi_g +gAi_1 +ay; Ai~

Iei on pent, d’une maniére analogue, réduire le nombre ¢;_» (si+=0) modulo
bi_s,1-5. En continuant ce procédé on voit que B; peut étre choisi tel que les
inégalités (4) soient remplies.

Il reste & montrer qu’il n’y a aucune autre base B;, B, ..., B; de U qui satisfait
aux conditions (4). En effet, supposons qu'on ait, pour i=1,2, ..., r,

Bi=biy A, +big Ay + ... +bi; A,

. ’ ’ , . . .

ou 0<b;<by. Vu que les b; sont déterminés d’une maniére unique on a, pour
. 1 - ’

tous les ¢, b;=05; Alors la «différence »

Bi~Bi=(bu—bi) Ay + ... + (bi1-1—bi.i-1) Ais
est un élément de U. Ici on a évidemment, en tenant compte des inégalités (4),
|bi,£—1—bi/.i—1|<b1—1.iA1-

En vertn de la définition de &;_y;_ il en résulte que b, ;. =b; ;1. En con-
tinuant de cette maniére on arrivera & la conclusion que b, =b;; pour toutes les
valeurs de ¢ et j. Ainsi on a B;,=Bj. Le théoréme 3 se tronve donc démontré.

Les résultats que nous venons d’établir ont fait, depuis plus de trente ans,
partie de mes cours sur la théorie des groupes. Ils sont, entre autres, trés utiles
pour les calculs numériques avec les nombres algébriques; voir p. ex. [5] et [6],
p. 354.
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