ARKIV FOR MATEMATIK Band 7 nr 45

1.68 063 Communiqué le 10 avril 1968 par ARNE BEURLING et LARs HORMANDER

Sur un systéme d’équations linéaires & une infinité
d’inconnues. II

Par KArL DAGERHOLM

0. Introduction

Minspirant de T. Carleman [1], j’ai étudié comment résoudre certains systémes
de la forme

2 6% =0 (P=1,2,...), 8y

@ la seule condition que les solutions x= (%, %,, ...) rendent convergentes les séries
du systéme considéré.

Dans [3] j’ai démontré le théoréme d’unicité suivant pour un systéme de la
forme

:E::I(p—aq)_lxq=cp (p=1; 2, ...). (2)

8i dans le plan complexe la constante a se trouwve en dehors de Uintervalle réel
0<a<1 le systtme homogéne c,=0 (p=1,2,...) n’admet pas d’autres solutions que
2=0. Si a est réel et 0<a<1 il existe d’autres solutions.

Il est entendu qu’on raye les termes qui deviennent infinis.

Dans cet article nous allons considérer le cas auparavant non résolu a=1

é'l(p—q)‘leo (p=1,2,...), 3)

ou Paccent indique ici, et par la suite, qu’il faut supprimer les termes infinis.

Nous mous proposons de déterminer toutes les solutions x=(x,, &,, ...) qui rendent
les séries de (3) convergentes.

Le méme probléme a ¢été posé dans [3], page 34.

Dans §1 je prouve que la condition nécessaire et suffisante pour l’existence
d’une solution z+0 du systéme (3) équivaut & Pexistence d’une fonction entiére
ayant des propriétés données. Dans §2 je démontre l'existence de la fonction
entiére, mentionnée dans §1. Dans §3 je trouve l'unicité de la fonction entiére
et ainsi I'unicité de la solution du systéme (3).

En publiant le présent article nous avons la joie d’exprimer notre profonde
reconnaissance 4 M. Arne Beurling, Professeur & 1'Institute for Advanced Study,
Princeton. Nous disons ici notre particulidre gratitude pour les encouragements
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et les idées dont il nous a fait bénéficier maintes fois depuis notre soutenance
de thése. L’élaboration du travail que nous publions aujourd’hui doit beaucoup
4 son fructueux enseignement et 4 son aide désintéressée.

1. Une condition nécessaire et suffisante pour une solution x =0
Nous démontrerons le théoréme suivant.

Pour qu’une suite {x,)7, qui rend convergente la série

(4)

»-Mg
s |§

soit une solution de (3) il faut et il suffit qu'il existe une fonction entiére f possédant
ces propriélés

fm) =(=1)"z, (n=1,2,..), ®)
fr)=0 (n=1,2,...), (6)
f(r) =0 (n=0,-1,—2,..), (7)
|f(z+iy)| =o€y  uniformément pour <0, (8)
|fx+iy)|=0 (1 er!:ﬂ e”'”') uniformément pour x> 0. 9)

Si (4) converge on forme la fonction méromorphe

Wo)=3 0 s (10)

Par une sommation partielle il suit que

- ﬂ) oo
h(z)—o(A(z), || , (11)

ou A(z) désigne la distance de z aux nombres entiers positifs.
Si {z,}° est une solution de (3) on aura

h2)=(—q) 'z, +0—¢q) (—q¢=1,2,...). (12)
En posant fe)=n ' sinmz- h(z) (13)

on obtient enfin une fonction entiére satisfaisante aux conditions énoncées.
Inversement si f(z) satisfait aux conditions précédentes et si

Sy

n

converge, alors h(z) définie par (13) jouit des propriétés (10) et (12) avec x,=
(—1)*f(n) et fournit, par conséquent, une solution de (3).
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2. L’existence de la fonction entiére

Démontrons maintenant I’existence d’une fonction entiére f=0, figurante dans
le §1. Soit

une fonction analytique dans le cercle unité et telle que g(s) (1 + s)* (1 —s)? soit
continue pour [s|<1, « et B étant des constantes positives, a< 1, < 2. Posons

d
fz)= (Qﬂi)‘lfr pls) e 2or =,

8
&

ou I'; désigne le chemin d’intégration indiqué ci-dessous

et ou la partie imaginaire du logarithme est prise dans l'intervalle (—, 7). Nous
allons chercher & déterminer @ de sorte que la fonction entiére f(z) satisfasse aux
conditions du théoréme précédent. Nous avons

¢, (m=1,2,3,...),
fmy=y "
0 (m=0,—1,-2,...).
La propriété f(n)=0 (n=1,2,...) entraine
(2m')'1f p(s)s " Plogsds=0 (n=1,2,...). (14)
I‘B
D’aprés I'hypothése faite sur @ on peut remplacer I'. par [y(|s|=1) et (14)
g’ éerit

fﬂ P(e®) fedh—0 (n=1,2,...). (15)

—J

Puisque @(¢) 0€ L' (— 7, ) la relation (15) entraine I'existence d’une fonction (s)
appartenant & la classe de Hardy H' pour le domaine |s|>1, telle que I'on ait p.p.

lim y(re®) = p('%) = Op(e'®), —n<0<m. (16)

r=1+0
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Le probléme de la détermination de ¢ et y peut se résoudre par une méthode
appliquée par Wiener et Hopf & des problémes similaires pour le demi-plan, [2].

En éerivant (1/s) p(s)= ¢, (s) on doit trouver ¢, et y dans les classes de Hardy
H' pour |s|<1 et |s|>1 respectivement de sorte que p.p.

e g (e

- . 17
0 ()’ an

@1(8) (1 +8)*(1—s)? continue pour [s|<1. (18)

Abstraction faite d’un facteur = ¢ le nombre gauche dans (17) peut s’écrire

_l__ eAi6+i§nsign0
Nous déterminons d’abord une décomposition en facteurs de 1//6].

Soit g(s)=wu+1v la fonction analytique dans |s|<1 dont la partie réelle satis-

fait & la condition

u(e"’)=%10g|~;—l, —m<f<m

et dont la partie imaginaire s’annule sur le segment (—1,1).
. T3 J=\ 1 . 1 i0
La fonction g(1/8)=u o 0)— v o 0} (s=re?

est donc analytique pour |s|>1. Pour s=¢%, —n<O<mn, I'on a
que p >

1

eg(s)/e‘y(lls) — eZu(l.O) — I_I
Il reste & trouver les facteurs de la fonction

g i0tidnsiend o< g,

La solution est élémentaire

o 10FidnsiEno _ Vi-s

: 1 1 <fO<nm
= ) — 7 .
V1-s? VI_SZ/VI—S_z

V1—s* étant réel >0 pour —1<s<1 et V1—s2>0 pour s>1.

~g(l/s)

1 —if+itasignd eg<8) € i0
Done —e = our s=¢% —m<O<am.
6] V1—s2/ Vi—s2
] 1 5696 eI 4
Il s’ensuit -7 (19)

0 Vi-s/ Vi-s2 ¥
olt p et p satisfont aux conditions données avec j<a<1l, 1<f<2.
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La fonction P(8) = ———=== 2 ¢,s" (20)

donné, par conséquent, naissance 3 une fonction entiére f du type considéré,
b 3
pourvu que la série
[
2 (=1)*ate,
n=1
converge.

1= 0|+ ),

Posons u(1,0)=}log

1-— i0

6

k(e'®) = L log = > b, cosnf.
n=0

Y

La fonction k est absolument continue et posséde une dérivée & variation
bornée. Donc b,=0(1/n%). 1l s’énsuit

! + k(s), k(s) = § b,s".

1-s n=0

gls) =} log

On comprend que k(s) est réguliére dans s=1. On peut donec écrire

1 1 s 1
§)= —— V4 ( PON. ek(l))
# V2(1—s) 1-s\J1+s )
S:: (ek(l)
ou sy = —+ c;) s™,
pls)= 2. z

Puisque les ¢, sont des coefficients de Taylor d’une fonction majorée par
const-|s+ 1| 7%, cela entraine d’aprés Hausdorfi-Young la convergence des séries

> |en]? pour g>2.
oo
Donc la série >S(—1)"n e,
n=1
converge.

3. L’unicité de la solution

S’il se trouvait deux fonctions linéairement indépendantes f et f,, satisfaisant
aux conditions (6)-(9), il existerait aussi une combinaison linéaire

g=af+bfi; |a|+[b]+0,

telle que ¢'(0)=0 et que g=+0.
L’unicité est ainsi une conséquence du lemme suivant.

Lemme. Les conditions (6)—(9) plus celle de ¢'(0)=0 entrainent
9(2)=0.
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D’aprés le théoréme de Rolle, ¢'(z) =0, en certains points z= —4,, ol n <1, <
n+1, n=0,1,2,....
En vertu de (8) et (9), il s’ensuit

lg' (z+iy)| =o(e™?), d<argz<2m—d. (21)

Le principe de Phragmén-Lindelof appliqué & ¢'(z)/sinzmz dans langle —d<
argz < -+ 6 prouve que la formule (21) est valable uniformément pour |z| = co. Done

m(r) = (2n)1f2nlog lg'(re®)| d6 = 2r — w(r), (22)
0

ol w(r)—>oco pour r—>oo.
Si le lemme n’était pas vrai, it existerait un nombre entier p=>1, de sorte
qu’on ait
g (2)=a,2+a, 12"+ ... (a,F0).

La formule de Jensen appliquée & g¢'(2)2~? donne

T dt

log || <m(r)—plogr—f n(t) 7
0

ol n(r) désigne le nombre des zéros de ¢'(z) dans le domaine 0<|[z|<r.
Dans ce qui précéde nous avons n(r) >2[r] pour tous r>0. Il s’ensuit

Tt [t
log |a,| < — o(r)—plogr + 2f t—t—[] dt< — w(r)— (p— 1) logr + O(1).
0
Par conséquent on obtient a,=0. Cette contradiction démontre le lemme.

4. Une conclusion

Des résultats précédents on peut tirer la conclusion suivante.
Pour que le systéme homogéne

2 (p—ag)x=0 (p=12,..)

ait une solution, non triviale, rendant convergentes les séries, il faut et il suffit que
le nombre complexe a se trouve sur Uintervalle fermé [0, 1].
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