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Contributions a la théorie des séries de Dirichlet
Note IV

Par Fritz CARLSON

1. Soient 4, des nombres réels vérifiant
0S11<22...<}»n<1n+1..., 1,,)—)00

et C, des nombres quelconques tels que

(1 |Cnl < Ang1, n=1,2,..
Considérons la série
Aot Aotz
@  Fo-3c{—— f e dy— f evedu)
v=1 \u-'v-{-l - zv 11:4—2_‘ ;w+1
Ay ' 41

pour des valeurs réelles et positives-de z. Les parenthéses étant positives, cette
série a la majorante

. - Ayt iyt2
@ : Z {}m+1 — A f et du— }vu+2 — v+l f e”“du}
Ayt

série qui converge uniformément pour = ¢>0. On voit facilement que la
somme (3) a la valeur

Ag 6—l‘x —_— 2.1 e"‘”

<
}.2 - Al 1
pour £ >0. La série (2) peut étre dérivée. On aura
- dpt+1
[F™@)| <3 2 - f e v % (zut —nut)du—
v=l  |Avr1— A
lv .
dysz
1 -uT 7 n—1
—_ —nut1)du
Aore—Avi1 f e oy )
to1
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et, par un calecul facil,
| F® (z)] < =—.-—~ K, K constante.

Donec le développement

& F (g
4) 2 (z—a)y" —‘I*’( %)
0 |
converge pour
(5) |z —z| <.

Mais z étant arbitrairement grand, tout point donné du demi-plan R(z) >0
appartiendra & un cercle (5). Par conséquent la série (4) définit une fonction
analytique réguliére pour R(z) >0 et identique & la fonction (2) pour z =
réel et positif. On a |F(z)| <1 pour z réel et positif.

Cela étant, supposons la série de Dirichlet

(6) 16) = Saner

convergente pour une valeur finie de s. Soit s = ¢ + ¢¢ (6> 0) un point &
Iintérieur du demi-plan de convergence et posons

o k(3
on = D apge M, Sn = D aye Mli, (59 = 0)
v=n v=1

On a g, 0 et, & l'aide d’une sommatior partielle, on trouvera

Spe - 0.
Posons

Zl(}vn-{—l - }4;) ape_lvti = Cn (t) = On.
Alors

n n
Dayeht =3 (sy—8o-1) e h® =
v=1 v=1

o1 yt2
n—1
c c :
=30, {— f e oduy— — e‘“”du} +
=1 Av+1_‘lv Av+2——lv+1
Ay o1
41
07,,—-10‘ A
+o——— | e % dutsen
)bu+1‘—‘}.n .

n

Supposons maintenant que les C. vérifient les inégalités (1) et faisons tendre
n vers l'infini. On aura
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Ap41 Yia
7 = v {# f ~uad — VL,___ f —uo'd 1 .
( ) f(S) vgl ¢ }-v+1 - ).q; 2 " /’{v+2 Av{-l ¢ uj
v A1

Nous avons établi cette égalité pour o positif et plus grand que Pabscisse de
convergence de la série (6). D’aprés ce que nous avons démontré plus haut
Iégalité subsiste pour o>>0; f(s) est une fonction réguliére dans ce domaine
et de module < 1. Donc:

pour que la série (6) supposée comvergente pour une valeur finie de s définisse
une fonction réguliére et de module < 1 dans le demi-plan o> 0, il suffit que

(8) I. zl (An+1 - Z-v) Ay e——lvtil < Z-n+1
Y=

pour n=1,2,3, ... et pour toute valeur réelle de t.

Inversement, supposons que la série (6) converge pour un s fini et qulelle
représente une fonction f(s) réguliére et de module < 1 pour ¢ > 0. Alors pour
So=1i, >0, >0

pt+ico
: 1 dz
z— ) a e—). ti — x(z—sg) 7%
zvéz( ) a 27sz3 e (= — sp)?
’I,DO
pio
— z em(z So)_Q +- e—z(z—so)
" mi =N RGL F=
—{0
B+ico

(z— 50)2

1 ) 2 (=50 ~Z(e—sp) dz
= —— f(z) {ez —e 2 }

271 f

p-ioo
de sorte que

oo
1S (2 — A ape—oti| < L s Gria—m e—;f rig-mfF dy
Ap=<x v ? 27 I fl/"“ll
—o0
1 du
== | (f*+ e F%2—2 cos ux
%f( ) 2+ﬁ2
2 2 sinﬂziﬁ ’
2z sin w\? Fr+eFT—2 n  Ba? 2 du
=— —) du + ———— T == ]
1 np 2 7 Bzu 1+w
0 b1 2

quantité qui tend vers

T u

2 (sin u)zdu s
T

lorsque B tend vers zéro. Par conséquent:
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pour que la fonction f(s) définie par la série (6) supposée convergente pour un
s fins reste réguliére et de module <1 pour o>0 4l faut que

(9) |3 @—d)ase bt <
Ay<z
pour tout = positif et pour tout t réel.

2. On voit que linégalité (8) est analogue & I'inégalité correspondante qui
exprime la condition -pour qu’une série de puissance représente une fonction
réguliére et de module <1 dans le cercle unité.! L’une et I'autre sont liées &
la sommation des séries. Il y a d’autres analogies. En maintenant I’hypothése
que la série (6) définit une fonction réguliére et de module <1 pour ¢>0,.
on aura

,,ZELEIZ) f lf(o +it)[Pde = g:l[amPe‘“v"
pour o> 0. Donc? -
(10) S el s1,
et, en particulier, '
(11) law] <1, ©=1,23,...

$il y a un v pour lequel |a,| =1, tous les autres @, s’annulent. Appliquons
cela & Dintégrale
Btiew
. 1
hm—2a”. f f(s) M {1 + oy eh—M)s 4 gyeltn)® 4. + gy~ 8}2 ds
S—tw

ol >0. Cette limite est égale.é.

) an+2¢1ay + 2030, + -+ 2cpap
81

(12) o 20— <Ay

D’autre part sa valeur absolue est majorée par
f+iw
. eMP ! ' P
hIIIm f I]. + cle(‘l_"n)’ + -+ cpe(‘p“n)‘lzds = 8‘”5{1 + Z'Cvlzez('q"—}'")ﬁ}
1
p—iam .

et comme B> 0 est arbitraire, nous en concluons

! C. f. p. e. LaNDAU, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funktio-
nentheorie, Berlin 1929. : )
? Voir Note I, Arkiv fér Matematik etc., t. 16, n:o 18 (1922).
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: P P
(13) lan + 2D cotn] <1+ X el
) T

Supposons a, réel et positif et choisissons

Cy = Ay,
Alors, en posant
lao] = o
il s’ensuit
(14) tmSl—ad—al... —ol.
Si
(12,) 22.1)_11; = l]

I'inégalité (13) sera remplacée par I'inégalité

2 P
lan + 2§cvav Ao =1+ El:lcvlz.
En choisissant maintenant

ap

Cp = 1+“1’ o=, v=12,...p—1
on aurs
2
15) T ST . 20
( ) n = al (xp—l 1+ 253
Observons qué I'inégalité (12) est toujours vérifiée pdur p=1n=23,...de
sorte que
(16) wms=l—a2, n=23,...

ce qui est une premiére amélioration de (11).
Considérons p. e. une série de la forme

ooan
1) f6) =3

Si f(s) est réguliére et de module < 1 pour ¢ > 0 les inégalités (16) conduiront &

M3

In<1
nO'
olt ¢’ est la racine de 1’équation

a1 1
%F 1+O(1

I

ou bien
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as) M=t

» 1__;(;_

p désignant les nombres premiers. (On a supposé o; <<1.) La série (17) peut
dtre écrite sous la forme d’une série de puissance d’une infinité de variables.
En effet, en posant

1
Xy = —5 v = 1, 2,
P,
oll p; =2, po =3, ... sont les nombres premiers, la série (17) s’écrira

ay + ch Ty + zcvlvzzvlzvz + zcmws Ly, Lo, Loy + -
Considérons la fonction d’un nombre fini ou infini de variables
(19) F(xl, Zo, T3, - .A.) =ay + ZCvxv + Ec'l)l’l)gzlevg +ee

jouissant de la propriété que pour tout m la section Fp(zy, &, . . . m) obtenue
en posant dans ¥

Tm+1 = Tmiz = - =0

est régulicre et de module <1 pour |z;| <1, |2] <1, ... |en|<1. Alors
I'intégrale

dxldxz dxm
an)mff fF xl, coexm) (L pad. .. 90,3”‘)2 wa;1+1 x;g+1 T wvm—H

prise suivant des cercles |z»| = R, <<1 est égale &

b + 2 uay
o b est le coefficient de z%a®...z?n D’autre part la valeur absolue de
Pintégrale est

<1+ |ul

Il s’ensuit
. |b]—<—1—°l%, 01=|a1l
Nous en concluons

oy + zlth)wvl + 2|cl’1vz$'v1xvg| +..-=<1
pour |@o| < g, v=1,2,... ou
> .
<1+ .
vl;Il 1+o

Tryckt den 2 september 1952

Uppsala 1952. Almqvist & Wiksells Boktryckeri AB

298



