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Communiqu6 le 27 f6vrier 1952 

Un th6orhme arithm6tique sur les coniques 

P a r  

TRYGVE N A G E L L  

1. Nous prenons pour domaine de rationalit6 fondamental un corps quelconque 
donn6 ~ .  Par nombre rationnel nous entendons un nombre appartenant h ~ .  

Le point dans le plan P (x, y, z), en coordonn6es homog~nes, est appel6 point 
rationnel quand les coordonn6es sont proportionnels s trois nombres rationnels. 
Le point P (x, y, z), sera appel6 point (relativement) algdbrique quand x, y e t  z 
sont proportionnels s trois nombres alg6briques relativement s ~ .  Sans restreindre 
la g6n6ralit6 nous pouvons supposer que l 'un des nombres x, y, z soit 6gal s 1. 
Quand ces trois hombres appartiennent au corps K, alg6brique relativement s 
~ ,  le point sera appel6 point alggbrique du corps K ou appartenant au corps K. 
Supposons que le corps K 1 = ~ (x, y, z), engendr6 en adjoignant h ~ les hom- 
bres x, y ct z, soit d u m  i~m~ degr6 relativement h $2. Alors nous dirons que le 
point P (x, y, z) est un point alggbrique du m um~ degrg, et nous l'appellerons 
point primiti[ du corps KI. En d6signant par ~(o un nombre conjugu6 ~ ~ rela- 
t ivement s ~ nous dirons que le point P (x (0, y(O, z(O) est un point conjugu~ au 
point P (x, y, z) relativement s ~ .  

L'ensemble des points conjugu6s sera appel6 syst~me rationnel irr~ductible de 
m pqints dans ~ .  ~qous appellerons syst~me rationnel dans ~ tout syst~me de 
points compos6 d'un nombre de syst~mes rationnels irr6ductibles dans ~ .  
Ce syst~me est r6ductible, s'il est compos6 de plus d'un syst~me irr6ductible. 
Un syst6me rationnel de deux points est appel6 couple rationnel, et un syst~me 
rationnel de trois points triplet rativnnel. 

2. Nous dirons qu'une courbe alg6brique plane 

(1) / (~, y, z) = o 

en coordonn6es homog~nes appartient s ~ quand les coefficients de la forme 
ternaire /(x,  y, z) appartiennent ~, ~ .  J'appellerai une droite "~ coefficients ra~ 
tionnels une droite rationelle (dans ~) ,  et d'une fa~on analogue je parlerai d'une 
conique rationnelle. 

Soit K un corps alg6brique du m i~'~ degr6 relativement s ~ .  Supposons donn6e 
la courbe (1) appartenant ~ ~ et supposons que l'6quation (1)air  une solution 
en nombres x0, Y0, Zo appartenant s K. Cette solution sera appel6e solution pri- 
mitive en K de l'6quation (1), si le point P(xo, Yo, %) est un point primitif de 
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K. Nous dirons alors que l'~quation diophantienne (1) est e]/ectivement @soluble 
dans K, et nous appellerons K corps rdsolvant de la courbe (1) dans le domaine ~ .  

HILBERT et HURW~TZ ont examin4 le cas dans lequel l '~quation (1)repr~sente 
une courbe unicursale; voir [1]) I1 r~sulte de leurs recherches: Si la courbe (1) 
cst de degr~ impair, elle est birationnellement ~quivalente dans ~ s une droite 
rationnelle. Si elle est de degr~ pair, elle est birationellement ~quivalente dans 
$2 .~ une conique rationnelle. On en conclut: Si l'~quation (1) est de genre z~ro et 
de degr~ impair, elle est effectivement r~soluble dans un corps alg~brique quel- 
conque relativement h ~ .  

3. Soit C une conique rationnelle dans ~ ,  qui n ' admet  aucun point rationnel 
dans K~. 

Soit K un corps alg~brique du n i~e degr~ relativement ~ ~ .  Supposons q u e  
]a conique C admette  un point alggbrique primitif du corps K; alors elle admet  
aussi les points conjugu~s relativement ~ 5~. 

Supposons que n soit impair et posons n = 2 m -  1. Par  les n points con- 
juguSs sur ]a coniqhe et par  

~ m ( m  + 3 ) - - n  

points rationnels quelconques dans le plan je puis faire passer une courbe alg~- 
brique de degr~ m. Cette courbe aura ~videmment les coefficients rationnels. Elle 
coupera la conique en 2 m points qui formeront un syst~me rationnel. Parmi 
ces points se trouvent les n = 2 m - - 1  points conjugu~s relat ivement ~ ~ ,  qui 
forment aussi un syst~me rationnel sur la conique. On en conclut qu'il y a 
n4cessairement un point rationnel sur la conique. Comme cela est contre l 'hypo- 
th~se nous concluons: 

T h 6 o r ~ m e  t .  Soit C une conique rationnelle dans ~ ,  qui n'admet aucun point 
rationnel clans ~ .  Si K est un corps rdsolvant de C dans ~ ,  le degrd de K, re- 
lati/ d ~ ,  est un nombre pair. 

Ce r~sultat peut aussi ~tre ~nonc~ de la muni~re suivante:  

T h 6 o r ~ m e  2. Si l'dquation quadratique honiogdne 

] ( x , y , z )  = O, 

d coe//icients rationnels dans le domaine ~ ,  n'admet aucune solution rationnelle dans 
~ ,  hors x = y = z = O, elle restera irrdsoluble mgme aprds l'adjonction d'un nombre 
algdbrique, dont le degrd est impair relativement d ~ .  

E x e m p l e s  n u m 6 r i q u e s .  La conique 

x 2 + y 2 -  3 z 2 = 0 

n 'admet  aucun point rationnel dans K(1).  Par  suite, elle n ' admet  aucun point 
rationnel dans K(~),  si ~ est un hombre alg~brique de degrd impai r .  

Si une conique dans K ( 1 )  n 'admet  aucun point rationnel dans K ( i ) ,  on 
montre aisdment qu'elle n 'admet  aucun point rationnel Oans le corps engendr6 

1 Les  num6ros  f iguran t  entre crochets renvolent  k la Bibl iographie  plac6e ~ la f in de eette 
Note.  .~ 
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par les racines cubiques irrationnelles et r4elles 
3 3 3 

Va~, V ~ ,  V~[, . . .  in inf., 

o~ al,  a2, aa . . . .  sont des nombres entiers, al < a2 < aa < �9 �9 .; ce corps n 'est  
plus un corps alg6brique de degr6 fini. En effet, pour cela il suffit de montrer 
que le corps alg6brique 

3 3" 3 

est de degr6 impair. Puisque le corps K~ est r~el, il ne contient aucun des con- 
jugu~s imaginaires du hombre 

3 

= V~m+l .  

Done ~ est ou du premier ou du troisigme degr6 relativement s K~. On en 
eonclut que le degr6 de K 1 est une puissance de 3 et par suite impair. 

4. Dans un travail ant6rieur j 'ai  6tabli le r6sultat suivant anaIogue au th6o- 
rgme 1 (voir NAGELL [2]): 

T h 6 o r ~ r a e  3. Soft C u n e  cubique rationnelle clans ~ ,  qui n'admet aucun 
point rationnel dans ~ .  Si  K est un corps rdsolvant de C clans 5"t, le degrd de 
K, relati] d ~ ,  est un nombre divisible par 3. 

Dans ce th~or~me il s 'agit naturellement d'une cubique du premier genre. 
Quand ~ est alg~brique, j 'ai  montr~ que la cubique a une infinit~ de corps 
r6solvants cubiques. Quand ~ est alg~brique et la cubique admet  un point ra- 
tionnel dans ~ ,  i l y  a une infinit4 de corps r~solvants quadratiques. 

5. Les th~or~mes 1, 2 et 3 ne peuvent  pas ~tre ~tendus aux courbes alg~- 
briques d 'un degr6 > 4. Pour le montrer nous allons examiner le cas d'une 
quartique C, rationnelle darts ~ ,  qui n 'admet  aucun point rationnel dans gt. 
Soft K un corps alg~brique d u n  i~m~ degrd relativement s ~ .  Supposons que la 
quartique C admette un point alg6brique pr imit i f  du corps K;  alors elle admet  
aussi les points conjugu6s relativement ~ ~ .  

Consid~rons d 'abord le cas de n ~ -  1 (rood 4) et posons n = 4 r n - - 1 .  Par  
les n points conjugu4s sur la quartique et par 

(2) 21 m ( m  + 3) - n 

points rationnels quelconques dans le plan je puis faire passer une courbe alg~- 
brique de degr~ m. Cette courbe attra ~videmment les coefficients rationnels. 
Elle coupera la quartique en 4: m points qui formeront un syst~me rationnel. 
Parmi ces points se trouvent les n = 4 m - - 1  points conjugu4s relativement h 
~ ,  qui forment aussi un syst~me rationnel. On en conclut qu'il y a n@essaire- 
ment  un point rationnel sur la quartique. 

Pour que ce raisonnement soft valable if faut cependant que ]e nombre (2) 
soft > 0, c'est-h-dire il faut  que m > 5 et que n > 19. 

Dans le cas de n - ~  2 (mod 4) on trouvera par un raisonnement analogue 
qu'i! y a ndcessairement un couple rationnel sur la quartique. Dans le cas de 
n ~ 1 (mod 4) on trouvera qu'il y a un triplet rationnel. 

Par  suite nous obtenons seulement le r~sultat partiel que voiei: 
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T h 6 o r ~ m e  4. Soit C une quartique rationnelle dans s qui n'admet aucun 
point rationnel dans ~ .  S i  P e s t  un point sur C du n i~me degrd relativement d ~ ,  
on ne peut pas avoir n ~ - - i  (rood4) quand n > 19. 

Pour les courbes de degr~ > 4 on aura des r4sultats analogues. 
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