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Mitgeteilt am 11. April 1956 durch T. NaggLL und OTTO FROSTMAN

Uber eine Klasse von kubischen diophantischen Gleichungen

mit drei Unbekannten

Von Stic CHRISTOFFERSON

§ 1. Einleitung
Wir betrachten die diophantische Gleichung
w+ab®®+albuw—3abuvw=2C, 1

wo a und b natiirliche Zahlen sind, deren Produkt ab>1 durch kein Primzahl-
quadrat teilbar ist, und C eine natiirliche Zahl ist.

Wenn die ganzen rationalen Zahlen u, v, w die Gleichung (1) befriedigen, so
wird die Zahl

w=ut+vatwp, (2)
3 s
mit «=Vab® und B=Va®b,

eine Losung von (1) genannt. « und f sollen die reellen dritten Wurzeln sein,
und sie sind also nach der Voraussetzung iiber @ und b positive irrationale
Zahlen. Es ist keine Einschrinkung, wenn wir im folgenden a >b voraussetzen,
dann wird a<p. Eine Losung w heisst grosser als eine andere Lisung w,;, wenn
von der Zahlen w und w; die erstere die grossere ist, und umgekehrt nennt man
dann o, kleiner als w. Zwei Losungen w und o, heissen gleich, wenn o =w,,
was nur fir «=w,, v=v,, w=w, vorkommt.
In dem reinen kubischen Zahlkiorper K (x) ist die Form

Flu, v, 0)=u+ab®v®*+a?bw®—-3a buvw

einfach die Norm der Zahl w =u+va+wpf, und wenn ¢ und @* die primitiven
kubischen Einheitswurzeln sind, ¢?+p-+1=0, wird, mit

o' =ut+vap-+wfhe® und o' =u+tvag®+wpfe, 3)

Flu, v, wy=wow o'
Wir setzen
W' =p=a+dout+mp,

(4)

d=ul—abvw, T=aw®—uv, w=>bv:—uw.
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Die Form F(u, v, w) kann damit als Produkt von zwei Faktoren geschrieben
werden :
Fu,v,wy=@utvatwp)(@+sa+op).

Mit %, », w sind auch 4, 7, % ganz rational. F(u, v, w) kann gleich 0 sein, nur
wenn u=v=w=0, denn u +vo+wh=u+va+wb 'a’, und das Polynom 2*— a b*
ist im rationalen Zahlkérper irreduzibel. @ =0 hat auch u=v=w=0 zur Folge.
Uns interessiert also nur der Fall C =0, und wegen F (u, v, w)= —~F(—u, —v, —w)
geniigt es, positive C' zu betrachten.

o' und @' sind nach (3) imagindrkonjugiert, d.h. & =0’ " ist stets nicht-
negativ, und fiir positives C' muss also eine Losung w von (1) positiv sein.

Wir bemerken auch, dass

(x+yatzf)utvatwp)=u +v,atwpf,
mit
u; =zu+abyw+abzv,
l vy =xv+tyutazw, (5)

wy=zw+byv+zu.

Daraus folgt, dass ein Produkt von einer endlichen Anzahl von Zahlen des
Typus (2) eine Zahl desselben Typus ist, und wenn wir der Kiirze halber

F(w)=F (u, v, w)
setzen, so folgt
F(w o) =F (w) F(w,), (6)

weil 0w, (ww,) (©w) =wo o’ v, 0o
Aus (5) folgt auch, wenn man z+yoa+zf=4d+da+df setzt,

[uﬂ+abv@+abwﬁ=]f’(u, v, W),
1 ut+vidt+taww=0, (7)

uw+bvo+wi=0.

Die Existenz von unendlich vielen Losungen der Gleichung
W+ Do+ D*uw?—~3Duvw=1, (8)

wenn D kein Kubus einer ganzen Zahl ist, folgt natiirlich aus der allgemeinen
Theorie der Einheiten in algebraischen Zahlkdrpern. Mehrere Verfasser haben
sich mit der numerischen Berechnung von Lésungen der Gleichung (8) beschiftigt.
In Arbeiten von MArRkoOFF [1]1, MEISSEL [2], DEDERIND [3], NAGELL [4], WOLFE [5],
CassgLs [6], und SELMER [7] findet man Tafeln von Losungen fiir kleine Werte
von D. Bei NageLL, CasseLs und SELMER geben die Ldsungen im allgemeinen
die Fundamentaleinheiten in entsprechenden Koérpern. SELMER hat ausserdem

! Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der
Arbeit.
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Tafeln fir D <250 und fiir D gleich ungeraden Vielfachen von 4 bis nach D <400
in Aussicht gestellt.

Der Zweck dieser Arbeit ist, einige elementare Abschitzungen der Losungen
von (1) herzuleiten, und zunichst wird eine von DiricHLET [8] angegebene
Beweismethode so ausgenutzt, dass sie eine Abschitzung einer Losung fiir C=1
ermdoglicht.

§ 2. Hilfssiitze
Hilfssatz 1. Die Ungleichung
0<F(u, v, w)<3o?+5af+38 9
hat unendlich viele Losungen in ganzen Zahlen u, v, w.

Beweis. Wenn ¢ eine natiirliche Zahl ist, und » und w die Zahlen 0,1, ...,¢
unabhiéingig voneinander durchlaufen, kann man zu jedem solchen Paar v und w
eine ganze Zahl u bestimmen, so dass

O0sutvatwf<l.

Fir » gilt also —#(x+p)<u<0. Von den (t+1)* Zahlen u+va+wp liegen
mindestens zwei, w,=u; + v+ w f und wy=u,+ v+ w,f, in einem Intervall
der Linge (£+2¢)' Mit w=1u;—u,, v=v,—v, w=w,—w, wird dann, wenn
w1>w27

O<utvatwf<(®+2¢)77,
(10)
Iu|<t(a+ﬁ), ]v|$t, |wl§t.

Fiir die so erhaltenen u, v, w ist
dttatwf=3{(u—va)+u—wph)’+@wa—wph)?}

<3P{2a+pB)+(a+2p)*+ (a+ B} =1t7Ek,

mit k=3a®>+5ap8+38%
Dann wird O0<F(u,v, wy<t®k(®+2¢) 1<k,
und u+UM+w’3=£~(u—’M)—>L'

at+dat+wmpf Bk

Wenn jetzt ¢ so gewihlt wird, dass 1/(#'2+2¢)<1/t*k, also sicher wenn
t' >tVk, bekommt man neue Zahlen o', v, w, die (9) geniigen. Und mit

L=(Vkl+1r, »=0,1,2, ..,
bekommt man unendlich viele Zahlentripel u, v, w, die (9) geniigen.
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Hilfssatz 2. Wenn e=xz+ya+2f8>1 eine Losung der Gleichung F (z, y, 2) =1
ist, sind die Zahlen z, y, z alle positiv.

Beweis. TFiir die reziproke Lésung & gilt
O<E+gat+zf<l,

und damit kénnen nicht &, ¢, Z alle nichtnegativ oder alle nichtpositiv sein.
Wegen ¢=¢ folgt aus (4) und (7):

=% —-abyz; (4a)
y=aZ-zy; (4D)
2=by*—%%; (4¢)
xZ+abyzZ+abzg=1. (7a)

Auns (7a) folgt sogleich Z£=+0, und es kann auch nicht y=2=0. Wir kénnen
damit folgende vier Fille behandeln:

1. §=0, £2<0 oder 2=0, £4<0.
Aus (4a), (4b), (4c) folgt >0, y>0, 2>0.

2. £>0, >0, 7<0 oder £<0, §<0, 2>0.
Aus (4a), (4¢) folgt 2>0, 2>0, und aus (7a) folgt y>0.

3. ©>0, §<0, 2>0 oder £<0, §>0, £2<0.
Aus (4a), (4b) folgt >0, y>0, und aus (7a) folgt z>0.

4. £>0, §<0, 2<0 oder £<0, §>0, z>0.
Aus (4Db), (4¢) folgt y>0, z2>0, und aus (7a) folgt z>0.

§ 3. Existenz und Abschitzung einer Losung fiir C=1

Unter den unendlich vielen Zahlentripeln w, v, w, die (9) befriedigen, miissen
auch unendlich viele F(u, v, w) einen bestimmten Wert n<3a®+5af+35°
geben. Und unter diesen letzten Zahlentripeln muss es auch solche geben, fiir die

w=u;, »=v;, wi=w; (mod n),
denn die inkongruenten Méglichkeiten sind ja nur »®. Dann ist

ui+v¢a+w,ﬂ_(ui+v,m+wiﬁ)(12,-+5,-ot+12;,-/3)_§+17a+§/3‘
u;+ vy +w;f n n

2 2
& =w;ui —abuv;w;+ ab®v v — abvu;w+ atbw;wi — abw;u,v;
=F(u, v;, w;)=0 (mod n).
- 2 -
N=auw; —uu;v;+ v;u — abv;v;w;+ abw v —aw;u;w;=0  (mod n).

2 —
é‘ =bui7];'_u;‘u};w;'+ abv,-w?—-bv;u,-v,-—l—w,-u?—abwi'ujwj:() (mod 7'1/)
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Wegen F (&, 5, {)=n® (vgl. (6)), ist dann z=&/n, y=n/n, 2=_/n eine ganz-
zahlige Losung der Gleichung

Fz, y,2)=1, {11
und sie ist von der trivialen Losung =1, y =2=0 verschieden, weil
uy + vyt wi fFu;+ v+ w; .
Der Existenzbeweis ist damit geliefert.

In der Menge von Losungen >1 sind nach Hilfssatz 2 u, v, w alle positiv.
Also gibt es nur eine endliche Anzahl solche Losungen unter einer festen Grenze,
und daher gibt es auch eine kleinste solche Ldsung, ¢, die wir Fundamental-
l6sung der Gleichung (11) nennen.

Wenn ¢ eine beliebige Losung >1 von (11) ist, gibt es eine natiirliche Zahl
n, so dass &f <eg <&, also

1<eil<eg.
£&7 ist auch eine Losung von (11), und wegen der Definition von g muss also
£&r =1, und damit

e=gl.

Samtliche Losungen der Gleichung (11) sind also ganzzahlige Potenzen der
Fundamentallosung.

Um eine Abschitzung einer Losung von (11) zu erhalten, benutzen wir den
Beweis des Hilfssatzes 1 und den obigen Existenzbeweis, wo wir die Indizes ¢
und § abschitzen wollen.

Mit N =[k]*

bekommt man fir £, ¢;,...,txy N+ 1 Werte 0<F (u, v, w)<[k]. Einer der Werte,
n, muss mindestens [k]*+1 mal angenommen werden. Weil »<[k], miissen
auch zwei modulo n kongruente Zahlentripel diesen Wert » liefern. Also sind
i, = N.

tw=(VEI+ DY5 i, Jug] <tw (ot B); |oil, [osl, [onl, o] <t
|x|=71L|ui?2,~+ab(viﬁ;,~+wiﬁ,-)|
<ty {(e+B) (a+ B’ +ab)+ab(B+a+pf+a+a+p)=1t52+p)’
Analoge Abschitzungen von y und z geben, mit k=3« +5af+34%
|#] <2+ 87 (VE}+ D)™,
ly| <14a® (VE]+ 1), (12)
|2| < 1402 (VE] + 1)¥,
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Damit ist folgender Satz bewiesen:

Satz 1. a) Die Gleichung F(z, y, 2z) =1 ist immer losbar.

b) Die Losungen sind sidmtlich gegeben durch die Formel
Tptynatz f=(r;+tyx+2zp)", n=0, =1, +2, ..,

wo x, +y,a+z, f die kleinste Losung >1 ist.
¢) Es gibt mindestens eine Losung, die den Ungleichungen (12) geniigen.

§ 4. Einige Eigenschaften der Losungen

Satz 2. Hat F(u, v, w)=C eine Losung v +vat+wf= VE, so sind u, », w alle
nichtnegativ.

_Beweis. Mit w=u+vat+wph>VC ist gleichzeitig d=d+va+wf<VC. w=
Ve gilt nur fir w=1, C=1, und fir C=1, was im folgenden ausgenommen
wird, gilt ja der Satz nach Hilfssatz 2. Der Fall, dass zwei von u, v, w gleich

3

0 sind, kommt nicht vor, denn dann ist w=VE’<V5, wenn C>1. Jetzt wird
angenommen, > }C wire eine Losung mit mindestens eine der Zahlen u, v, w
negativ.

1. w=0, uv<0. d=ul—uva+bv’f=(u+va)}-3uva>w®>C. Widerspruch.
Entsprechend fiir v =0, vw<0 bzw. v=0, uw<O0.

2. u<0, v<0, w>0. w=ul+tabwtav’a—uva+blPf+wh=(u—va)l+
uvatabw+ (wph)?+wph=(wp)*>C. Widerspruch. Entsprechend fiir u<0, v>0,
w<0 bzw. >0, v<0, w<O.

3. u<0,v>0,w>0. p=u—abvwtaewatvat+b®f+wp=u+vat+wh+

(wh—va)+abvw>u+vat+twph> Ve. Widerspruch. Entsprechend fir »<0,
uw>0 bzw. w<0, uv>0. Damit ist Satz 2 bewiesen.

Wenn »+va+wpf=0, ist nicht sicher uvw+0, wie {olgendes Beispiel zeigt:
ab=7 F(2,1,0)=15. 24+ 2=3913>3,873= V15. Dagegen gilt folgender Satz.

Satz 3. Hat F(u, v, w)=C eine Losung u+vm+wﬂ>ls/“5 so ist wow=+0.

Bewets. Wenn w=0, ist ¥+ (va)’=C, und also va= Vﬂ Die Funktion
w (u) =u-+ VC’ %® nimmt ihren Maximalwert I/4-C fir = VC / 2 an. Wenn

= V c/ 2 sind aber % und v keine ganzen Zahlen. Also ist fir alle ganzen u und v
u+v<x<V4C #=0 bzw. v=0 hat dasselbe Resulta,t zur Folge.

In dem eben erwahnten Beispiel ist V C= l/60 3,915.
Wenn also Vagl/tl C, folgt aus den beiden letzten Sitzen folgender

360



ARKIV FOR MATEMATIE. Bd 3 nr 30

Satz 4. Hat F(u, v, w)=C=216 eine Losung v +ovatwf= VC, so sind u, v, w
alle positiv.

Fir ¢ =15 ist die Behauptung nicht immer richtig, wie das frithere Beispiel
zeigh.
Um eine Abschitzung fiir den Fall, dass wvw=0, aber nicht alle u, v, w>0,

zu erhalten, bemerken wir, dass in diesem Falle genau zwei der Produkte uv,
ww, vw negativ sind.

2(a+da+wf)=(u—va)+@w—wh)lP+@wa—wph)?>(1+a)’+ (1+p)>
Also folgt

Satz 5. Hat F(u, v, w)=C eine Liosung, wo vwvw=+0 aber u, v, w nicht alle
positiv sind, so. gilt
2C

u+voc+w,3<(l.+a)2+(l+ﬁ)2-

§ 5. Weitere Eigenschaften der Losungen

Wir betrachten die Gleichung (1) fiir willkiirliche positive u, v, w. Setzt man

E=2, p=2%

wﬂ’ " wﬂ’
wird BrpP+1-3&n= g .
Ui " bwt

Fiir positive & und % studieren wir jetzt die Funktion
fEmM=E+n"-3&n+1.

Sie hat bei festem & ihren kleinsten Wert fiir 17=Vg, und dieser Wert ist
(VE—1)%. Fir eine Losung von (1) mit positiven u, », w ist dann

oder

ﬁ(l— V%)ggggﬁ(u ]/;g;)g

Analog wird

und
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Die positiven Losungen von (1) geben also in gewissem Sinne gute rationale
Approximationen der Zahlen « und g. ’

Die Gleichheitszeichen konnen in gewissen Fiallen gelten. Ist z.B. a=n®+1
und b=1, so wird F(n% n,1)=1 und

71\ ¢ '
— _.}._._ =m3+1Dil1 - 1 —pt=2.
ﬂ(l Vazbw3) =@+l (l n3+1) T w

§ 6. Losungsklassen und assoziierte Losungen

Die Gleichung F(z, y, z) =1 ist fiir jedes ab l6sbar, aber es ist nicht immer
moglich, ganze Zahlen u, v, w zu finden, die die Gleichung F (u, v, w)=C, C'>1,
befriedigen. Denn eine notwendige Bedingung ist

C=u4® (mod @) und C=u® (mod b),

d.h. C muss kubischer Rest modulo ¢ und b sein.
Angenommen F (u, v, w)=C hat die Losung

wo=ut+vat+twf,
dann ist auch (vgl. (5) und (6))

we=u, +v,+w
eine Losung, wo
e=xtyotzf

eine Losung der Gleichung F(z, y, z2) =1 ist. Von einer bestimmten Lisung von
F(u, v, w)=C ausgehend erhilt man also eine unendliche Menge von Lésungen
durch Multiplikation mit simtlichen Losungen von F(z, y, z)=1. Alle so ent-
standenen Losungen bilden eine Losungsklasse, und die Losungen in einer Klasse
nennen wir assoziiert.

Wenn zwei Losungen @ und @, assoziiert sind, gilt also w;=we oder
e=w,/w=w,o/C. Eine notwendige Bedingung ist dann

widtaby,wtabw,t=u,9+vdtaw, ®=u,w+bv,d+w,4=0 (mod C). (13)
Umgekehrt, wenn diese Kongruenzen erfillt sind, gilt o, @=C(z+ya+2zp)
mit ganzen Zahlen z,y,z. Dann ist C-C*=C*F(x, y, 2), also F(x,y,2)=1,

und w, und @ sind assoziiert.

Satz 6. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Lésungen
utvoa+wf und u, +v;a+w, f der Gleichung F(u, v, w)=C assoziiert sind, ist,
dass die Kongruenzen (13) erfiillt sind.
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§ 7. Abschitzung einer Losung in einer gegebenen Losungsklasse

Mit der Fundamentallssung ¢ von F(z,y,z)=1 bekannt kann man die
Gleichung F (u, v, w)=C vollstindig l6sen, wenn in jeder Lésungsklasse K eine
Losung bestimmt ist. Wir geben hier eine Abschitzung, mit Hilfe derer man
diese Bestimmung machen kann.

Zu jedem t>0 gibt es immer eine Losung in K, so dass

tSutvatwf<te. (14)
Dann ist auch

c C
—<at+iatwp=--
te Z t

Jetzt kann man ¢ so wihlen, dass (t&)*=C/t, d.h.

3'..‘

c
-ye.

82

Daraus folgt, dass es eine Losung o in K gibt, so dass
- 8
‘/S—éw<l/ Ce.

Dieselben Ungleichungen gelten auch fiir |w’| und |w’’|. Diese Abschitzung
ist wesentlich besser als die allgemeinere in Hecke [9] und NaeerLy [10], wo
3

3
die obere Grenze ¢ VC bzw. VeVC ist.

Da ja d=2{2u—va—wph)?*+3(wa—wp)?}, wird

3
|2u—va—~wp|=2VCe,
und mit (14)

3
= 3 3
1/822—2I/O£§3u<3l/08.

Wegen der Symmetrie folgt also

Satz 7. In jeder Losungsklasse der Gleichung F (u, v, w)=C gibt es eine
Losung u+vo+wf mit

v und wf liegen zwischen denselben Grenzen.
¢ ist die Fundamentallosung der Gleichung F({z, y, z)=1.

Damit ist auch bewiesen, dass die Klassenanzahl endlich ist.
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