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in  G(~TTINGEN. 

W~hrend fiir die Gammafunktion eine zeichnerische DarsteUung des Ver- 

laufes bei reellem Argument schon yon B~.SSEL gegeben worden ist ~ und in zahl- 

reichen Lehrbiichern vorkommt, fehlte es fiir die Riemannsche Zetafunktion 

i = 

bisher daran, obwohl gerade bei dieser theoretisch so oft und weitgehend unter- 

suchten Funktion das Bediirfnis nach bildlicher Veranschaulichung vielfach emp- 

funden worden sein mag. Der erw~hnte Mangel erkl~rt sich daraus, dass fiir 

die Zetafunktion im Gegensatze zu vielen anderen in der Analysis gebrauchten 

Funktionen gedruckte Tafeln bis vor kurzem nicht vorhanden waren. Im Herbst  

I924 sind nun aber durch C. BURRAU, den ich auf der Innsbrucker Naturforscher- 

versammlung um Nachforschungen in dieser Richtung gebeten hatte, unter dem 

Nachlass yon J. P. GRA~ rech~ umfassende Tafeln der Zet~funktion gefunden 

worden und, yon N. E. NSRLu~D heruusgegeben, Ende I925 in den Schriften der 

Kopenhagener Aka~lemie im Druck erschienen. 2 Diese Tafeln enthalten die 

Wer~e yon ~(s) fiir - - 2 4 ~ s ~  24 und die Zehntel des Arguments, zumeist mit 

zehn Stellen nach dem Komma, ferner die Werte der ganzen transzendenten 

i F. W. BESSEL, Ober die Theor ie  der  Zah lenfaku l t i i t en ,  KSn igsbe rge r  Arch ly  Na tu rw .  Ma th ,  

I (I812), p. 2 4 1 - - 2 7 o  , insb.  Kupfe r t a fe l  h i n t e r  p. 368 ~ Abh.  I, I~eipzig 1875, p. 342- -352 ,  insb.  p. 35 I. 
J .  P. GRAM, Tafe ln  fiir die R i e m a n n s c h e  Ze t a funk t i on ,  h e r a u s g e g e b e n  yon N. E. N01~LUND, 

Danske  Vidak. Selsk. Skr.  (M6m. Acad. C o p e n h a g u e ) ( n a t u r w . - m a t h . ) ( 8 ) I O  (1925)'Nr. 3, P. 311 - -325  �9 

50--25389.  Acta ma~henw~ca. 48. Imprim6 le 13 mars  1926. 



394 Alwin Walther. 

Funktion (s-- I) ~(s) und ihre Differenzen bis zur vierten Ordnung fiir --2 ~ s ~ 4, 

ebenfaUs mit dem Argumentintervall o.~ und mit zehn oder elf Dezimalen nach 

dem Komma. 

Auf Grund der Gramschen Tafel, meiner eigenen friiheren umfangreichen 

Rechnungen und neuer Zusatzrechnungen sind die folgenden beiden Figuren 1 

und die beigefiigte Tafel der logarithmischen Ableitung (s) entstanden. Fig. I 

bringt den Verlauf der Zetafunktion ((s) selbst und der ganzen tr~nszendenten 

Funktionen (s-- I) ~(s) und ~(s) I fiir --6 ~ s ~ 5. Durchwandern wir die 
8 - - I  

Abszissenachse yon rechts nach links, so ist ~(s) zun~chst wenig grSsser als I 

in ~bereinstimmung mit ~(s)--~I fiir a---~or und nimmt dann bei Ann~iherung an 

den Pol s=1  monoton nach + ~ zu. Die Kurve fiir ~(s) ist also, ganz roh ge- 

sprochen, yore Typus eines Zweiges einer gleichseitigen Hyperbel. Links yon 

s =  ~ ist ~(s) zun~chst negativ, die Kurve komm~ yon - - ~  herauf, durchschneidet 

die Ordinatenachse in der Tiefe I u n t e r  d e m  Nullpunkte nnd trifft die Abszis- 
2 

senachse in der ersten trivialen Nullstelle s = - - 2  yon ~(s). Zwischen den trivialen 

Nullstellen 8 = - - 2 n  ( n = I ,  2 , . . . )  wird ((s) abwechselnd positiv und negativ, 

wie aus 

B2 ,, 

wegen des abwechselnden Vorzeichens der Bernoullischen Zahlen ~ B2,~ hervorgeht. 

Die Kurve hat  also bei negativem s--  < - 2  einen wellenlinienarfigen Verlauf. In 

den negativen geruden Zahlen und sonst nirgends schneider sie die Abszissen- 

achse, dazwischen verl~uft sie abwechselnd oberhalb und unterhalb yon ihr. Die 

Einzelwellen haben zun~chst sehr kleine Amplituden, sodass in der Figur, um die 

ersten Wellen zwischen s = - - 2  und s = - - 6  iiberhaupt yon der Abszissenachse 

unterscheiden zu kSnnen, 2oofache t?berhShung angewandt ist. Weiter nach 

links hin erhalten jedoch die Einzelwellen infolge der starken Zunahme der Ber- 

Die Originalzeiehaungen in viermal so grossem Maasstabe habe ich auf dem Deutsehen 
Mathematikertag in Danzig I925 vorgelegt. 

Fiir die Definition der Bernoullisehen Zahlen vgl. N. E. NbRLU~D, Vorlesungen iiber Dif-- 
ferenzenrechnung, Berlin 1924, p. 18. Es ist 

B 2 = 6 ,  B = I I I ,Bto=~,Bxo 69t 7 
, 3o, B~=42, Bs =--3o . 273o, B~,=g. 
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noullischen Zahlen rasch immer grSssere Amplituden. Der HSchs~wer~ yon I~(s)l 

im lnterval l  --  2 n ~ s _--< --  2 n + 2 ist iibrigens i asymptotisch noch im Verh~iltnis 

n gTSsser als der W e r t  ] ~ ( - - 2 n +  I)] und wird in einem Punk~e erreicht, 
2 e log n 

der bei wachsendem n framer n~her an die NuUstelle s = - - z n  yon ~(s) heranriickt., 

I 0(I) Die Kurve fiir ~(s) sein asymptotischer Abstand yon ihr betr~gt l o ~  + log~  

steigt  oder f~llt demnach bei grossem n yore Punkte  s : - - 2 n +  I nach links hin 

noch betr~chtlich bis in die unmit telbare N~he der Nullstelle s ~ - - 2 n ,  um dann 

j~h nach dieser abzustfirzen oder hinaufzufiihren.  Die folgende kleine Zusammen- 

stellung gibt e ine  Vorstellung yon den Wellenbergen und -t~lern: 

zwischen --  2 und -~ 4 HShe etwa o.00% 

zwischen -- 4 und --  6 Tiefe etwa 0.oo4, 

zwischen - - i 6  und - - I 8  Tiefe etwa 4, 

zwischen - -20 und --22 Tiefe etwa 40o, 

zwischen - - 2 2  und - -24  HShe etwa 5ooo. 

Wegen  dieser starken Zahlenverschiedenheiten l~sst sich der Verlauf yon ~(s)fiir 

ein grSsseres Stiick der negativen Halbachse schlecht in einem einzigen Bilde 

darstellen; in Fig. I ist daher die Zeichnung nur  bis s : - - 6  gefiihrt  worden. 

Ahsser der Kurve fiir ~(s) finder man in Fig. I noch die Kurven der gan- 

zen t ranszendenten Funkt ionen (s-- I) ~(s) und ~(s) I �9 Die Kurve fiir (s-- I) ~ (s) 
8 - - I  

kommt,  da (s--I)~(s) bei grossem positivem s asympto~isch gleich s - - I  wird, 

rech~s ann~hernd geradlinig aus dem Unendlichen herein, erreicht fiir den Pol 

s - - I  der Zetafunk~ion die HShe l, fiir s : o  die HShe i und schneider die nega- 
2 

t i re  Halbachse in den trivialen Nullstellen s ~ - - 2 , - - 4 , . . ,  yon ~(s), dazwischen 

Wellen yon gr5sserer Amplitude und en~gegengesetztem Ausschlag wie ~(s) bil- 

dend, deren erste mi t  2ofacher UberhShung gezeichnet sind. Die Kurve fiir 

~ ( s ) - - - I  ver l~uf t ,  was besonders interessant  ist, im gezeichneten Interval l  
8 - - I  

--6_--<s_--<5 ziemlich geradlinig, links ganz wenig erhaben, rechts ganz wenig hohl 

nach unten. Die Ordinatenachse wird in der HShe I ,  die Para l le le  zur Ordina- 
2 

Vgl. A. WALTHER, ]~ber die Extrema der Riemannschen Zetafunktlon bei reellem Argument, 

Jahresber. Deutsche Math�9 Ver. 34 (I925), P. I71--177. 
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tenaehse durch den Pol  s =  I der Zetafunkt ion in der HShe der Eulerschen Kon- 

s tanten C ~  0.s772, 56649 geschnitten. Die berechneten Wer te  yon ~(s)-- I zwischen 
8 ~ I  

s ~ - - 5  und s = - - 2  fiir die Zehntel  lassen y o n  dem wellenfSrmigen Verlaufe von 

~(s) nichts mehr  bemerken, nehmen vielmehr monoton zu. 

: B i l d  ~ !  Fig. 2 gibt das der logari thmisehen Ableitung ~-(s) yon C(8) fiir 
o 

�9 p 

der am Schlusse mitgetei l ten Tafel  yon ~(s). Die Kurve, die fiir ~ 6 ~  nach 

grosse positive s sehr wenig unterhalb der Abszissenachse liegt, fifllt bei nach 

I abnehmendem s nach - - ~  hin ab, ha t  dann zwischen s = I  und 8 = - - 2  einen 

haarnade!fSrmigen ~ nach unten  erhabenen Ast oberhalb der Abszissenaehse u n d  

weiter links ~ste ,  welche im Aussehen an die der Kotangenskurve erinnern. Der 

Schnittpunk* des Astes zwischen s ~ - - 2 n  und 8-~ - -2n+  2 mit  der Abszissenachse 

riickt bei wachsendem n immer mehr an den P u n k t  s = - - 2 n  herdn, yon dem er 

o(i) 
den asymptotischen Abstand ~ + ~  hat. ~ Die F igur  veranschaulicht  sehr 

/~' V 
gut  die Tatsaehe 1, dass die Ablei tung (~(s))  fiir s < = -  I und sogar fiir noch eV 

was gr5sseres s bestih~dig negativ, noch weiter rechts dann aber besti~ndig posi- 

tiv ist. Die Nul ls te l le  yon (s , d. h. den t iefsten P u n k t  des haarnadelfSr- 

C' C' 
migen Astes yon ~- (s), gewinnt  man aus den un~en angefi ihrten Wer ten  yon ~- (8) 

durch umgekehrte  Interpolat ion ~ angeni~hert zu "o.38ss3. 

Die beigefiigte Tafel  yon ~-(8) ist aus den Gramschen Tafeln yon ~(s) und 

(s--I)~(s), die ich mit  meinen eigenen Wer ten  soweit als mSglich verglichen habe, 

d u r c h  numerische Differentiat ion berechnet worden. Dabei kam die durch Dif- 

ferentiat ion der Stirlingsehen Interpolat ionsformel  entstehende Formel 

(*) + (o.z)+ge tgUed 

zur Verwendung. Hierin bedeutet  f (x)  die mit  dem Interval le  o~ vertafelte Funk- 

1 Vgl. A. WALTHER, (~ber die Extrema der Riemannschen Zetafunktion bei reellem Argu- 
ment, Jahresber. Deutsche Math. Ver. 34 (I925), P. 171--I77. 

Vg|. E. T. WHiTTAKER--G. ROBINSON, The calculus of observations, London-Gh~sgow- 
Bombay 1924, p. 6o--61. 
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tion, a ist der Punkt ,  i n d e m  man die Able i tung wiinscht, und (o.I), (0 .3) , . . .  sind 

die in einer Wagerech ten  mi~ f(a) und in der I., 3., �9 �9 �9 Differenzenspalte befind- 

lichen b l i t t e lwe r t e  yon Differenzen in Gauss-Encke-Rungescher  Schreibweise. 

Differenzier~ wurden tells ~(s), wodurch sich ~'(s) und bei Division mit  ~(s) das 

gewiinsehte (s) ergeben, ~eils (s--I)~(s),  wodurch (s--I)~'(s)+~(s), bei Division 

mit  (s--I)~(s) und  Snbtralr~ion y o n -  dann  (s) zustandekomm~, ~eils sowohl 
8 - - I  

~(s) als auch (s--I)~(s). Das Restgl ied in der Formel  (*) babe ich nich~ beriick- 

sich~igt, dafiir  aber  die berechneten Wer~e yon ~ (s) einer sehr scharfen Probe  

mittels der durch Differentiat ion der Riemannschen Funlr~ionalgleichung 

her le i tbaren Beziehung 

g(~- , )= ,~  ,~, cos - -  (2,~)-'  V(,) g(,) 
2 

(i - , )  = -~ cot ~--~ + log  2 ~ -  ~ ( , ) -  ~ l*) 
2 2 

unterzogen,  wobei ich die nStigen Wer te  der ~rigonometrischen Funlr~ionen aus 

F' 
der Tafel  yon P~.TERS 1, die Wer t e  yon T(s)-~-(s) aus der Tafel  yon GAuss ~ 

en~nahm. Die Rechnungen  wurden sgm~lich mit  mindes~ens acht  Dezimalen nach 

dem Komm a  durchgefi ihr t ;  ausgezeiehnete Diens~e leiste~e hierbei die Rechen- 

maschine Mercedes-Euklid Nr. 6671 mi~ e l e~ r i s chem Antr ieb (Eigentum des GSt- 

r inger  Mathema~ischen Insti~u~s). In  der Tafel  sind sieben S~ellen nach dem 

K o m m a  angegeben;  nach dem Ergebnis  der P roben  glaube ich, gew~ihrleis~en zu 

diirfen, dass die le~zte S~elle hSchstens um eine Einhei t  f eh le rhaf t  ist. Auf  

I 
gelgufige Kons~an~en zuriickfiihrbar sind die Wer~e yon s) fiir s = o  und s =  - : 

2 

1 j. PETERS~ Einundzwanzigstellige Werte der Funktionen Sinus und Kosinus..., Abhl 
Akad. Berlin (phys. math.).- I9II, Anhang, Abh. I, p. 1--54. 

C. F. GAUSS, Disquisitiones generales circa seriem infinitam 

x + ~ ~ ~(~ 4- ~)~(B§ ~)x~ + . . . ,  
x .7 1.2.y(74- i) 

Commentat. Soc. sc. Gottingensis rec. (math.) 2 (I813), Nr. I, p. I--46, insb. p. 44--46 = Werke 
3, GSttingen I866, neuer Abdruck GSttingen I876, p. I23mI62, insb. p. I6I--I62. 
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C 
! 

f (0) = log 2 zr ~ 1.83787 70664, 

f = 4 + 2- log 2 z~ + -2 + log 2 ~ 2 . 6 8 6 o  9 17o96. 

Tafel  fur die logar i thmische  Ab le i tung  (s) der Riemannschen Zetafunkt ion  ~(s). 

~-(,,) s s) s) s) s s) 

1 - - 6 .  0 

- -  5.9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

l 2 
i 
i 

, i i 

i -5.o 
- -  4.9 

8 

7 

~ 6 

5 

4 

3 

2 

i 

! - - 4 . o  

- - 3  

8 

7 

6 

5 

4 

- -  0.085 0983 

- -  0.326 9679 

- -  0.596 7776 

- -  0 .9 i  7 o321 

- -  1.325 4519 

- -  1.895 0284 

- -  2.793 6871 

4.522 478I 

+ 0.860 8939 

+ 0.645 429 x 

+ 0-431 3274 

+ 0.205 9o37 

- -  0.o46 2897 

- -  0.347 6274 

- -  0.735 68o3 

- -  1.283 2658 

-- 2,x58 1o66 

-- 3.861 o152 

- -  8.892 

oo 

+ I  1.o56 

+ 6.035 

+ 4.352 

+ 3.505 

+ 2.994 

+ 2.652 

+ 2.409 

+ 2.229 

+ 2.o9i 

+ 1.985 

+ 1.9o2 

+ 1.838 

+ 1.79o 

+ 1.756 

+ 1.735 

+ 1.727 

+ 1.732 

+ 1.75o 

+ 1.837 877x 

+ 1.913 9x93 

+ 2.020 38z 4 

+ 2.168 8583 

+ 2.378 93o6 

+ 2.686 o917 

+ 3 . I6 I  58"3 

+ 3.97I  9o37 

+ 5.616 9182 

+ 1 0 . 5 9 6  5o24 

O0 

- -  9.44I o364 

4.458 3372 

- -  2.8o8 0944 

- -  1.99o 374o 

- -  1.5o5 1354 

- -  1.186 0649 

- -  0.96I  4822 

0.795 8164 

0.669 2656 

0.569 96Io 

0-490 3595 

0.425 44o6 

0.37I  7353 

0.326 7714 

0.288 7407 

0.256 29zo 

0.228 3918 

0.204 2447 

6250 II-- 3.0 
+ 9.904 2.9 

+ 4.837 6313 8 

+ 3.,o2 5786 7 

+ 2.I98 5342 6 

+ 1.624 4296 5 

+ 1.212 3247 4 

+ 0.889 ~z64 3 

+ 0.617 3746 2 

+ 0.374 2884 z 

+ 0 . I44 3924 ̀  - -  2.0 

1.9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

9.582 3132 1 

O0 - -  I .o 

+ I0.3ox 6255 !J 0 .  9 

+ 5.243 8373 8 

+ 3.518 4697 7 

+ 2.6~4 629o 6 

+ 2.o61 2903 5 

+ 1.66o 562o 4 

+ 1.349 495o 3 

+ I.o9o 4r99 2 

8 

0.o 

+ o .x  

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

6221 i 9 

ii+ 1o 
2164 II 1 

9888 2 

3471 3 

1363 4 

2574 5 

9977 6 

9332 7 

4069 8 - -  

69o3 9 - -  

0 5 3 7  ! 7 +  2 0  - 
m 

1688 r t ~ - -  

3194 ! 2 - 
i 

4507 I 3 -- 

6442 i 4 - -  

8261 i' 5 - -  

62oo ;i 6 -- 

t 

3olo :i 7 -- 
! 

8402 ~ 8 -- 

+ I '785 0507 ! 9 0.183 2216 

+ 3.o 

x 

2 

3 

4 - -  

5 - -  

6 - -  

7 - -  

8 - -  

9 - -  

+ 4 .0  - -  

x - -  

5 ! -  

6 ] -  

7 

8 - -  
I 

i - 
4 

5 - -  

6 - -  

7 - -  

- - 0 . 1 6 4  8227 

- - 0 . I 4 8  645o 

- - 0 . 1 3 4  36o6 

--0.%~I 7002 

0.110 4406 

0.100 3956 

0.o9I  4087 

0.083 3475 

0.076 0992 

0.069 5676 

0.o03 6698 

0.o58 3343 

0.053 499 ~ 

0 . o 4 9 i x o o  

0.045 I2oi  

0 .o4I  4878 

0.o38 1769 

0.035 1551 

0.o32 394 x 

0.o29 8686 

0.027 5562 

0.025 4369 

0.023 4929 

0 .o2i  7o~2 

0.020 0683 

0 .o i8  5605 

O.oz7 1732 

0.ox5 8957 

O.oI 4 7z88 

O;or3 6338 

i 
+ 6 . o !  - -  0 .o i2  633i 

i x 0.ox1 7095 

0 .o io  8567 

O.oxo o689 

0.009 3407 

0.oo8 6675 

0.008 0448 

i 0 .oo  7 4685 

0.oo6 935I 

0.006 441r 

+ 7 "  O.oo5 9836 

T 


