BEISPIELE LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT
PARTIKULAREN INTEGRALEN, DIE SICH AN EINER
UNBESTIMMTHEITSSTELLE BESTIMMT VERHALTEN.

Vox
OSKAR PERRON

in MUNCHEN.

Wiederholt habe ich mich damit befasst, diejenigen Partikulirintegrale einer
linearen Differentialgleichung aufzusuchen, die an einer Unbestimmtheitsstelle
sich bestimmt verhalten oder gar analytisch sind, und z. B. den Satz gefunden
(Math. Annal. 70, S. 21):

Wenn die Koeffizienten P,(x) der linearen Differentialgleichung
da™1

s dn',’/

z dx®

+ P, (x) + -+ Pylz)y=0
am Nullpunkt analytisch sind, so sind mindestens n—s linear unabhingige Integrale
am Nullpunkt -analytisch.

Bei diesen Untersuchungen handelt es sich in der Hauptsache immer um
folgendes: Macht man versuchsweise den Ansatz

(1) y= D Dz’
r»=0

oder allgemeiner

(1a) y= D Dyartr,
»=0

so erhilt man (nachdem eventuell » durch eine algebraische Gleichung bestimmt

ist) eine lineare Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffizienten D,, wobei
44—26389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 4 mars 1926.
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aber einige D, ganz willkiirlich bleiben. Wihrend nun im Fall der Bestimmt-
heit die Reihe (1) bezw. (1a) bei beliebiger Wahl der willkiirlichen D, stets in
einem gewissen Kreis konvergiert und also ein Integral der Differentialgleichung
darstellt, hat sie im Fall der Unbestimmtheit im allgemeinen den Konvergenz-
radius 0, und es ist zu untersuchen, ob vielleicht bei spezieller Wahl der will-
kiirlichen D, der Konvergenzradius grosser als o sein kann.

Es diirfte von Interesse sein, hierzu ein paar einfache Beispiele zu haben,
bei denen mnicht nur die konvergenzerzengende Wahl der willkiirlichen Koeffizien-
ten sich als moglich nachweisen lisst, sondern diese Koeffizienten auch explizit
mittels einfacher Ausdriicke dargestellt werden kénnen. Daher mogen hier zwei
solche Beispiele mitgeteilt werden. Mein Buch »Die Lehre von den Kettenbriichen,
Leipzig und Berlin 1913», aus dem dabei einige Sitze gebraucht werden, wird
~unter »Lehrbuch» zitiert.

Erstes Beispiel.

(2) 422y —(1—142—2") y" +{a+42)y' +2y=0.

Fiir diese Differentialgleichung ist der Nullpunkt eine Unbestimmtheitsstelle;
nach dem oben erwihnten Satz muss aber wenigstens ein Integral am Nullpunkt
analytisch sein. Macht man daher den Ansatz (1), so ergibt sich fiir die Koeffi-
zienten D, die Rekursionsformel

+1)@w+2) Dyra=w+1)(p+2) D, ++ 1) (p+2) (4v+2) Doss (v=o0,1, 2,...),
oder nach Wegheben des Faktors (v+ 1) (v +2):
(3) Dyio=D, +(4v+2) Dyis (v=0,1,2,...).

Hier bleiben D, und D, ganz willkiirlich, und es kommt darauf an, ihr Verhiltnis
Dy: D, so zu wihlen, dass die Reihe (1) einen von o verschiedenen Konvergenz-
radius hat. Dass das nicht bei jeder Wahl zutrifit, ist klar; denn wenn man
beispielsweise D, und D, beide positiv wihlt, sind offenbar alle 1), positiv, und
aus (3) folgt:

D3> (4v+2) Doty

so dass die Reihe (1) den Konvergenzradius o hat.
Schreibt man die Gleichung (3) in der Gestalt:
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I

_Dv : Dv = +24+ —>

(4) +1=4 " “Diii Doma

so erkennt man sogleich die Beziehung

(5) —DO:D1=2+L|+ ! |+' + r | ! |

le |10 I4V+2+I_Dv+l:Dv+2.

Withlt man also D, und D, so dass —D,: D, gleich dem unendlichen regelmis-
sigen Kettenbruch

o i 1| ),
(6) DO.D1—2+—I6 e Tra
ist, so folgt aus (5):
1| |
—_— . === 3 -
(7) Dyi1:Dyro=4v+6+ |4'II+IO ; |41’+I4 s
und also
D1'+1
| >4v+6.
-D'v+2 41}

Demnach ist der Konvergenzradius diesmal unendlich gross. Der Kettenbruch
(6) ist gleich (Lehrbuch, S. 353, FL (26)):

et+1
)
e—1

und somit wird der Konvergenzradius gewiss von 0 verschieden, wenn man

Dy  et1
(8) Dy, e—1

wihlt. Dass das auch nur bei dieser Wahl eintritt, oder also, dass nur e am
Nullpunkt analytisches Integral existiert, erkennt man so: Wiirde es noch eines
geben, so miisste die Reihe (1) bei beliebiger Wahl von D, und D, einen von o
verschiedenen Koﬂvergenzra,dius haben, was aber, wie wir sahen, nicht der Fall ist.

Ubrigens lassen sich die D, auch explizit angeben. Der Kettenbruch (7)
ist ndmlich gleich (Lehrbuch, S. 478, Satz 3):

[e o)

I

I (o8]
4. :2 — .
1=0 422 1 I"(v—l-ngl) 1=0 424 ]! T(w—l—;%—l)
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Mit Riicksicht auf (7) kann man daher, wenn man von einem willkiirlichen fir
alle » gleichen Proportionalititsfaktor absieht, setzen:

also speziell

i1 11
2 2 2 __ 2
D,— e’ +e ’ D—— e—e °
2 2
in Ubereinstimmung mit (8).
Zweites Beispiel.
(9) : 22ty —(2k—sx+22Y)y +(1—4x)y=0 (ko).

Hier ist der Nullpunkt wieder eine Stelle der Unbestimmtheit, und im allgemeinen
wird kein am Nullpunkt analytisches Integral vorhanden sein. Man kann aber
fragen, fiir welche speziellen Werte der Konstanten % (Bigenwerte) doch ein sol-
ches existiert. Macht man wieder den Ansatz (1), so erhilt man diesmal die
Rekursionsformel

—2k(+1)Di1+(2v*+3v+1) Dy—2(+1)D,1=0 (v==0,1,2,...),

wobei D_;=0 zu setzen ist; oder nach Wegheben des Faktors 2 (v+1):
(IO) D, = (’V+ ;) D,—k DH.] (’VS'O, I,2,.. )

Betrachtet man diese Rekursionsformel zuniichst ganz ohne Riicksicht auf
das Vorausgehende, so findet man leicht eine Losung D,=4,, fiir welche von
einem gewissen ¥ an

(11)

y—1

>____
| ]

Ay
dv—l

ist. Dazu braucht man nur eine natiirliche Zahl %, die grosser als 2| k|+ 1 ist,
zu wihlen und A, 1= |k|, #n=n zu setzen, worauf die andern o, durch (10)
eindeutig bestimmt sind. Dann ist nimlich die Ungleichung (11) jedenfalls fiir
v=n erfilllt. Wenn sie aber fiir einen gewissen Wert » gilt, der =#, also auch
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>2|k|+1 ist, so gilt sie auch fiir den nichstfolgenden, weil aus (10) fiir D, =4,
folgt: ‘

I I
411+1 . 'V+5 dv—l vt d'v—l
4, | | &k kA, {= k] |kd.
I I
v+ - v+ =
- 2__ I - 2 1 :L
2] v—17 [&] 2% k|

Aus (11) folgt nun, dass die Reihe

Z A, x
=0

den Konvergenzradius o hat, und dass, wenn die Reihe (1) einen von o verschiede-
nen Konvergenzradius haben soll, jedenfalls

sein muss. Alsdann ergibt sich aber aus (10) sogleich (nach Lehrbuch, 8. 291 £.,
Satz 46 C):

(12) D—lDozaﬁ*——— .....

Umgekehrt hat, wenn D_; und D, gemiss der Gleichung (12) gewiihlt wer-
den, die Reihe (1) wirklich einen von o verschiedenen, ja sogar einen unendlich
grossen Konvergenzradius. Denn die Rekursionsformel (10) kann in der Gestalt
geschrieben werden:

I k
.D/p—l- Dy=v+ 5 _D'y:D/y+1 (’V———O, I,2,.. .),
und hieraus folgt:
pt_kl_k_ & k|
(13) Do '0—2 |13 5 29+ 1 IDVZDW-H
2 2 2
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Vergleicht man das mit (12), so ergibt sich:

. _z2v+3 kB | kBl
(1) Dy: Dyia= 2 2v+5  |2v+7 ’
2 2

und also fiir geniigend grosse »:'

D, >
D’v+1 . ’

so dass die Reihe (1) wirklich einen unendlich grossen Konvergenzradius hat.

Die Beziehung (12) ist hiernach fiir Konvergenz der Reihe (1) notwendig
und hinreichend. Da aber, wie oben bemerkt, D_,=o0 sein muss, so ist (12)
gleichbedeutend mit:

Dieser Kettenbruch ist aber nach Lehrbuch, S. 3 53, FL (25) gleich
Vak cotg Vak,

und sonach ergeben sich die Eigenwerte & aus der Forderung

Vi=22a motn ta

Es gibt also die unendlich vielen Eigenwerte

2 2
{13) }’czw% (=0, t1, t2,..).

! Die Grossenabschiitzung des Kettenbruches (14) ergibt sich aus Lehrbuch, S. 254, Satz 24.
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Die D, lassen sich auch wieder explizit angeben. Der Kettenbruch (14) ist
niimlich nach Lehrbuch, 8. 478, Satz 3 gleich

I
z=oz!r(v+;2+z) ;.:our(wzﬂ)

und folglich ist, wenn man von einem willkiirlichen fiir alle » gleichen Propor-

tionalititsfaktor absieht:



