
[SBER DIE KLASSIFIKATION DER RIEMANNSCHEN FLACHEN 

VON 

C. CONSTANTINESCU 

Bukarest 

Es sei R eine Riemannsche l~l~tche, der Kreis I tl < 1 ihre universelle ~berlage- 

rungsfl/iehe, z = ~0 (t) die Spurabbildung und (T) die Deckbewegungsgruppe : T 6 (T) 

dann und nur dann, wenn 
(T (t)) = ~v (t) 

ist. Zwei Punkte  tl, t2, aus It] < 1 heissen /iquivalent in Bezug auf (T), wenn man 

ein T 6 (T) finden kann, so dass 
T (t2) = t 1 

ist. Notwendig und hinreichend ftir die Aquivalenz yon t 1 und tu ist, dass 

(tl) = ~0 (tz) 

ist. Diese -~quivalenzrelation teilt die Punkte  yon I tl < 1 in/~quivalenzklassen, welche 

dutch ~0 in einer eindeutigen Beziehung zu den Punkten von R stehen. Man kann 

sich sogar vorstellen, dass die Punkte  yon R niehts anderes als diese _~quivalenz- 

klassen sind. Es w~re natiirlieh, dureh Analogie die Aquivalenzklassen yon I t [ =  1 in 

Bezug auf (T) als Punkte  des idealen Randes yon R zu erkl~ren. Eine solehe Defini- 

tion stSsst abet  auf versehiedene unannehmbare Sehwierigkeiten; z .B.  bekommen da- 

durch aueh die gesehlossenen Fl~ehen einen idealen Rand. Bei einer griindlichen Un- 

tersuehung ergibt sich abet, dass die Anomalien, welehe diese Definition mit  sieh 

bringt, von einigen Aquivalenzklassen hervorgerufen sind, denen man die Qualits 

Punkte  des idealen Randes R zu sein, nieht zusehreiben kann. Entfernen wir aber 

diese iiberfliissigen Klassen, so erh//lt man sofort eine annehmbare Definition des 

idealen Randes yon R. Der erste Schritt, der in dieser Riehtung gemacht werden 

muss, besteht also darin, dass man die ,,guten" yon den ,,schlechten" Aquivalenz- 
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klassen unterscheidet. Das gesehieht, indem man auf I tl = 1 eine Menge ~ einftihrt, 

welehe aus jenen Punkten e ~ besteht, die nicht ,,Winkelh~ufungswerte" der Menge 

(tv}l<v<~ sind, (cf(t~)=zo) und man als Punkte  des idealen Randes yon R nur jene 

J~quivalenzklassen erkl~rt, deren Punkte  in ~ enthalten sind. Die Menge ~ besitzt 

einige wichtige Eigenschaften, die die Betraehtung von ~ als die Besitzerin aller 

,,guten" Jkquivalenzklassen reehtfertigt. ~ ist dann und nur dann leer, wenn R ge- 

sehlossen ist; ~ ist eine messbare Menge und zwar von Masse 2 ~ oder 0, je naehdem 

R eine Greensehe Funktion besitzt oder nicht. Ausserdem ist das /z-Mass der Kom- 

plement~rmenge null, fiir jedes Mass #(0),  das einer positiven harmonischen Funktion 

entsprieht, welche in Bezug auf die Deckbewegungsgruppe automorph ist. Diese letzte 

Eigensehaft weist auf eine Beziehung hin zwischen dem idealen Rand, wie er in dieser 

Arbeit eingeftihrt wurde, und der Menge A 1 des idealen Randes von R. S. Martin [7]. 

Jedem Punkte des idealen Randes yon R wird eine ideale Randkomponente (dld- 

ment-fronti~re im Sinne yon Kdrdkjs des idealen Randes yon R zugeteilt, 

auf welcher dieser Punkt  ]iegt. Auf jeder idealen Randkomponente liegt wenigstens 

ein Punkt  des idealen Randes. Der so eingefiihrte ideale Rand scheint fiir die Ein- 

ftihrung einer Topologie ungeeignet zu sein. Jedoch kann man auf ihn eine Mass- 

funktion einfiihren, welche das harmonische Mass genannt wird. Sie fiitlt in der Tat  

mit dem gewShnlichen harmonisehen Masse in den einfacheren Fi~llen, in denen letz- 

teres definiert ist, zusammen. 

Fiir versehiedene Familien yon harmonisehen Funktionen, (z. B. H B, H D, etc.) 

werden bestimmte Mengen des idealen Randes als |  erkliirt. Es wurde be- 

wiesen in [1], dass die Existenz einer ~-unteilbaren Menge auf dem idealen Rande 

einer Riemannschen Fl~che wiehtige Folgen fiir die Eigenschaften dieser Riemannschen 

Fl~che hat. Die Klasse U~ der Riemannschen Fl~ehen, die eine G-unteilbare Menge auf 

dem idealen Rande hat, ist eine Verallgemeinerung der Klasse 0 ~ -O G .  Vorliegende 

Arbeit ist der Untersuehung einiger Eigenschaften der Riemannschen Fl~ehen aus der 

Klasse U~ gewidmet. Sie ist eine Fortsetzung der yon A. Cornea und dem Verfasser 

publizierten Arbeit [1], aus weleher auch die meisten Definitionen und Methoden 

stammen. 

1. Es sei R eine Riemannsehe Fl~ehe, welehe den Einheitskreis I tl < 1 als uni- 

verselle ~berlagerungsfl~ehe hat, und z = ~ ( t )  sei die Spurabbildung. Mit (T) werden 

wir die Deckbewegungsgruppe dieser ~berlagerung bezeichnen; das ist die Gruppe 

jener eineindeutigen und konformen Selbstabbildungen T des Einheitskreises, fiir welche 

(p ( T  (t)) = ~o (t) 
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ist. Es sei z o ein beliebiger Punkt  auf R und t~ jene Punkte  fiir die 

(t~) = z o 

ist. Wir sagen, dass e ~~ ein Winkelh/~ufungspunkt der Menge {t,} ist, wenn man eine 

Folge {t~k}l<k<~ finden kann, so dass 

lim t~ k = e ~~ 

I 6 t 0  Svk 
l~m arg ~ < :re 
k--~  

ist. ~ sei die Menge jener e ~~ welche nicht Winkelh/iufungspunkte der Menge {t,} 

sind. Wegen der Automorphie der Menge {t,} folgt, dass die Menge ~ aueh automorph 

in Bezug auf (T) ist. Es sei z~ ein anderer Punkt  von R und t: derjenige Punkt ,  

fiir welchen 

t Its, t:] = [ Z o ,  ~o] 

ist. [tl, t~] (bzw. [Zl, z2] ) bedeutet hier die hyperbolische Entfernung zwischen den 

Punkten tl, t~ (bzw. zl, z~). Is~ e *~ ein Winkelh/~ufungspunkt der Menge {t~}, so existiert 

eine Folge {t,k}i<~<r162 , welehe die obigen Bedingungen erfiillt. Nun folgert man leicht 

daraus, dass 
lim t '  = e ~~ 

k--~oo vk  

e iO - -  t"  ] "SI lim arg < -  
k---~ ~ 2 

ist. Daraus sieht man, dass die Menge ~ nicht von der Auswahl des Punktes z o ab- 

h~ing~. 

Zwei Punkte e i~ e ~~ der Menge ~ heissen ~quivalent in Bezug auf (T), wenn 

man ein T E (T) finden kann, fiir welches 

e t~ T (e t~ 

ist. Diese J~quivalenzrelation teilt die Menge ~ in J~quivalenzklassen. Eine J~quivalenz- 

klasse p wird Punkt des idealen Randes der Riemannschen Flgche genannt. Eine Menge 

M yon Punkten des idealen Randes ist eine Menge yon ~quivalenzklassen, und die 

Menge ~J~ der Punkte aus ~, welche diesen Aquivalenzklassen angeh5ren, heisst das 

Bild der Menge M. Die Menge aller Punkte des idealen Randes werden wir mit F 

bezeichnen; ~ ist offenbar das Bild yon F. 

4-- 593804. A c t a  m a t h e m a t i c a .  102. Imprim6 le 25 septembre 1959 
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2. Jedem Punk te  20 des idealen Randes  wird eine ideale Randkomponen te  a ([13], 

85-87) zugeteilt. Das geschieht so:  man  n immt  einen beliebigen P u n k t  e ~~ welcher der 

J~quivalenzklasse p angeh6rt ,  und eine Kurve  

2 : t = t ( v ) ,  0~<~< 1, It( )l<l, 

welche im Punk te  e ~~ einen Winkeleingang hat,  das heisst, fiir welche 

lira t (3) = e ~~ 
lr--~l 

~ arg e~ ~ -  r -*l  

ist. Wir  bezeiehnen mit  A das Bild der Kurve  2 : z  = c  F (t (v)), 0~< v <  1. Falls A nieht 

gegen den idealen R a n d  von R strebt, so kann  man  eine Folge yon  Zahlen v, Iinden, 

so dass 
lim ~n = 1 

[zo, q0 (t (vn))] ~< d < cr 

wo d eine Kons tan te  ist. N u n  kann  m a n  immer ein t, linden, das wir mi t  t,r be- 

zeichnen werden, fiir welches 

[t.~.), t (~,,)] = [Zo, q~ (t (~.))] < d 

ist. Daraus  folgt wie oben, durch eine einfache Rechnung,  

lim t~(n) = e i" 

[ [ a rge t~  t~(n) ~r 
lira ~ < -  
n-.~ I 2 

entgegen der Voraussetzung, dass efa e ~ .  A strebt  also gegen den idealen Rand ,  und  

deshalb gegen eine best immte ideale Randkomponen te  a. Man sagt, dass der P u n k t  

p auf a liegt. Es ist zu zeigen, dass a eindeutig durch p bes t immt ist, d .h .  nieht  

von der Auswahl von e ~~ und  2 abh/tngt. Es sei e ~~ ein anderer  P u n k t  aus der ~qui -  

valenzklasse Io, und  2' eine Kurve  in [ t I < 1, die in e t~ einen Winkeleingang hat.  Wir  

werden zeigen, dass das Bild A '  von 2' auf  R gegen dieselbe ideale Randkomponen te  

a des idealen Randes  strebt. Da  e ~~ und  e ~~ in Bezug auf (T) /~quivalent sind, so 

kann  man  eine Deckbewegung T E (T) finden, so dass 

e 'e = T (e w)  
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ist. Mittels T geht die Kurve  2' in eine neue Kurve  ~ " =  T(~')  fiber, welehe in e t~ 

einen Winkeleingang hat. 2' und ~" haben dasselbe Bild A'  auf R. Da beide Kurven 

~', ~" einen Winkeleingang in e t~ haben, so ist die hyperbo]isehe Entfernung zwisehen 

ihnen endlieh und dasselbe gilt dann fiir A und A'.  Daraus folgt sofort, dass A und 

A'  gegen dieselbe ideale Randkomponente  streben muss. 

Es sei ~0 das metrische Fundamentalpo]ygon der Gruppe (T) in Bezug auf t = 0. 

Wit  werden mit  Cr den Rand  des hyperbolischen Kreises bezeichnen, weleher den 

1 + r hat. Cr besteht Mittelpunkt in ~ (0) und den hyperbolisehen Radius gleich �89 log 1 _ r 

im allgemeinen aus mehreren Kurven.  Wir werden mit  Cr (a) diejenigen Kurven yon 

C~ bezeiehnen, welche den Punkt  ~ (0) yon der idealen Randkomponente  a abtrennen. 

Es sei ~r(a) die Menge der Zahlen 0, 0~<0~<2re, fiir welehe die Radien 

arg t = 0 

I t l < r  

in ~o liegen und ffir welche ~ (r e ~~ E Cr (a). ~r (a) ist eine abgesehlossene Menge und, da 

~r (a) ~ Er" (a) 
fiir r '>  r ist, so ist die Menge 

E ( a ) =  [7 Er(a) 
r < l  

nieht leer. Fiir ein 0 E E (a) nehmen wit den Radius X, welcher in e t~ endet. X liegt 

in go und, da r (r e ~~ E C~(a), so strebt ihr Bi]d A gegen a. Man sieht sofort, dass 

e~~ ~ und dass der Punkt  p des idealen Randes yon R, welcher die Aquivalenzklasse 

y o n  e i~ ist, auf der idealen Randkomponente  a liegt. Auf jeder idealen Randkompo- 

nente liegt somit wenigstens ein Punkt  des Randes yon R. 

Aus der Tatsache, dass das Bild jeder Kurve,  die in einem Punkte  yon ~ einen 

Winkeleingang hat, gegen den idealen Rand von R strebt, folgt sofort, dass ~ leer 

ist im Falle, dass R eine geschlossene F1/iche ist. Es gilt abet  auch die Umkehrung. 

Falls R eine offene F1/~ehe ist, so besitzt sie wenigstens eine ideale Randkomponente  

und auf ihr liegt wenigstens ein Punkt  des idealen Randes yon R, d .h .  ~ ist nicht 

leer. ~ ist dann und nur dann leer, wenn die Riemannsehe Fli/che R geschlossen ist. 

Wenn R eine Greensche Funktion besitzt, so ist die Reihe 

(l-It,]) 
v=l  

konvergent und es gibt 

1 
.q (t), z0) = l og  tj't 1' 
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wo g(z, %) die Greensche Funktion yon R, und 7~ (t) das Blasehke-Produkt mit  den 

Nullstellen in t~ ist ([9], 336-338). Da g (t) fast  iiberall auf It[ = 1 einen Winkelgrenz- 

weft  yon absolutem Betrag 1 hat, so folgt, dass g(~0 (t), Zo) fast  iiberall auf I tl = 1 

den Winkelgrenzwert 0 hat. Ein Punkt  e t~ wo g (q0 (t), %) den Winkelgrenzwert 0 hat, 

kann nieht Winkelh~ufungspunkt der Menge (t~} sein, und daraus sieht man, dass 

das Mass 2~  hat. 

H a t  R keine Greensche Funktion, so hat  ~ das Mass 0. Der Beweis wird mit- 

tels einer Konstruktion yon Priwaloff durehgefiihrt [6] (1). Wit  werden annehmen, dass 

ein positives Mass hat  (~ ist jedenfalls eine messbare Menge) und es sei 0 eine 

perfekte Menge, welche in ~ enthalten ist und positives Mass hat. Wir bezeichnen mit  

A (e i~ r) die Menge jener Punkte  t, fiir welche 

e ~~ - -  t 7c 
arg ~ -  < 

r<ltl<l 

:ist und mit  G das Gebiet. welches aus dem Kreis 

und aus der Menge 

Itl < l + r  
2 

U A (e ~~ r) 
eiOep 

besteht. Man kann leicht zeigen, [6], dass G ein Jordansches Gebiet mit  rektifizier- 

barem Rande ist. Wir bezeichnen welter mit  G o das Gebiet, das aus G entsteht, wenn 

man  die nichteuklidischen Kreise mit  den Mittelpunkten in C und die hyperbolisehen 

l~adien d entfernt. ~lur endiich viele solche Kreise haben einen niehtleeren Durch- 

sehnitt  mit  G. Es sei oJ (t, ~, Go) das harmonische Mass der Menge ~ in Bezug auf 

G o. co ist nicht null, da ~) ein positives Mass hat  und der Rand yon G O rektifizierbar 

ist. Es sei (Rn} eine AusschSpfung der F1/iche R, so dass R o der nichteuklidische 

Kreis  mit  dem Mittelpunkt in z o und mi t  dem hyperbolisehen Radius d ist, und 

~o (z, yn, R n -  Ro) sei das harmonische Mass des Randes y~ yon Rn in Bezug auf R ~ -  Ro. 

Die Funktion 
(~ (t), e~, R ~ -  R0) - ~ (t, O, Go) 

ist harmonisch in G O N ~-1 (R~) und nichtnegativ auf dem Rand. Daraus folgt 

(i) Diesen Beweis verdanke ieh meinem Kollegen Aurel Cornea. Dass ~ das Mass 0 hat, fo|gt 
aueh aus [14], [15]. 
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eo (~ (t), rn, Rn - /~o)  >~ ~o (t, ~), Go) 
und  

lim to (~ (t), ~ ,  Rn - Ro) >1 o) (t, ~), Go) > 0 
n - - ~ o o  

was der  Voraussetzung R e OG widerspricht  ([9], 209). Daher  folgert man ,  (lass ~ das  

Mass null haben  muss.  

3. Es  sei 
1 d ~  

p (0, t) = ~ R e  e~ o_----). 

I s t  T(t) sine eineindeutige Selbstabbi ldung des Einheitskreises,  so ist P(O, T(t)) sine 

auf  Iris< 1 harmonische Funkt ion ,  welche auf  It]= 1 verschwindet  mi t  Ausnahme 

des Punk tes  T -1 (ei~ wo sie § c~ wird. Deshalb  ha t  sie die Fo rm 

P(O, T(t))=cP(T-I(O), t), 

in der c sine reelle K o n s t a n t e  ist und  T(O)an Stelle der Abbi ldung T(e  i~ geschrieben 

wurde. Ftir  t = 0 folgt 

so dass 

1 
2 c=P(O,T(O)), 

P(O, T(t))=2zP(O, T(O))P(T-I(O), t) 
ist. 

Es sei ~u (0) eine in [0, 2x e] reelle beschr~nkte  n ich tabnehmende  Funkt ion .  Wie 

bekann t  ist, entsprich$ der Funk t ion  ~ (0) sin Mass auf  It] = 1, das wir auch mi t  

/~ (0) bezeichnen werden, und  umgekehr t ,  jedem endlichen Mass auf  I tl = 1 entspr icht  

eine in [0, 2~]  reelle beschr~nkte  n ich tabnehmende  Funk t ion  ~ (0). 

H~LFSSATZ 1. Es sei #(0) sin Mass au/ [tl= 1 und T(t) sine eineindeutige Selbsl- 

abbildung des Einheitskreises. Damit die Funktion 

2~ 
u (t) = f P (0, t) dt~ (0) 

o 
invariant in Bezug au] T sei, 

u(T(t))=u(t), 

ist notwendig und hinreichend, dass das Mass ]a (T (0)) vollstetig in Bezug au/ /u (0) sei und 

d ~  (T (0)) _ 1 
d#(O) 27cP(T(O), T(0))  

(i) 

ist, mit Ausnahme einer Menge yon /~-Mass null. 

(1) Fiir den Begriff der Vollstetigkeit und der ,,Ableitung" - -  d/~(T(O)) siehe z.B. [2]. 
dv(O) 
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Es ist 
2~ 2~t 

u (T (t)) = f P (0, T (t)) d/~ (0) = 2~  f P (0, T (0)) P (T -1 (0), t) d/~ (0) = 
o o 

2n  

= 2 zt f P (T (0), T (0)) P (0, t) drt (T (0)). 
o 

Ist  ~u (T(O)) vollstetig in Bezug auf # (0) und  

so ist ([2]) 

d#(T(O)) 1 
d/x (0) - 2ze P (T (0), T (0)) : [/x] (1), 

2/I 

u (T (t)) = f P (0, t) d #  (0) = u (t), 
o 

was die eine H/ilfte des Hilfssatzes beweist. 

Umgekehrt ,  nehmen wir an, dass 

ist und es sei 
u(T( t ) )=u( t )  

o 

f 1 v(0)=  2 ze P (T (yJ), T(O)) dK(y~)" 
o 

Das Mass v (0) ist in Bezug auf /x (0) vollstetig und  es ist 

Daher folgt 

und  

W e n n  w i r  

setzen, so ist 

woraus 

d v (0) 1 
d/x(O) 2gP(T(O) ,  T(0) ) :  [•]" 

2xt 2~  

v (t) = 2~t f P (T (0), T (0)) P (0, t) dv (0) = f P (0, t) d# (0) = u (t) = u (T (t)) 
o o 

2~ 

O = v ( t ) - u ( T ( t ) ) = 2 z t f  P(T(O), T(O))P(O, t)d(v(O)-#(T(O))).  

o 

v, (O) = 2~  f P (T (~), T (0)) d (v (~,) - # (T Of))) 
o 

2y[ 

$ P(O, t)dv,(O)=O 
o 

v ,  (0)  = o 

(1) d . h .  m i t  A u s n a h m e  e i n e r  M e n g e  y o n / x - M a s s  n u l l .  



U B E R  DIE  KLASSIFIKATION D E R  RIEMANlqSCHEN FLACHEI~ 55 

folgt. Daraus  folgert  man,  dass die Masse v (0) und /U (T (0)) zusammenfal len. /U (T (0)) 

ist somit  in Bezug auf  /u(0) vollstetig und wir haben  

d/x(T(O)) dr(O) 1 
d/u(O) d/u(O)-2gP(T(O), T(O)) : [/u]' 

was die zweite H/flfte des Hilfssatzes beweist.  

S i T z  I .  Es sei u(z) eine au[ R~Or positive harmonische Funktion und 

2~t 

u (~o (t)) = f P (0, t) d/u (0). 
0 

Das Komplement C ~ der Menge ~ hat da8 ~u-Mass null. 

Wir  bezeichnen mi t  Ao die Menge derjenigen e ~~ fiir welche m a n  eine Folge 

{t~k} finden kann,  derar t ,  dass 

l im tvk = e ~~ 
k.-->o~ 

ist. D a  

lira arg ~ ~ - a 

ist, so geniigt zu beweisen, dass jede Menge A ,  das /u.Mass null hat .  Es  sei 

tv = rv e%, Xv der Radius  durch tv und  2~, 2~" die Ha lbgeraden  

X: : t = tv + 0 e t(~ 
(0~<0< oo) 

/~ sei der Bogen auf It] = 1, der  yon den Halbgeraden  2~ und ~: '  herausgeschni t ten  

ist. J ede r  P u n k t  e ~~ E A~ befindet  sich auf  unendlich vielen Bogen L .  H a t  m a n  gezeigt, 

dass die Reihe 

/u (L) 

konvergier t ,  wo /U (/~) das Mass des Bogens /~ ist, so ist auch schon bewiesen, dass 

/u-Mass yon A~ null ist, denn /u (A,) ist kleiner  als jeder Res t  dieser Reihe.  Fiir  j edes 

a f inder m a n  ein h > 0 ,  so dass Iv im In te rva l l  [O~-h(1-rv), O~+h(1-r~)] entha l tcn  

ist. (1) Es  ist  also hinreichend zu beweisen, dass  die Reihe 

(1) Man kalm z. B. h = ctg a nehmen. 
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[# (O, + h ( 1 -  r,)) - /~ (O , -  h ( 1 -  r,))] 
v = l  

(1) 

konvergier t .  L a u t  Hilfssatz  1 ist 

/~ (0") - / x  (0') = # (T (T -1 (0"))) - / ~  (T (T -1 (0'))) = 

T - 1 (0' ') 

1 (0) -< - u (~ (o)) 
= 2gP(T(O), T(O)) d/x "~'27~ST(O',O")' 

T - 1 (0")  

W O  

ist. Fiir  

folgt  

er(0 ' ,  0 " ) =  inf P(T(O), T ( 0 ) ) =  inf P(O, T(0))  
T -  1(0')~<0~ T -  1(0") 0"~<0~<0'" 

0' = 0 ~ - h ( 1 - r ~ )  

O"=O~+h(1-r~) 

2Zeer(O',O")= inf 
0'<0<0- 1 - 2 r~ cos (0 - 0r) + r~ = 

1 - r ~  1 - r ~  
= inf 

I~l~hr ( 1 - r ~ ) S + 4 r ~  sin s �89 ( 1 - r ~ ) S + 4 r ~  sin s � 8 9  

1 - r ~  1 
/> (1 - r~) ~ + h s (1 - r~) s >~ (1 + h s)  (1 - r~)" 

Es ist also 
# (0~ + h (1 - r ~ ) ) - #  (0~-  h (1 - r~)) ~< (1 + hS)u (q (0))(1 - r~) .  

Weil  R ~ Oa ist, so ist die Reihe 

(1 - r ,)  
v = l  

konvergen t  und  aus der obigen Beziehung folgt sofort,  dass aueh die Reihe (1) kon- 

vergiert ,  was zu beweisen war.  

4. Es  sei M eine Menge von P u n k t e n  des idealen Randes  und  ~ ihr Bfld auf  

I tl = 1. Wir  sagen, dass M eine messbare  Menge ist, wenn ~J~ im Lebesgueschen Sinne 

messbar  ist. Wei te r  sagen wir, dass M nulles oder posit ives Mass hat,  je nachdem 

das  Lebesguesche Mass von ~J~ null  oder posi t iv  ist. Es  sei M eine messbare  Menge. 

Die Funk t ion  

u* (t)= f P(O, t)dO 

ist a u t o m o r p h  in Bezug auf (T), so dass 

co (z, M,  R) = u* (~-1 (z)) 
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eine auf R eindeutige und harmonische Fnnktion ist. Wir nennen sie das harmonische 

Mass der Menge M. Es ist 

r (q (t), M, R) = f P (0, t) d 0, 

so dass r M, R) fast iiberall auf ~)~ den Winkelgrenzwert 1 und fast iiberall 

auf dem Komplement  C ~ yon ~ den Winkelgrenzwert 0 hat. 

Es sei y eine geschlossene analytische Jordankurve  auf R, welche die F1/~che R 

in zwei Teile R '  und R "  zerlegt. Wit  nennen ein Gebiet, dessen relativer Rand aus 

einer einzigen analytischen Jordankurve besteht, , ,Ende" einer Riemannschen F1/~che; 

R'  ist also ein Ende der Riemannschen F1/~che R. Es sei f die Menge jener idealen 

Randkomponenten,  welche auf dem idealen Rand yon R'  enthalten sin& Wit  hempen 

f die yon R'  best immte Portion des idealen Randes yon R. Weiter bezeichnen wir 

mit  B die Menge der Punkte  des idealen Randes, die auf den idealen Randkompo- 

nenten aus fl liegen. 

Es sei {R~} eine AussehSpfung der F1/~che R, derart  dass der Rand y~ yon R,  

aus endlich vielen analytischen Jordankurven besteht und y c R 1 ist, und es sei 

o9 (z, y ,  N R',  R~) das harmonische Mass yon y ,  n R'  in Bezug auf Rn. I s t  R ~. Oa so 

folgt ([1]) 
lim (o (z, y ,  N R',  R,) = ~ (z, B, R) ; 
n.. , . . ' t .oo 

wir werden manchmal  o~ (z, B, R) als das harmonische Mass der Portion f benennen. 

Es sei jetzt  a eine ideale Randkomponente,  A die Menge der Punkte  des idealen 

Randes, die auf a liegen, {Bin} eine Folge der Portionen des idealen Randes, fiir die 

f.=f.+l 

n=l  

gilt und Bn die Menge der Punkte  des idealen Randes, die auf idealen Randkompo- 

nenten aus fn liegen. Es ist offenbar 

eo (z, A, R ) =  lim ~o (z, B,, R); 
n - - ~  

wir werden eo(z,A,R) auch das harmonische Mass der idealen Randkomponente  a 

nennen. 

5. Es sei R' ein Ende der Riemannschen Fl/~che R ~ 0G. R'  ist selbst eine Rie- 

mannsche F1/~che und deshalb kann man fiir sie einen idealen Rand  genau wie ffir R 

einffihren. Es sei I f ' l <  1 die universelle ~berlagerungsfl/iche yon R'  und z=qJ (t')die 
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Spurabbildung. Wir bezeiehnen mit ~ '  die Menge jener e ia' welche keine Winkelhiiu- 

fungspunkte der Menge { , - 1  (%)} sind. Ist (T') die Deckbewegungsgruppe, so sind die 

Punkte des idealen Randes yon R' die ~quivalenzklassen von ~'  in Bezug auf (T'). 

Es sei /~ die von R' bestimmte Portion des idealen Randes yon R; /~ ist zu gleicher 

Zeit eine Portion des idealen Randes von R' und, als eine solche betraehtet, werden 

wir sie mit /~' bezeichnen. Weiter bezeiehnen wit mit B (bzw. B') die Menge der 

Punkte des idealen Randes von R (bzw. R'), die auf den idealen Randkomponenten 

aus /~ (bzw. /~') liegen. Es ist anzunehmen, dass die Mengen B und B' nicht als ganz 

verschieden betrachtet werden miissen, sondern dass man ihre Punkte irgendwie identi- 

fizieren muss. Diese Identifizierung wird mittels der Extremisierungstheorie [4], [3] 

(siehe auch [1]) durchgefiihrt. 

Wir bezeichnen mit 1I die Familie der auf R harmonischen positiven beschr~nkten 

Funktionen und mit ll' die Familie der harmonischen positiven beschr~nkten Funk- 

tionen auf /~', welche auf 7 verschwinden. Fiir u'E li ' bezeichnen wit 

E u' (z} = inf u (z} 
U~>U ~ 

und nennen E den Extremisierungsoperator in Bezug auf das Paar (R', R). Fiir u E 1I 

bezeichnen wir 
Iu(z) = sup u' (z) 

U'~<U 
U'  ~ 1.l" 

und nennen I den Inextremisierungsoperator in Bezug auf das Paar (R', R). 

Es wurde bewiesen in [1], dass jeder messbaren Menge E'  c B' eine messbare 

Menge E* M ' c  B entspricht, derart dass 

Eeo (z, M', R') = co (z, E* M', R) 

ist. ~hnlieherweise entspricht jeder messbaren Menge M ~  B eine messbare Menge 

I* M ~ B', derart, dass 
leo (z, M, R) = eo (z, 1" M, R') 

ist. Die Mengen E* M' und I*M sind durch M', bzw. M, eindeutig bis auf eine Menge 

vom Masse null bestimmt, und es gilt 

E* 1" M = M 

I* E* M' = M'.  

Die obenerw~ihnte Identifikation besteht darin, dass man sieh die Mengen M und 

I*M als identisch vorstellt. Folgender Hilfssatz wird zeigen, dass die Mengen M und 
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I * M  v o m  S t a n d p u n k t  des Verhal tens  der quasibesehr/ inkten harmonischen Funk t ionen  

in der T a t  als identisch angesehen werden diirfen. Eine harmonische Funk t ion  u heisst 

quasibeschr/ inkt  [11] (quasiborn~), wenn sie als Differenz zweier harmonischer  posi t iver  

Funk t ionen  dars te l lbar  ist, 
U ~  + - - U - ~  

wo u +, u -  Grenzfunkt ionen mono ton  wachsender  Folgen yon beschr/ inkten harmonisehen 

Funk t ionen  sind. u ist quasibeschr~nkt  dann  und nur  dann,  wenn u (~0 (t)) fast  fiberall 

auf  I l l =  1 Winkelgrenzwerte  besitzt ,  und  

2n 

u (qJ (t)) = f u (qJ (et~ P (0, t) dO 
0 

ist. 

HILFSSATZ 2. Es sei u (z) eine harmonische quasibeschrdnkle Funktion au] R und 

M eine messbare Menge in B. Ist 

/ast iiberaU au/ ~J~, so ist 

u (qJ (e '~  = c 

u (~0' (e~~ = c 

last iiberaU au] ~J~', M ' =  1" M, und umgelcehrt, fat 

u (~o' (e~~ = c 

u (qo (e~~ = v 

/ast i~berall au/ ~J~', so ist 

last iiberaU auf ~ .  

Es sei c' < c, 

und  
~c' (e t~ = m a x  {u (q0 (ei~ c'} 

2~ 

u~* (t) = f ~ ,  (e t~ P (0, t) d 0. 
o 

D a  u~* (t) a u t o m o r p h  in Bezug auf (T) ist, so ist 

U* -1 Z uo, (z) = ~, (~  ( ) )  

eine auf  R eindeutige harmonische Funkt ion .  Es  ist offenbar  

u* (t) - c'/> (c - c') eo (q9 (t), M,  R) 
und  deshalb ist 

u~, (z) - c'/> (c - c') o~ (z, M, R) >~ (c - c') Io9 (z, M,  R) = (c - c') ~o (z, M ' ,  R') .  

Daraus  folgert  m a n  
u~, (~o' (e~~ >/c 
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fas t  iiberall auf  ~J~'. Da  
lim u~, (z) = u (z) 

c ' - - ~ -  oo  

und da  u (z) auch auf R '  quasibeschrs  ist, so folgt 

2x~  2 r r  

f u @' (ei~ P (0', t') d O' = u (el' (t')) = lim u~, (~0' (t')) --- l im / u~. (~' (e'~ P (0', t ') d 0' 
0 c ' - - ~  - o o  ,.c "---> - o o  

und  u (~' (e~~ lim u~, (~' (ei~ 
c ' - - ~ -  o o  

fast  iiberall. Es  ist also fas t  iiberall auf  ~J~' 

u (~' (do'))/> c. 

_~hnlicherweise beweist  m a n  die umgekehr te  Ungleichung und also ist 

u (~ '  (e~')) = c 

fast  iiberall auf ~ ' ,  was den ersten Teil  des Satzes beweist.  

Wir  nehmen je tz t  an, dass  

fas t  iiberall auf  ~ '  ist. Da  

ist, so ist auch 

fas t  iiberall auf  ~J~' und  

fas t  fiberall auf  ~ ' .  Da raus  folgt 

u (~ '  (de')) = c 

u~. (z) 1> u (z), c '  

uc, (~'  (t')) - c' t> (c - c') eo (~o' (t'), M ' ,  R ' )  
und  

uc. (z) - c' >~ ( c -  c') o~ (z, M ' ,  R ' ) .  

Aus der  Definit ion yon g folgt unmi t t e lba r  

u~, (z) - c' >/(c - c') go~ (z, M ' ,  R ' )  = (c - c') oJ (z, M, R). 

Es  ist also 
u~, (~  (eGo)) >/c  

fas t  fiberall auf  ~J~ und deshalb ist, gerade wie oben 

fas t  iiberall auf  ~ .  •hnlicherweise erh~lt  m a n  die umgekehr te  Ungleichung und also ist 

u (~ (de)) = c 

fas t  fiberall auf ~J~, was zu beweisen war.  
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6. Es sei ~ (R) eine Familie von quasibeschr~nkten harmonischen Funktionen 

auf R. I m  allgemeinen sehreiben wir ~ ans ta t t  ~ (R) .  

D E f i n I T I O N .  [1] Eine Menge yon Punlcten de8 idealen Randes M heisst ~-un-  

teilbar, wenn 8ie messbar und yon positivem Masse ist, und wenn ]iir ~edes u (z) E 6 ,  

u (cp (t)) fast iiberaU au/ dem Bild ~ yon M denselben Winkelgrenzwert cu hat. Eine 

Riemannsche Fliiche gehSrt der Klasse U6 an, wenn ihr idealer Rand, wenigstens eine 

~-unteilbare Menge enthdlt. 

Die Riemannschen Fl~ehen aus der Klasse 0 o haben keine ~.untei lbaren Mengen 

in ihrem Rande und damit  ist 

Oo n U6 = r 
Es ist offenbar 

06 - Oa --- U6, 

wo 06  die Klasse jener Riemannschen F1/~chen R ist, ffir welche ~ (R) nur konstante 

Funktionen enth/ilt. Wir werden uns mit  den Familien H,  K, B, D ~ ( -  1 < ~ <  1) und 

ihren ~)urchschnitten besch~ftigen. Hier ist K die Familie der harmonischen Funk- 

tionen, fiir welche die konjugierte harmonische Funktion auf jeder Jordankurve,  welche 

die Fl~che zerlegt, verschwindende Perioden hat, B die Familie der beschr/inkten Funk- 

tionen und D ~ die Familie der Funktionen u(z), ffir welehe das Integral  

H I grad ~ (~)I ~ g~ (~, ~0) d �9 d y 
R 

endlich ist; g(Z, Zo) ist die Greensche Funktion der Fl~che R. Ffir ~ = 0  geht das 

Integral  in das Dirichletsche Integral  fiber. Man sieht leicht, dass die Konvergenz des 

Integrals unabh~ngig yon z 0 ist. 

Es sei HM~ (o~>~ 1) die yon Parreau [10] und Nevanlinna [8] eingeffihrte Familie: 

u (z )EHM~,  wenn die subharmonische Funktion l u (z)[~ eine harmonische Majorante 

besitzt. 

HILFSSATZ 3. ES ist 

Beweis: Sei u(z)E HD 1 und 

Da 

mad 

ist, so ist 

HM2= l i d  1. 

(~) = Jf [grad .  (;)[' g (r ~) ~ ~ a'7. 
R 

A I (z) = - 2 Jr I grad u (z)]2 

A u 2 (z) = 2 [grad u (z)12 
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v (z) = u 2 (z) + 1 1  (z) 

eine harmonische Funkt ion .  Sie ist  gr6sser als u 2 (z), da  I ( z )  posi t iv  ist, und  somit  

'~ (z) E H M  2. 

Umgekehr t ,  sei u (z)E H M  2, und  {R~} sei eine AusschSpfung yon R. Wir  werden 

mi t  g,~ (z, zo) die Greensche Funk t ion  yon Rn, mit  v= (z) die in Rn harmonische Funk-  

tion, welche auf  dem l~ande ?~ yon R ,  gleich u 2 (z) ist, und  mi t  In (z) die Funk t ion  

1= (z )=  ff [grad u(r gn (r z ) d ~  d~  

bezeichnen. In (z) verschwindet  auf  dem Rande  von Rn wie leicht zu beweisen ist, 

und  deshalb ist 

vn (z) = u 2 (z) + 1 In (z). 

Weil u (z)E H M z ,  exist iert  eine auf  R harmonische Funkt ion ,  v (z), so dass 

ist, und  daher  ist 
v (z)/> u 2 (z) 

v (z)/> vn (z) ~> 1 In (z) 

in Rn. Daraus  folgert  m a n  

I (%) = f f  ]grad u (z)12 9 (z, Zo) d x  d y  
R 

= lim f f  ]grad u(z)]2 g (z, Zo) d x  d y  

= iim lim f f  Igrad u(z)  12gm (z, z0) dxdy<~ Jim ' f l g r a d  u(z)12gm (z, zo) d x d y  
n.-,,,oo m. . . .oo  n n  m ~ o o  

= lim Im (z 0) < z~ v (Zo) < oo 
m . - ~ O 0  

und u (z)E HD 1, was zu beweisen war.  

Es  ist offenbar  auch 
K M  2 = K D  1. 

Par reau  ha t  bewiesen ([11], 143), dass die Funk t ionen  u E H M  2 quasibeschr/~nkt 

sind; aus dem Hilfssats  3 folgt, dass die Funk t ionen  u E H D  ~ (~ <~ l) auch quasibe- 

schr/~nkt sind. Aus dem Hilfssatz  3 und  Satz 2 aus [1] folgt 

OnB = OnD, c_ Ono~ ~ OHDo = On~ c_ OHD~" 
ffir ~ ' ~ 0 < ~ < 1 .  
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Gerade wie in [1] beweist man, dass ffir jede Familie G, die die harmonisehe 

Masse der Portionen enth/~lt, die ~-untei lbaren Mengen auf einer idealen Randkompo- 

nente, mit  Ausnahme einer Menge yon Masse null, liegen. 

Die Familien HB und HD = HD ~ enthalten, wie bekannt, die harmonischen Masse 

der Portionen. Wir wollen dasselbe auch ffir die Familien l i d  ~, - 1  < ~ <  1, beweisen. 

Es sei ~ eine gesehlossene Jordankurve,  welche die F1/~ehe R in zwei Teile R',  R"  

teilt, fl', fl" die yon R' ,  R"  best immten Portionen, {R,} eine AusschSpfung yon R, ~n 

der Rand yon Rn, der aus endlieh vielen analytisehen Jordankurven besteht und 

y~ = y,~ N R'  

t t  

yn =y~  NR". 
Es ist, wie oben bewiesen wurde, 

t 
to (z, B',  R) = lim co (z, ?~, R~), 

n--->ot~ 

wo B'  die Menge der Punkte  des idealen Randes ist, welche auf den idealen Rand- 

komponenten aus /~' liegen. Es sei 

Dann ist in R~ N R"  

m = inf g (z, z0) > 0. 

und, ffir - l < a < O ,  

g (z, %) >/m ~o (z, y~, Rn) = m wn (z) 

fS, 
Rn fl R'" Rn 

1 

0 C(n) 

1 

0 

grad~on(z)i~g~(z, zo) dxdy<..m~ f f lgrado ,z ,t~ ~ ~t )1 w,,(z) d x d y  

1 

0 c(n) 

wo C(~ n) die Niveaulinie 

und 
o~ (z)  = T 

Dn(u)= ff ]grad u(z)] ~ d x d y  

ist. Dieselbe Absch/itzung finder man fiir das Integral  fiber R,~ N R', so dass 

gilt. Nun ist 

S f  I g r a d  ~ "z ~ ~ m ~ ~( ) g (z, zo) dxd y < .2  D ~ ( e o ~ ) / ( l + ~ )  
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f f  [ grad  ~o (z)I s g~ (z, z0) d x d y = l im f f  I grad  09 (z)I s g~ (z, Zo) d x d y 
/~ rn--> oo R,m 

= lim lim f f  I grad w.  (z)[3 g. (z, %) d x d y ~< lim f f  ]grad co. (z)[ ~ g= (z, zo) d �9 d y 

2 m ~ 2 m ~ 
<~ ~ limoo On, ((o,,) = ~ On (w) < oo 

und  also oJ (z, B', R) E D ~, - 1 < ~ < 0. Fiir  0 ~< a < 1 folgt o) (z, B ' ,  R) e D ~ yon  D o _ D ~. 

7. Es  sei R '  e i n  Ende  einer Riemannschen  Fl~che R. Wir  wollen untersuchen,  

wie sich die ~ -un te f lba ren  Mengen in Bezug auf die Opera toren  E* und  I*  verhal ten.  

Ffir welehe Faro[lien ~ [st eine Menge M, aus dem gemeinsamen Teil des idealen 

Randes  von R und  R' ,  gleichzeitig |  auf  R und  R'? N~ehstfolgende Para-  

graphen sind diesem Prob lem gewidmet.  

SATZ 2. Es sei M" eine ~-unteitbare Menge au] dem idealen Rande yon R', M'  ~ B'. 

list jede Funktion u (z) E ~ ( R) als Funktion a u/ R in @ ( R') enthalten, so ist M = E* M" 

eine ~-unteilbare Menge auf dem idealen Rande yon R. 

Es sei u(z) E ~ ( R ) .  Da u(z) E ~ ( R ' )  und  M '  eine ~ -un te i lba re  Menge [st, so [st 

u @' (e~~ = 

fas t  iiberall auf  ~9~'. Nach  dem Hilfssatz 4 [st 

u ( ~  (e~a)) = c 

fas t  iiberall auf  9)2, und  M =  E*M' [st somit  eine |  Menge. 

FOLGESATZ 1. Ist M '  eine XY-unteilbare Menge (X = H,  K;  Y = B, D ~, - 1 < ~ ~< 1) 

auf dem idealen Rande yon R', M ' ~ B ' ,  so ist M = E * M '  eben/alls eine XY-unteilbare 

Menge. 

Es ist nur  zu zeigen, dass  fiir jedes u(z) e X Y ( R ) ,  u(z) E X Y ( R ' ) [ s t .  Das [st 

offenbar  ftir H ,  K und  B. Es  sei u (z) E D ~ (R) und  9 (z, %), bzw. g' (z, Zo), die Greensche 

Funk t ion  von R, bzw. R'. Es [st 

g' (z, z o) ~< g (z, zo) 

auf  R '  und  daraus  folgt, ffir ~/> O, 

f f  [grad u (z)12 g'~' (z, %) d x d y <~ f f  I grad u (z)I ~ g" (z, zo) d x d y 
R"  /t:" 

< f f  [grad  u (z)[3 g~ (~, Zo) d x d y < 
R 
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und  also ist u(z) eD~(R').  Es sei y '  eine Jordansche Kurve  auf R' ,  welehe y von fl' 

t rennt,  R o das Gebiet zwischen y und  y', und 

dann  ist auf R - R  o 

Deshalb ist fiir -- 1 < ~ < 0, 

M = sup g (z, z0) < oo 
zeT" 

m' = in f  g' (z, %) > 0, 
ZEy" 

9' (z, Zo)/> g (z, Zo) 
t m M 

f /  ] grad u (z)]3 g,~, (z, zo) d x d y <~ (m'/M)" ff  ]grad u (z)]2 g, (z, z 0) d x d y < 
R ' -  R, R ' -  Ro 

Wir stellen 

und C~ sei die Niveaulinie 

Auf R o ist 

und deshalb ist fiir - 1 < a < 0, 

<~ (m'/M) ~ f f  l grad u (z)]2 g~, (z, zo) d x d y < ~ .  
lit 

co (z) = to (z, 7 ' ,  R0),  

to (z) = ~. 

to (z) ~< g' (z, zo)/m' 

R, R, 
1 1 

~ <  ~ ,  
0 C]~ 0 

WO 
- 1  

o.<~.<~ IdzJ< oo 
c.l 

ist. Daher  ist u(z) 6D~'(R'). Der Folgesatz folgt sofort aus dem Satz 2. 

8. Es sei M, Me_B,  eine ~-unte i lbare  Menge. Wir  wollen hinreichende Bedin- 

gungen dafiir angeben, dass M ' =  I*M aueh eine |  Menge ist. Dafiir be- 

nutzen wir die Methode des Linearoperators  yon Sario [12]. Es sei s(z) eine auf 7 

harmonische Funkt ion  und L ein Operator,  der der Funkt ion  s (z) eine auf  R '  harmo- 

nische Funkt ion  Ls(z)  anschliesst. Wir  nehmen an, dass L ein Linearoperator  ist :  

L (c 1 81 -{- c 2 82) = c I L81  -~ c 2 L 8 2 ,  

5 - 593804. Acta mathematica. 102. I m p r i m 6  le 26 s e p t e m b r e  1959 



66 C. CONSTANTINESCU 

wo ci, c 2 reelle Zahlen  und  sl, % auf  ;~ harmonische  F u n k t i o n e n  sind. L wird  normal  

genann t  [12], wenn er folgende Bedingungen  erffil l t :  

Ll : L s ( z ) = s ( z  ) auf  y 

f OLs(z) 

L a :  L I - - ~ I  

L 4 : inf s (~) ~< Ls  (z) < sup s (~). 
~er ~er 

W i r  sagen, dass  de r  Ope ra to r  L fiir die Famfl ie  ~ geeignet  ist,  wenn er noch fol- 

gende Bedingungen  erf i i l l t :  

L 5 : Ls  (z) e ~ (R') 

L 6 : L s  (q)' (e'~ = ~s (a') 

fas t  i iberal l  auf  9~'. t I i e r  is t  a '  eine ideale  R a n d k o m p o n e n t e  aus  fl', A' die Menge der  

P u n k t e  des idea len  Randes  yon  R', welohe a u f a '  l iegen;  9~' i s t  das  Bi ld  von A' und  

~s(a ')  eine bel iebige reelle Zahl,  die yon  s(z) und  a' abhs  Also muss  Ls(q~'(t')) 

fas t  i iberal l  auf  9~' einen k o n s t a n t e n  Winke lg renzwer t  haben.  

SATZ 3. Es sei ~ eine Familie yon quasibeschriinkten harmonisehen Funktionen, 

welche [olgende Bedingungen er[i~llt: 

1 ~ Aus u e|  /olgt u e | /i~r ~edes R und ~ede8 Ende R' au[ R. 
2 ~ Ist u harmoniseh au/ R und u e ~ ( R ' ) ,  u e ~ ( R - R ' ) ,  so ist auch u e ~ ( R )  

/iir ~edes Ende R'. 

3 ~ I 1 (z) e ~ (R') [iir jedes Ende R' oder ~ (R') ~ K.(1) 

4 ~ ~ ist ein linearer Raum. 

5 ~ Es gibt einen Linearoperator, der [i~r die Familie ~ geeignet ist. 

Ist R' ein Ende au[ R und M eine ~-unteilbare Menge au] dem idealen Rande 

yon R, welche au] einer idealen Randkomponente liegt, M ~ B, so ist I*M eine ~-unteil- 

bare Menge au] dem idealen Rande yon R'. 

Es  sei u ' e  ~ (R'). W i r  not ie ren  

f 
0u'( ) 

s (z) = u' (z) - ~ 011 (~) I 1 (z). 

.I 
F 

(1) I 1 (z) ist die inextremisierte Funktion der Funktion u (z) --- 1; sie ist gleich m (z, B', R'). 
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I 1 (z) ist  nieht  identisch null, denn B'~_ M ' =  I*M und  I*M ha t  posi t ives Mass. D a  

u '  (z) und  I 1 (z) harmoniseh auf  ~ sind, so ist auch s (z) harmonisch  auf  ~. Naeh  3 ~ 

ist 1 1 (z) E ~ (R') oder  ~ (R') _~ K.  I m  ersten Fall  ist wegen 4 ~ s (z) E ~ (R'). I m  zweiten 

Fal l  ist 

/ eu ' (~)  
e n  I d r  

und  
s (z) = u'  (z) ~ | (R') .  

Da 

/ a s ( ~ ) l d z l =  o 
On 

ist, so k a n n  m a n  mit te ls  der Methode des Linearopera tors  yon Sario ([12] Satz 1) 

eine auf  R harmonisehe Funk t ion  konstruieren,  welche auf  R' die Gleichheit  

u (z) = s (z) + L (u (z) - s (z)) 

und  auf R - R '  die Gleichheit  
u (z) = L u (z) 

erffillt. Nach  L 5 ist  L ( u ( z ) - s ( z ) ) e |  und  u ( z ) = L u ( z ) E ~ ( R - R ' ) .  Aus 4 ~ folgt 

u(z) E ~ ( R ' )  und nach 2 ~ u(z) E~(R) .  D a  M eine ~ -un te f lba re  Menge ist, so ist 

u (~  (e~))  = c 

fast  fiberall auf  ~rj~. Aus dem Hflfssatz 2 folgt darm 

u (~'  ( e ~ ) )  = c 

fast  fiberall auf  ~ ' ,  M' =I*M. Die ideale R a n d k o m p o n e n t e  a geh6rt  der  Por t ion  fl 

an, welche yon  R" b e s t i m m t  ist, so dass sie gleiehzeitig eine ideale R a n d k o m p o n e n t e  

aus dem idealen Rande  yon R' ist. Als solehe werden wir sie m i t a '  bezeiehnen. Es  

sei A' die Menge der P u n k t e  des idealen Randes  yon R', welehe auf a' liegen, und  

i~' das  Bild von A'. Naeh  der Bedingung L 6 ist  

L (u (~' (eta')) - 8 (q)' (e'~ = ~u-s (a') 

fast  fiberall auf  2 '  und  da M' ~_A' ist, so gilt  dieselbe Gleiehheit  aueh fast  fiberall 

auf  ~J~'. Daraus  folgt 

s (el' (e~~ = e - ~u-s (a') 

fas t  iiberall auf  ~J~'. D a  

I 1 (~' (e~~ 1 
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fast  iiberall auf B ' ~  M '  ist, so folgt daher 

u' (qJ (a') + ld l 
F 

fast  fiberall auf ~J~'. Die Menge M' ist somit ~-unteflbar.  

FOLGESATZ 2. Es sei ~ eine Familie yon Funktionen, welche die Bedingungen 

des Satzes 3 er/i2llt, R eine Riemannsche Fldche, welche eine ~.unteilbare Menge au/ 

einer idealen Randkomponente besitzt und Q eine kompakte Menge au/ R. Wenigstens 

eine Komponente der oHenen Menge R -  Q gehSrt der Klasse U~ an. 

Es sei M eine ~-unteflbare Menge, welche auf einer idealen Randkomponente  a 

yon R liegt und R" sei jene Komponente  der offenen Menge R - Q ,  welche a auf 

dem idealen Rand  enth~lt. Man kann immer ein Ende R '  linden, R ' c  R" ,  das a auf 

dem idealen Rand  enth~lt: Bezeichnen wir mit  I den Inextremisierungsoperator in 

Bezug auf das Paar  (R', R) und E '  den Extremisierungsoperator in Bezug auf das 

P a a r  (R', R"), so ist naeh dem Satze 3 I * M  eine ~-untei lbare Menge auf dem ide- 

Men Rande yon R'  und nach dem Satze 2 E'* I*M eine ~-untei lbare Menge auf dem 

5dealen Rande yon R". Es ist also R"  e Ue, was zu beweisen war. 

9. Wir konstruieren jetzt  einen Operator L, welcher ffir die yon uns betraeh- 

r Familien geeignet ist. Es sei s (z) eine auf ? harmonisehe Funktion. Mit H 8 (z) 

werden wir die auf R '  normierte L6sung bezeiehnen ([9], 320). Diese wird folgender- 

massen konstruiert: H~ s (z) sei die auf R~ (R'n =R~ fl R') harmonische Funktion fiir die 

{ s : )  auf y 
Hn s (z) = 

* 7 ~ = ? n N R  ' 

ist. Die Folge {Hns (z)} ist konvergent ([9] 320-325), und wit bezeiehnen 

H s (z) = lim Hn s (z). 
n - - ~  

:Es ist 

Auf R~ ist 

WO 

H1 : H s (z) = s (z) auf y. 

m (1 - In 1 (z)) 4 Hn s (z) ~< M (1 - In 1 (z)), 

inf m = s (z) 

M = sup s (z). 
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und daher folgert man 

m(1 - I  1 (z))<.Hs ( z )<M (1 - I  1 (z)), 
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/ t2  : / / s  (~' (d~ = 0 

fast  iiberall auf B'.  Wir ben5tigen folgenden Hilfssatz: 

HILFSSATZ 4. Es sei {G,} eine Folge yon (nich~ unbedingt kompakten) Gebieten 

au! R, 

G = U  G~, 
n - - 1  

un eine harmonische Funktion au/ Gn mit 

Dc~(u~)<d<oo ( n = l ,  2 . . . .  ) 

und v eine auf G harmonische Fun]ction mit endlichem Dirichlet-Integral. Konvergiert 

u, gleichmiissiq au/ jed~r kompakten Menge aus G gegen eine harmonische Funktion u, 

so hat u endliches Dirichlet-Integral au/ G und es gilt: 

Do (u, v)= lira Da, (u~, v). 
n - ~ o o  

Es sei Q eine kompakte  Menge in G; dann kann man ein so grosses m finden. 

so dass 

Q~-Gm 
ist. Es ist 

DQ (u) = lim DQ (u~) ~< lira sup Da, (u,) ~< d <  oo 

und daraus 
Da (u) = sup D O (u) <~ d < oo. 

u hat somit endliches Dirichlet-Integral auf G. 

Es sei {Q~} eine Folge yon kompakten  Mengen 

Q,~-Q~+I 

~JQ,=G. 

Naeh der Sehwai~.sehen Ungleiehung ist 

I D~_  ~, (u~, v) I ~ < D~,_ ~, (u~) D~,_ o, (v) <. d Do- ~, (,~). 
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Daraus und aus 

o 
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D ~  (u~, v) = Da.n % (un. v) + Dc~-% (un, v) 

DG~nQ~ (U~, V) -- [d Da-Q~ (v)] �89 < Da, (u~, v) <~ DG~nQ, (u~, v) + [d DG-Q, (v)] ~. 

Fiir ein geniigend grosses n ist 

und fiir n-->r162 erh/flt man 

Q.--- G= 

DQ~ (u, v) - [dDa_Q, (v)]�89 ~< lim inf Da, (u~, v) < 
n-~oo  

< lira sup Da. (u~, v) <~.DQ~, (U, V) "-}- [dDa_o~, (v)] �89 
n - ~ o o  

Wir lassen jetzt  v gegen unendlieh streben und erhalten 

Do (u, v) ~< lira inf Da.. (u~, v) ~< lim sup Da~ (u~, v) ~< Do (u, v), 

das heisst, dass die Folge {Da. (un, v)} konvergiert gegen Da (u, v), was zu beweisen war. 

Wit ffihren jetzt folgende Bezeiehnungen ein: mit {Tk~}l<~<Nk notieren wir die 
t 

Jordankurven, aus denen yk besteht: 

Nk 
p 

~'k  = U yk~ 

und nehmen an, dass jede die F1/iche R' zerlegt, u n d e s  sei R~i jene Komponente 

der Menge R ' - -Rk welche 7kt als relativen Rand hat. fl~ sei die Portion des idealen 

Randes yon R', die yon R~ bestimmt wird, und fiir n > k  stellen wir 

t 
7, (fl~,) = 7,  NR~, (1 ~<i<Nk) 

o ( k )  �9 ~, (z) = o~ (z, 7~ (~ki), R~). 
Es sei 

Nk 

L(~ k) s (z) = H~ s (z) + ~ ~(k) ,(~)/.~ ~ n i  tu 'n i  ~~/r~ 
j = l  

wo ~(~) reelle Zahlen sind, und zwar so gew/ihlt, dass 

f ~L~)s(Z)ldzl= 0 
an 

~ (~'~) 

ist ffir l < i < N k .  Die ~ t  ) h//ngen auch yon s(z) ab; da wir aber diese be- 

sondere Bezeichnung nieht benStigen werden, lassen wir den Index s (z) weg. Wie 
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bekann t  ist ([9], 278-280), ist es immer  mSglich, solche reellen Zahlen ~ )  zu finden, 

und  sic sind eindeutig bes t immt .  L(k) ~n ~ (Z) ist ein Linearoperator ,  der folgende Eigen- 

schaften besi tz t  : 

L~ : L(~ ) s (z) = s (z) a u f  7 

L ~ : L ~ ) I -  1 

L~ : inf s (~) ~< L~ ~J s (z) ~< sup s (~). 

Die letzte Ungleiehung wird folgendermassen bewiesen. Z(~k)s (z) ist eine harmo-  

nische Funk t ion  auf R~ und  laut  dem Maximum-  und  Minimumprinz ip  erreicht  sie 

ihr M a x i m u m  und  Minimum auf dem Rande  vom R~. Auf ~ ist L(~k) s (z) gleich s (z), 

und  auf 7~) ist L(: ) s (z) gleich ~ 2 ,  da  H~ s (z) auf  ~ gleich null ist. Es  ist also nur  

zu beweisen, dass  

inf s ($) ~< inf ~ni~(k)'~ s u p  ~nik(k) ~ ~ s u p  S ($ ) .  
CeF I ~ t ~ N  k I ~ t ~ N  k CeF 

Es sei i o dasjenige i (1 ~<i~<Nk) , fiir welches 

~(k)_ sup ~ )  
l~<i~Nk 

ist. Falls  

ist, so gilt  

fiberall auf  R'~, und  da 

auf  - (~) y~o ist, so ist auch 

• ( • . )  > sup s (~) n~ o 

L ~ )  - _< ~(k) 8 (Z) .,~ Cn i .  

L ~  ) s (z) = e(k) ffnio 

0 L ~  ) s (z) ~< O 
0 n  

auf ~,(k) rn~,, und  das Gleichheitszeichen kann  nur  in isolierten P u n k t e n  vo rkommen .  

widerspricht  aber  obiger Bedingung 

Es ist also 

f o L~ ) s(z) 
~,(k) 

ni o 

sup $~) ~< sup s ($). 
I<~r k ~r 

Das  
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Ahnlicherweise wird der Beweis fiir 

inf ~(,~) ~> inf s (~) 
l<~f<~N k ~.~ 

durchgefiihrt .  

L~  ) ist also ein Normalopera tor  in Bezug auf R~. Es sei v (z) eine harmonische 
t Funkt ion  auf Rn, Iiir die 

fo, u . I d ~ l = O  ( X < i < N k )  

ist. Dann  ist 

DR,, ( v , L ? ) s ) =  f L ?  )8(z) a n  

:',~(3~) r r 

(mit Normalable i tungen in der Richtung des idealen Randes).  Fiir v ( z )=  L(nk) S (z) er- 

h/ilt man  

DR~ (L~) s) f s ~ r(k) o = - (~)~ ~-~(~) I a~ l- 

Aus der Eigenschaft  L~ ist zu ersehen, dass die Folge { L ~ ) s  (z)} normal  ist. Wir 

k6nnen also eine Teilfolge fT(k)o L ~ ,  v (Z)}l<~<oo finden, welche auf jeder kompak ten  Menge 

aus R'  gleichm~ssig gegen die harmonische Funk t ion  L(k)s  (z) konvergiert :  

L (k) s (z) = lim ~r(k) s (z). 
y - > o o  

Fiir  n > k haben wir 

a L(k) s (z) [ d z [ -- lim [ = lim - -  [d z [ = 0, 
a n  ~oo a n  ,~oo a n  

da auf R' n~, ~n (fl~) und  7n~ (flkD homolog sind. In  der obigen Formel  k6nnen wir 

also v ( z )=  L(k) s (z) stellen; dann  erhal ten wir 

DR;~ (L (k) s, L~  ) 8) = - f s (z) 

Wir  bemerken,  dass 

(r.(k) s) = lira - s (z) a n lim DR,,,, ,~n, 
v---~oo y---->oo 

aL(k)s(~) Idol. 
On 

Idzl}  f s(z) < c ~ .  
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Aus dem Hilfssatz  4 mi t  u, = r.(k)s, v = L(k) s folgt danu  
~ n  v 

Dn. (L  (~) s) = DR" (L (*) s, L (k) s) =_~lim D a ~  ( ~ (k) ~ L (~) s) = -  f s (z)" " ~ L(*)~ns (z) l d z [" 

Wit  nehmen an, dass m a n  aus der Folge {L(n~)s (z)}l<n<~ eine andere  Teilfolge 

herausnehmen kann ,  welche auf  jeder k o m p a k t e n  Menge aus R '  gegen die harmonische  

Funk t ion  L(k) s (z) konvergier t .  Aus dem Hflfssatz 4 folgt 

f ~ L (~) s (z) D~" (L (k) s, L (k) s) = lira D~% (L (k) s, r.(~) s) = - s (z) d z[ = DR, (L  (k) s). 

I n d e m  m a n  die Rollen yon L (k) s, L(~)s ver tauscht ,  erh~lt  m a n  

D~, (L (~) 8, L (~) s) = D~. (L (~) s) 

Da,  (L (k) s - L (k) s) = DR, (L (~) 8) -- 2 Da.  (L (k) s, L (~ s) + Da,  (L <k) 8) = 0, 
w a s  

L(~) 8 (z) = L(k) 8 (z) 

bedeute t .  Die Folge {L~)s  (z)}l<~<~ ist also konvergen~ und  

l im L(~ ~) s (z) = L (k) s (z). 

Aus den Eigenschaf ten  der Opera toren  L(n *) folgen die ~hnlichen Eigenschaf ten  des 

Operators  L (~). Dieser  ist ein Linearoperar fiir welchen 

L~' : L ~k) s (z) = s (z) auf  ? 

L~' : ( e L (~) s (z) 
j 
7 

L~" : L (k) 1 ~ 1 

L~' : inf s (~) ~< L (k) s (z) ~< sup s (~). 

L (k) ist also ein Norma lope ra to r  auf  R ' .  Es  sei v (z) eine auf  R '  harmonische 

F u n k t i o n  m i t  endlichem Dir ichlet-Integral ,  flit welche 

f Ov( )ld.l= o 

und also 



7 4  C. CONSTAI~TINESCU 

fiir jedes n > k  und 1 < i ~<N~ gil~. Mittels des Hflfssatzes 4 erh/ilt man  

f ~ v (z) Da, (v, L(~) s) = lira Da, (v, L(n~) s) = - s (z) - ~ n  Idzl" 
lt--->oo 

N im mt  man v = L (~) s, so ist 

D~, (L (~) s) = f 0 L (~) s (z) - ~(~) ~ Idol.  

Aus L~ folgt 

Die Folgen fe(~)~ 

{ ~ ( k )  "( 

Da 

inf s (() ~< ~ )  ~< sup s ((). 

( i = 1 ,  2 . . . . .  Nk) enthal ten  somit konvergente  Teilfolgen 

lim x(k) _ ~ k ) .  ~ n y l  - -  

lim (k) oJ~, (z)=to (z, Bk~, R') 
n - ~ o o  

ist, wo B~ die Menge der Punk te  ist, die auf topologischen Komponen ten  aus fl~, 

liegen, so folgt 

N k  

L (k) s (z) = lim ~n,L(k) S (Z) = lim Hn, s (z) + ~ lim ~n~l~(k) eo(~)n~ (z) 
~,--+oo v--->oo i = l  ~,-~oo 

hrk 

= H s (z) + Z ~k) o (z, B' k~, R').  
i = 1  

Aus dieser Gleichheit und  H a folgt 

L~" :L  (k) s @' (et~ = ~}~) 

fast  fiberall auf B '  k~. Daraus  sieht man  ebenfalls, dass die Folgen ~.~sl,<~<~oce(~)~ kon- 

vergent  sind. 

Aus L~' ist zu ersehen, class die Folge {L(~)s (z)} normal  ist. Sie enth/~lt also 

eine Teilfolge {L(k,)s (z)}l< . . . .  welche auf jeder kompakten  Menge aus R'  gleichm/~ssig 

konvergiert .  Ffir jedes k, n (n > k) und i gegen eine harmonische Funk t ion  L s(z) 
(1 ~<i~<Nk) ist 

Anderseits ist 

f 8Ls(Z)ldzl=limvn ,_~:r f 8L(k~)s(z) zl=O" 

f ~Ls(z) dz l< Da, (L s) <~ lim DR. (L(~,) s) = - s (z) ~ n 
~--~oo 

~s 
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und  also, wenn m a n  in der  obigen Gleichheit  v = L s  stellt, so f indet  m a n  

(L s, L (k) s) = - f s (z) aLso(z) dz I. DR, 

Aus dem Hilfssatz  4 folgt 

f (z) dz]. 
~Ls(z)  

DR" (L s) = .!im DR, (L s, L(k,) s) = -- s 

I s t  {L(Z,)8 (z)}l<~,<~ eine andere Teflfolge yon {L(k)s (z)}, die gegen L 8  (z) konvergier t ,  

so f inder m a n  genau wie oben 

DR" (L s, L s) = DR, (L s) = DR" (L s), 
w a s  

DR" ( L s - L s ) = O  

L s (z) = L s (z) 

als Folge hat .  Die Folge {L(k)s (z)} ist somit  konvergent :  

l im L (~) s (z) = L s (z). 

L ist  ein Normalopera tor ,  wie aus  L ~ ' - L ~ "  leicht zu ersehen ist. E r  erffillt noch 

die Bedingung 

L s : L s ( z ) E K B D  ~ (0~<~<1) .  

Aus L a folgt n~mlich L s (z)EB.  Wir  haben  gesehen, dass  L s (z) ein endliches Di- 

r iehle t - In tegra l  hat .  Es  ist  also L s (z) E D _  D ~ ffir ~ ~> 0. D a  

f OLs(z) d 

ffir jedes k, n ( n > k )  und i ( l~<i~<h~),  und  da 7a(fl'kt) eine Homologiebasis  auf  R '  

b i ldet  ([9], 311-313), so folgt L s ( z ) E K .  Es sei a '  eine ideale R a n d k o m p o n e n t e  yon 

R' ,  A '  die Menge der  Punkte ,  welehe auf  a '  liegen. Wir  nehmen  an, dass  A '  ein 

posi t ives harmonisches  Mass hat .  Es  sei ik jenes i, l~ i<~Nk,  ffir welches a'Efl'k~ k. 

Aus 

m = inf s (~) -< ~(k) _< sup s (~) = M 
"~ ~1 k "~ 

fe(kv)~ ist zu ersehen, dass m a n  eine Teilfolge ~r s~<~<~ finden kann,  die konvergent  ist 

~8 (a')= lira ~(k,) 
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Aus L 4 folgt 

A', R ' )+mo)(z ,  F ' - A ' ,  R')~L(~,)s(z)<~l~') m(z, A', R ' )+Mco(z ,  P ' - A ' ,  R'). (z, CO 

Ffir  v -+co  erh/ilt m a n  

~s (a')oo (z, A',  R ' )+moo (z, F ' - A ' ,  R ' ) < ~ L s ( z ) < ~  (a')m (z, A',  R ' )+Meo  (z, $ " - A ' ,  R') 

L e : L s (q '  (de')) = ~s (a') 

fas t  iiberall auf  A ' .  Der  Opera to r  L ist  somi t  fiir die be t raeh te ten  Famil ien  

H, K,  B, D ~' (0~<~<1)  

und  ihre Durehsehni t te  geeignet.  

t 0 .  SATZ 4. Es sei R eine Riemannsche Fli~che und a eine ideale Randkompo- 

nente yon R, au] welcher eine X Y.unteilbare Menge liegt (X = H, K; Y = B, D =, B D ~, 

0~<a~< 1). Jede zusammenhdngende Umgebung yon a geh6rt der Klasse Uxr an. 

Es ist nur  zu beweisen, dass X Y die Bedingungen des Satzes 3 erfiillt. I m  

vorangehenden  Absa tz  wurde das  ffir die Bedingung 5 ~ gezeigt. I m  Laufe  der  Arbe i t  

ha t  m a n  aueh gesehen, dass  X Y die Bedingungen 1 ~ und 3 ~ effiillt. Es  sei je tz t  

u (z) harmoniseh  auf R. D a  jede Jo rdankurve ,  die die Flgehe R zerlegt, einer l inearen 

K o m b i n a t i o n  von J o r d a n k u r v e n  auf R '  und  R - R ' ,  welehe diese Gebiete  zerlegen, 

homolog ist, so folgt alas u ( z ) E K ( R ' )  und  u ( z ) E K ( R - R ' ) ,  u ( z ) E K ( R ) .  Es ist aueh 

offenbar,  dass  aus  u (z) EB (R'), u (z) EB ( R -  R ' )  aueh u (z) EB (R) folgt. Es  bleibt  nur  

die Famfl ie  D =. Es  sei A ein Gebiet ,  dass  y enth/flt  und  g (z, zoi, g' (z, %), g" (z, %) 

seien die Greensehen Funk t ionen  yon  R, R', R - R ' .  I s t  z0EA, so k a n n  m a n  zwei 

posi t ive Zahlen c', c" l inden, derar t ,  dass  

9 (z, %) ~< c' g' (z, zo) fiir z E R '  - A 

g (z, zo) ~< c" g"  (z, zo) fiir z E R - R '  - A. 
Daraus  folgt 

f f l grad u (z) I S g= (z, %) dx dy  = f f l grad  u (z) I S g" (z, zo) dx  dy 
1r A 

+ ff [grad ~,(~)l~g = (~, ~o)axdy+ ff  I grad u (z) l'g = (z, Zo)dxdy 
R ' - A  R - R ' - A  

<~ f f  I grad  u (z)I S g= (z, zo) dx  dy + c' f f  ] grad  u (z)[3 g,,, (z, Zo) dx dy 
A R ' - A  

+c ''= ff Ig rad  u(z)]~g""(z, zo)dxdy<~ f f  lgrad u(z)l~g=(z, zo)dxdy  
R - R ' - A  A 

+e'~fflgrad u(z)l=g'~(z, zo)dxdy+c ''~ ff  Ig rad u(z)lZg"*'(z, zo)dxdy< ~ .  
R" R -  R" 

und  also 
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Die Fami l i e  erf i i l l t  also auch die  Bedingung  2 ~ Es  b le ib t  nur  zu beweisen, dass  

X Y ein L inea r r aum ist .  Das  i s t  offenbar  ffir H ,  K ,  B. Ff i r  D ~ folgt  das,  wie ge- 

w6hnlieh,  mi t t e l s  de r  Schwarzschen Ungleiehung.  D a m i t  is t  de r  Sa tz  4 bewiesen.  

FOLGESATZ 3. Durch Ent/ernung einer kompakten Menge aus einer Riemannschen 

Flgche der Klasse U x r  ( X = H ,  K;  Y = B ,  D ~, B D  ~, 0<o~< 1), welche eine X Y-unteil- 

bare Menge au/ einer idealen Randkomponente hat (was immer der Fall ]iir X = H ;  

Y = B, D ~, BD~; 0 <~ o: < 1 ist), geh6rt wenigstens eine Komponente der gebliebenen oHenen 

Menge der Klasse U x r  an. 

W e n n  wir  X = H  und  Y = B ,  D in d iesem Fo lgesa tz  nehmen  u n d  die in [1] ge- 

fundenen  Re la t ionen  

0ns  - 0 a  - UnB -- 0AB -- 0 a  

OHD - -  OG ~__ UHD ~_ OAD -- 0 G 

be t rach ten ,  so folgt  der  

SATZ YON KURAMOOHI ([5] Sa tz  1) Wenn man eine kompakte Menge aus einer 

Riemannschen Flgche R E OHB - Oa (bzw. R e OnD -- Oa) ent/ernt, derart, dass die gebliebene 

o//ene Menge zusammenhiingend ist, so gehSr~ sie der Klasse OAB (bzw. OAD) an. 
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