UBER DIE KLASSIFIKATION DER RIEMANNSCHEN FLACHEN

VON

C. CONSTANTINESCU

Bulkarest

Es sei R eine Riemannsche Fliche, der Kreis |t|<1 ihre universelle Uberlage-
rungsfliche, z=¢(t) die Spurabbildung und (7') die Deckbewegungsgruppe: 7' € (T')

dann und nur dann, wenn

p(T@))=¢)

ist. Zwei Punkte ¢, t,, aus |t]<1 heissen dquivalent in Bezug auf (7'), wenn man

ein T € (T) finden kann, so dass
T (ta)=1,

ist. Notwendig und hinreichend fiir die Aquivalenz von ¢, und ¢, ist, dass

@ () =@ {)

ist. Diese Aquivalenzrelation teilt die Punkte von |t|<1 in Aquivalenzklassen, welche
durch ¢ in einer eindeutigen Beziehung zu den Punkten von B stehen. Man kann
sich sogar vorstellen, dass die Punkte von R nichts anderes als diese Aquivalenz-
klassen sind. Es wire natiirlich, durch Analogie die Aquivalenzklassen von [t|=1 in
Bezug auf (T') als Punkte des idealen Randes von R zu erkldren. Eine solche Defini-
tion stosst aber auf verschiedene unannehmbare Schwierigkeiten; z.B. bekommen da-
durch auch die geschlossenen Flichen einen idealen Rand. Bei einer griindlichen Un-
tersuchung ergibt sich aber, dass die Anomalien, welche diese Definition mit sich
bringt, von einigen Aquivalenzklassen hervorgerufen sind, denen man die Qualitit,
Punkte des idealen Randes R zu sein, nicht zuschreiben kann. Entfernen wir aber
diese iiberfliissigen Klassen, so erhdlt man sofort eine annehmbare Definition des
idealen Randes von R. Der erste Schritt, der in dieser Richtung gemacht werden

muss, besteht also darin, dass man die »guten von den ,,schlechten” Aquivalenz-
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klassen unterscheidet. Das geschieht, indem man auf |¢|=1 eine Menge ¥ einfiihrt,
welche aus jenen Punkten e besteht, die nicht ,,Winkelhdufungswerte” der Menge
{t,}1<r<0 sind, (p()=2,) und man als Punkte des idealen Randes von R nur jene
Aquivalenzklassen erklirt, deren Punkte in §§ enthalten sind. Die Menge & besitzt
einige wichtige Eigenschaften, die die Betrachtung von §§ als die Besitzerin aller
»guten” Aquivalenzklassen rechtfertigt. § ist dann und nur dann leer, wenn R ge-
schlossen ist; {§ ist eine messbare Menge und zwar von Masse 27 oder 0, je nachdem
R eine Greensche Funktion besitzt oder nicht. Ausserdem ist das p-Mass der Kom-
plementirmenge null, fiir jedes Mass u(6), das einer positiven harmonischen Funktion
entspricht, welche in Bezug auf die Deckbewegungsgruppe automorph ist. Diese letzte
Eigenschaft weist auf eine Beziehung hin zwischen dem idealen Rand, wie er in dieser
Arbeit eingefithrt vs;urde, und der Menge A, des idealen Randes von R. S. Martin [7].

Jedem Punkte des idealen Randes von R wird eine ideale Randkomponente (é1é-
ment-frontiére im Sinne von Kérékjarto-Stoilow) des idealen Randes von R zugeteilt,
auf welcher dieser Punkt liegt. Auf jeder idealen Randkomponente liegt wenigstens
ein Punkt des idealen Randes. Der so eingefiihrte ideale Rand scheint fiir die Ein-
fiihrung einer Topologie ungeeignet zu sein. Jedoch kann man auf ihn eine Mass-
funktion einfithren, welche das harmonische Mass genannt wird. Sie fillt in der Tat
mit dem gewohnlichen harmonischen Masse in den einfacheren Fillen, in denen letz-
teres definiert ist, zusammen.

Fiur verschiedene Familien von harmonischen Funktionen, (z. B. H B, H D, etc.)
werden bestimmte Mengen des idealen Randes als ©-unteilbar erklirt. Es wurde be-
wiesen in [1], dass die Existenz einer S-unteilbaren Menge auf dem idealen Rande
einer Riemannschen Fliche wichtige Folgen fiir die Eigenschaften dieser Riemannschen
Fliche hat. Die Klasse Ug der Riemannschen Flichen, die eine ©-unteilbare Menge auf
dem idealen Rande hat, ist eine Verallgemeinerung der Klasse Og— Og. Vorliegende
Arbeit ist der Untersuchung einiger Eigenschaften der Riemannschen Flichen aus der
Kiasse Ug gewidmet. Sie ist eine Fortsetzung der von A. Cornea und dem Verfasser
publizierten Arbeit [1], aus welcher auch die meisten Definitionen und Methoden

stammen.

1. Es sei R eine Riemannsche Fliche, welche den Einheitskreis |t|<1 als uni-
verselle Uberlagerungsfliche hat, und 2= (t) sei die Spurabbildung. Mit (7') werden
wir die Deckbewegungsgruppe dieser Uberlagerung bezeichnen; das ist die Gruppe

jener eineindeutigen und konformen Selbstabbildungen 7' des Einheitskreises, fiir welche

(T H)=9 (@)



UBER DIE KLASSIFIKATION DER RIEMANNSCHEN FLACHEN 49
ist. Es sei z, ein beliebiger Punkt auf B und {, jene Punkte fiir die
@ b)=2

ist. Wir sagen, dass ¢® ein Winkelhdufungspunkt der Menge {t,} ist, wenn man eine

Folge {t, }1<k<w finden kann, so dass

lim ¢, =’
k—>o0
)
™ e’ —b. n
im |ar _ < Z
paes | 218 T 2

ist. ¥ sei die Menge jenmer e, welche nicht Winkelhdufungspunkte der Menge {t,}
sind. Wegen der Automorphie der Menge {¢,} folgt, dass die Menge ¥ auch automorph
in Bezug auf (T) ist. Es sei z ein anderer Punkt von R und ¢, derjenige Punkt,
fiir welchen ,

@ (t) =20

[t 1= [29, 2]

ist. [t,, ] (bzw. [z, 2,]) bedeutet hier die hyperbolische Entfernung zwischen den
Punkten t,,{, (bzw. z;,2,). Ist ¢ ein Winkelhsufungspunkt der Menge {t,}, so existiert
eine Folge {f, }i<r<, welche die obigen Bedingungen erfiillt. Nun folgert man leicht

daraus, dass

lim i, = '
k—>c0

el—t
— ve| T
lim |arg <=
k—>o00 ef 2

ist. Daraus sieht man, dass die Menge {§ nicht von der Auswahl des Punktes z, ab-
hingt.

Zwei Punkte ¢, ¢* der Menge & heissen dquivalent in Bezug auf (T'), wenn
man ein T € (T) finden kann, fiir welches

¢ = T (%)

ist. Diese Aquivalenzrelation teilt die Menge ¥ in Aquivalenzklassen. Eine Aquivalenz-
klasse p wird Punkt des idealen Randes der Riemannschen Fliche genannt. Eine Menge
M von Punkten des idealen Randes ist eine Menge von Aquivalenzklassen, und die
Menge % der Punkte aus {§, welche diesen Aquivalenzklassen angehéren, heisst das
Bild der Menge M. Die Menge aller Punkte des idealen Randes werden wir mit F
bezeichnen ; § ist offenbar das Bild von F.

4 — 593804, Acta mathematica. 102. Imprimé le 25 septembre 1959
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2. Jedem Punkte p des idealen Randes wird eine ideale Randkomponente a ([13],
85-87) zugeteilt. Das geschieht so: man nimmt einen beliebigen Punkt €', welcher der

Aquivalenzklasse p angehort, und eine Kurve
Ait=t(x), O0<v<l, |[t(¥)|<],

welche im Punkte ¢ einen Winkeleingang hat, das heisst, fiir welche

lim ¢(7)=¢"
=1

i0
- e —t(f) JT
1 <
el R U

ist. Wir bezeichnen mit A das Bild der Kurve A:z=¢(t(7)), 0<t<1. Falls A nicht
gegen den idealen Rand von R strebt, so kann man eine Folge von Zahlen 7, finden,
so dass

lim 7,=1
n—yoc

(20 @ (t(Tn))]<d < o0,

wo d eine Konstante ist. Nun kann man immer ein ¢, finden, das wir mit 4, be-

zeichnen werden, fiir welches
[tmys E(Ta)] = [20 @ (E(TH))]<d
ist. Daraus folgt wie oben, durch eine einfache Rechnung,

<z
2

i0
e~ tym
arg i

lim

N0

entgegen der Voraussetzung, dass €€ . A strebt also gegen den idealen Rand, und
deshalb gegen eine bestimmte ideale Randkomponente @. Man sagt, dass der Punkt
p auf a liegt. Es ist zu zeigen, dass @ eindeutig durch p bestimmt ist, d.h. nicht
von der Auswahl von ¢ und A abhingt. Es sei ' ein anderer Punkt aus der Aqui-
valenzklasse p, und A’ eine Kurve in [t|<1, die in €' einen Winkeleingang hat. Wir
werden zeigen, dass das Bild A’ von 1’ auf R gegen dieselbe ideale Randkomponente
a des idealen Randes strebt. Da ¢ und ¢'% in Bezug auf (T') dquivalent sind, so

kann man eine Deckbewegung 7T €(7T') finden, so dass

ew =7 (ew')



UBER DIE KLASSIFIKATION DER RIEMANNSCHEN FLACHEN 51

ist. Mittels T geht die Kurve A’ in eine neue Kurve A’ =T (1) iiber, welche in ¢'®
einen Winkeleingang hat. A’ und A" haben dasselbe Bild A’ auf R. Da beide Kurven
A, ) einen Winkeleingang in ¢'® haben, so ist die hyperbolische Entfernung zwischen
ihnen endlich und dasselbe gilt dann fir A und A’. Daraus folgt sofort, dass A und
A’ gegen dieselbe ideale Randkomponente streben muss.

Es sei m, das metrische Fundamentalpolygon der Gruppe (T') in Bezug auf t=0.

Wir werden mit C, den Rand des hyperbolischen Kreises bezeichnen, welcher den
1+
Mittelpunkt in @(0) und den hyperbolischen Radius gleich } log i—_: hat. C, besteht

im allgemeinen aus mehreren Kurven. Wir werden mit C, (a) diejenigen Kurven von
C, bezeichnen, welche den Punkt ¢ (0) von der idealen Randkomponente o abtrennen.
Es sei &,(a) die Menge der Zahlen 6, 0<60<2x, fiir welche die Radien

arg t=10
It|<r

in 7, liegen und fiir welche ¢ (r€'%) € C, (a). &, (@) ist eine abgeschlossene Menge und, da
Er (a) 2 Er’ (a')
8 (a) = n Sr (a')

r<l

fiir " >r ist, so ist die Menge

nicht leer. Fiir ein § € £(a) nehmen wir den Radius A, welcher in ¢'® endet. 1 liegt
in m, und, da @(re)€C,(a), so strebt ihr Bild A gegen a. Man sieht sofort, dass
¢?€F und dass der Punkt p des idealen Randes von R, welcher die Aquivalenzklasse
von ¢ ist, auf der idealen Randkomponente a liegt. Auf jeder idealen Randkompo-
nente liegt somit wenigstens ein Punkt des Randes von R.

Aus der Tatsache, dass das Bild jeder Kurve, die in einem Punkte von {§ einen
Winkeleingang hat, gegen den idealen Rand von R strebt, folgt sofort, dass § leer
ist im Falle, dass R eine geschlossene Fldache ist. Es gilt aber auch die Umkehrung.
Falls B eine offene Fliche ist, so besitzt sie wenigstens eine ideale Randkomponente
und auf ihr liegt wenigstens ein Punkt des idealen Randes von R, d.h. {§ ist nicht
leer. §§ ist dann und nur dann leer, wenn die Riemannsche Fliche R geschlossen ist.

Wenn R eine Greensche Funktion besitzt, so ist die Reihe

2 (1-]s)

r=1
konvergent und es gibt
1

g(p(2), 29) =log =0’
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wo g¢(z,2,) die Greensche Funktion von R, und x (t) das Blaschke-Produkt mit den
Nullstellen in ¢, ist ([9], 336-338). Da m(f) fast iiberall auf |¢|=1 einen Winkelgrenz-
wert von absolutem Betrag 1 hat, so folgt, dass g(g(f), z,) fast iiberall auf [t]=1
den Winkelgrenzwert 0 hat. Ein Punkt €, wo g(¢(t), 2,) den Winkelgrenzwert 0 hat,
kann nicht Winkelhdufungspunkt der Menge {t,} sein, und daraus sieht man, dass {§
das Mass 2z hat.

Hat R keine Greensche Funktion, so hat § das Mass 0. Der Beweis wird mit-
tels einer Konstruktion von Priwaloff durchgefiihrt [6](1). Wir werden annehmen, dass
& ein positives Mass hat (§F ist jedenfalls eine messbare Menge) und es sei D eine
perfekte Menge, welche in §§ enthalten ist und positives Mass hat. Wir bezeichnen mit
A (€% r) die Menge jener Punkte ¢, fiir welche

eio _
ar; +
g ezo

T
4

r<|t|]<1

ist und mit G das Gebiet. welches aus dem Kreis

und aus der Menge

besteht. Man kann leicht zeigen, [6], dass G ein Jordansches Gebiet mit rektifizier-
barem Rande ist. Wir bezeichnen weiter mit G, das Gebiet, das aus & entsteht, wenn
man die nichteuklidischen Kreise mit den Mittelpunkten in #, und die hyperbolischen
Radien d entfernt. Nur endlich viele solche Kreise haben einen nichtleeren Durch-
schnitt mit G. Es sei (¢, D, G,) das harmonische Mass der Menge P in Bezug auf
G,. o ist nicht null, da P ein positives Mass hat und der Rand von G, rektifizierbar
ist. Es sei {R,} eine Ausschopfung der Fliche R, so dass R, der nichteuklidische
Kreis mit dem Mittelpunkt in z, und mit dem hyperbolischen Radius d ist, und
(2, Vn, By —Ro) sei das harmonische Mass des Randes y, von R, in Bezug auf R, — 1_80.

Die Funktion _
w (¢ (t)i VYns Rn —Ro) - (t: D, G())

ist harmonisch in Gy N ¢~ ' (R,) und nichtnegativ auf dem Rand. Daraus folgt

(1) Diesen Beweis verdanke ich meinem Kollegen Aurel Cornea. Dass §§ das Mass 0 hat, folgt
auch aus [14], [15].
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o @), Yo Ba—Ry) =0 (t, D, Gy)
lim o (@ (), yn, Ba—Ro)Z 0 (¢ D, Gy)>0

n—>00

und

was der Voraussetzung R € O, widerspricht ([9], 209). Daher folgert man, dass § das

Mass null haben muss.

3. Es sei

1 &0+t
P(G, t)=ﬁ Re ew——t‘

Ist T (t) eine eineindeutige Selbstabbildung des Einheitskreises, so ist P(f, T'(¢)) eine
auf |t|<1 harmonische Funktion, welche auf |t|=1 verschwindet mit Ausnahme
des Punktes 7T !(¢'%), wo sie + co wird. Deshalb hat sie die Form

PO, T#)=cP(T7'(0), ¢),

in der ¢ eine reelle Konstante ist und 7'(f) an Stelle der Abbildung 7' (¢'°) geschrieben

wurde. Fiir =0 folgt

1
ﬂc=P(0, T (0)),

so dass
PO, T@E)=2xP® T©O)P(T 1)1
ist.

Es sei y(0) eine in [0, 2n] reelle beschrinkte nichtabnehmende Funktion. Wie
bekannt ist, entspricht der Funktion u(f) ein Mass auf |¢|=1, das wir auch mit
@ (6) bezeichnen werden, und umgekehrt, jedem endlichen Mass auf [¢|=1 entspricht
eine in [0, 257] reelle beschrinkte nichtabnehmende Funktion w ().

HILFsSATZ 1. Es set u(0) ein Mass auf |¢|=1 und T (t) eine eineindeutige Selbst-
abbildung des Einheitskreises. Damit die Funktion

2n
u(t)= [ PO, t)du(6)
0

tnvariant in Bezug auf T sei,
u(T () =u(b),

ist notwendig und hinreichend, dass das Mass p (T (0)) vollstetig in Bezug auf u(0) sei und

du(T0)) _ 1
du@) 2z P(T(0), T(0)

*)

ist, mit Ausnahme einer Menge von u-Mass null.

du(T (0
dp{0)

(1) Fir den Begriff der Vollstetigkeit und der ,,Ableitung* ) siehe z. B. [2)].
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Es ist

2n 2
w(T ®)= [ PO, T1)du@®)=2x [ PO, T©O)PT(0), ) dp6)=
0 0
2n
=2a{ P(T(6), T(0))P(6,t)du(T0)).
0

Ist w(7T'(6)) vollstetig in Bezug auf x(0) und

du (T (9)) 1

du() 2aP(T®), T(0) M

@),
so ist ([2])
2n
w(T ()= [ PO, )du(0)=u (),
0

was die eine Hilfte des Hilfssatzes beweist.
Umgekehrt, nehmen wir an, dass

u (T (t))=u ()

ist und es sei
0

1
v 0= szan(w), 7o) )

Das Mass v () ist in Bezug auf u(0) vollstetig und es ist

dv(6) 1 .
du®) 2xP(T(H), T©O)"

(-
Daher folgt

27

v(t)=2nz"P<T(e), TO)P O 0dv(®)= [ PO, 0du(®) =)= ©)
und
O=v(t)—u(T(t))=2ﬂ}nP (T(6), T(0)) P (0, t)d(v(0)—pu(T(6)))-
Wenn wir ‘
Y (9)=2ﬂfP(T(¢), TO)a»(p)—pu(T ()

setzen, so ist
2
[P@®, tydv,(0)=0
0

woraus

Vi (6)=0

(1) d.h. mit Ausnahme einer Menge von u-Mass null,
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folgt. Daraus folgert man, dass die Masse »(0) und u (7 (0)) zusammenfallen. u (T (6))

ist somit in Bezug auf w(0) vollstetig und wir haben

dp(T(6) _dv(6) _ 1 .
du®) du®) 2=P(T0), T©)

(],

was die zweite Hilfte des Hilfssatzes beweist.

SAatz 1. Es sei u(z) eine auf R & Og positive harmonische Funktion und
2n
ulp®)= [ P, t)du®).
0

Das Komplement 3§ der Menge ¥ hat das y-Mass null.

[}

Wir bezeichnen mit A4, die Menge derjenigen &, fiir welche man eine Folge

{t,,} finden kann, derart, dass
‘ lim ¢, =9
k—>o0 k

eio — tv;c
arg ——

lim
k—>o0

<§“O’

ist. Da
G%= U Al/n
n=1

ist, so geniigt zu beweisen, dass jede Menge A, das u-Mass null hat. Es sei
t,=r,€%, 1, der Radius durch ¢, und 1,, A" die Halbgeraden

’ —
)‘p . t=t,,+g ei(o,, nt/2+0i2)

(0<p< o)
A it=t,+ 0Ot

I, sei der Bogen auf |{|=1, der von den Halbgeraden A, und 4, herausgeschnitten
ist. Jeder Punkt €’ € 4, befindet sich auf unendlich vielen Bogen I,. Hat man gezeigt,
dass die Reihe

2. w(l)
r=1

konvergiert, wo u(I,) das Mass des Bogens I, ist, so ist auch schon bewiesen, dass
u-Mass von A, null ist, denn p(4,) ist kleiner als jeder Rest dieser Reihe. Fiir jedes
o findet man ein A>0, so dass I, im Intervall [6,—h(1—1,), 6,-+h(1 —r,)] enthalten

ist. (1) Es ist also hinreichend zu beweisen, dass die Reihe

(1) Man kann z. B. h=ctg ¢ nehmen.
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;[,u(@v-Fh(l—%))—,u(ﬁy—h(l—n))] 1)
konvergiert. Laut Hilfssatz 1 ist

p(O) = (®)=p @@ O"))—pu (T T O))=

T (¢ (0)
1 u(p
- d < Ph)
f 27 P (@ @), 70) "V 27, 07
1@,
wo
e6,0)=  inf  P(T(H),T(0)= int P9, T(0)
- ler<e<r 10 r<8<8”
ist. Fur
0 =60,—h(l—r)
0" =06,+h{1—r,)
folgt
1—+2
2 I 17 _— . v —
mer (9, 67) oéglsfe 1— 27, cos (0—0,)+72
1—7) 1—+2

-  inf = .
[W|<1£1~rv) (1-n)+4rsin®ly (1—-n)+4rsin® Jh(l-r)

- 1—r2 - 1
TR (152 (LAY (1—1)

Es ist also
w@,+r(l—r))—u@—-h(l-n)<( +h2)u((p(0)) (1—r,).

Weil R ¢ O ist, so ist die Reihe

8

1—mn)
1

v

konvergent und aus der obigen Beziehung folgt sofort, dass auch die Reihe (1) kon-

vergiert, was zu beweisen war.

4 Es sei M eine Menge von Punkten des idealen Randes und I ihr Bild auf
|t|=1. Wir sagen, dass M eine messbare Menge ist, wenn It im Lebesgueschen Sinne
messbar ist. Weiter sagen wir, dass M nulles oder positives Mass hat, je nachdem

das Lebesguesche Mass von IR null oder positiv ist. Es sei M eine messbare Menge.
Die Funktion

u* ()= [ P(6, t)d6
m

ist automorph in Bezug auf (7'), so dass

w(z M, R)=u" (97" (2)
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eine auf R eindeutige und harmonische Funktion ist. Wir nennen sie das harmonische
Mass der Menge M. Es ist

w(p(®), M, B)= [ P9, t)do,
m

so dass w(p(t), M, R) fast iiberall auf 9% den Winkelgrenzwert 1 und fast iiberall
auf dem Komplement (I von I den Winkelgrenzwert 0 hat.

Es sei y eine geschlossene analytische Jordankurve auf R, welche die Fliche B
in zwei Teile B’ und R" zerlegt. Wir nennen ein Gebiet, dessen relativer Rand aus
einer einzigen analytischen Jordankurve besteht, ,,Ende” einer Riemannschen Fliche;
R’ ist also ein Ende der Riemannschen Fliche R. Es sei § die Menge jener idealen
Randkomponenten, welche auf dem idealen Rand von R’ enthalten sind. Wir nennen
p die von R’ bestimmte Portion des idealen Randes von R. Weiter bezeichnen wir
mit B die Menge der Punkte des idealen Randes, die auf den idealen Randkompo-
nenten aus § liegen.

Es sei {R,} eine Ausschépfung der Fliche R, derart dass der Rand y, von R,
aus endlich vielen analytischen Jordankurven besteht und y < R; ist, und es sei
o (2, y» N R, R,) das harmonische Mass von y, N R’ in Bezug auf R,. Ist B¢ O¢ so

folgt ([1])
lim o (2 N B, Bo) = (z, B, R);

->00

wir werden manchmal o (z, B, R) als das harmonische Mass der Portion § benennen.
Es sei jetzt a eine ideale Randkomponente, 4 die Menge der Punkte des idealen

Randes, die auf a liegen, {8,} eine Folge der Portionen des idealen Randes, fiir die
ﬂnbﬁrwl
nDI ﬁn=a'

gilt und B, die Menge der Punkte des idealen Randes, die auf idealen Randkompo-

nenten aus f, liegen. Es ist offenbar

w (2, 4, R)=lim w (z, B,, R);

n—>00

wir werden o (2, 4, R) auch das harmonische Mass der idealen Randkomponente a

nennen.

5. Es sei R’ ein Ende der Riemannschen Fliche R ¢ Og;. R’ ist selbst eine Rie-
mannsche Fliche und deshalb kann man fiir sie einen idealen Rand genau wie fir B

einfithren. Es sei |¢'|< 1 die universelle Uberlagerungsfliche von R’ und z=¢’ (') die
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Spurabbildung. Wir bezeichnen mit {§’ die Menge jener ¢'® welche keine Winkelhau-
fungspunkte der Menge {¢p' ' (z,)} sind. Ist (7") die Deckbewegungsgruppe, so sind die
Punkte des idealen Randes von R’ die Aquivalenzklassen von §' in Bezug auf (7).
Es sei § die von R’ bestimmte Portion des idealen Randes von R; f§ ist zu gleicher
Zeit eine Portion des idealen Randes von R’ und, als eine solche betrachtet, werden
wir sie mit B’ bezeichnen. Weiter bezeichnen wir mit B (bzw. B’) die Menge der
Punkte des idealen Randes von R (bzw. R’), die auf den idealen Randkomponenten
aus fi (bzw. §') liegen. Bs ist anzunehmen, dass die Mengen B und B’ nicht als ganz
verschieden betrachtet werden miissen, sondern dass man ihre Punkte irgendwie identi-
fizieren muss. Diese Identifizierung wird mittels der Extremisierungstheorie [4], [3]
(sieche auch [1]) durchgefiihrt.

Wir bezeichnen mit 11 die Familie der auf B harmonischen positiven beschrinkten
Funktionen und mit ' die Familie der harmonischen positiven beschrinkten Funk-
tionen auf R', welche auf y verschwinden. Fiir u' € l' bezeichnen wir

Eo (z)= inf u (2)

u>u
uell

und nennen E den Extremisierungsoperator in Bezug auf das Paar (R', R). Fir u €Ul
bezeichnen wir
Tu(z)= flgi u (2)
well’
und nennen I den Inextremisierungsoperator in Bezug auf das Paar (E', R).
Es wurde bewiesen in [1], dass jeder messbaren Menge E’ < B’ eine messbare
Menge E* M' < B entspricht, derart dass

Ew@E M R)=w( E*M',R)

ist. Ahnlicherweise entspricht jeder messbaren Menge M < B eine messbare Menge

I*M < B, derart, dass
Iw(z M,R)=w( I" M, R')

ist. Die Mengen E* M’ und I* M sind durch M’, bzw. M, eindeutig bis auf eine Menge
vom Masse null bestimmt, und es gilt
EBrrM=M
I'Ee*M' =M.
Die obenerwihnte Identifikation besteht darin, dass man sich die Mengen M und

I'" M als identisch vorstellt. Folgender Hilfssatz wird zeigen, dass die Mengen M und
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I M vom Standpunkt des Verhaltens der quasibeschrinkten harmonischen Funktionen
in der Tat als identisch angesehen werden diirfen. Eine harmonische Funktion u heisst
quasibeschrinkt [11] (quasiborné), wenn sie als Differenz zweier harmonischer positiver
Funktionen darstellbar ist,
u=ut—u",

wo u*, 4~ Grenzfunktionen monoton wachsender Folgen von beschrinkten harmonischen
Funktionen sind. u ist quasibeschrinkt dann und nur dann, wenn « (¢ (t)) fast @iberall
auf |t|=1 Winkelgrenzwerte besitzt, und

. 2n
(@ ®) = [u(p(E”) PO,1)d0

0

ist.
Hivrssarz 2. Es set u(z) eine harmonische quasibeschrankte Funktion auf R und

M eine messbare Menge in B. Ist

u(pE®)=c
fast diberall auf MM, so ist

u (g (€)=c
fast diberall auf W', M'=1* M, und umgekehrt, ist

u(@ (¢%)=c
fast iiberall auf WM, so ist

u(p(e?)=c
fast diberall auf M.

Es sei ¢'<e,
£ () =max {u (p (")), ¢'}

27

ut (t)=[ & (€) P (6, 1) 0.

Q

und

Da u (¢) automorph in Bezug auf (T) ist, so ist
Uer (2) =g (97" (2))
eine auf R eindeutige harmonische Funktion. Es ist offenbar

ug. () —¢' > (c—c)w(p), M,R)
und deshalb ist

U R)—¢=(c—cw@ M, R\>(c—c)Iwi M,R)=(c—c)w(z M, R).

Daraus folgert man .
ue (@' (€9))>c¢



60 C. CONSTANTINESCU

fast dberall auf IN'. Da
lim u (2) =u{z)

C'>— 0

und da u(z) auch auf R’ quasibeschrinkt ist, so folgt

2 2n
[u(@ @) PO, ¢)d0 =u(g #)= tim we (@' ()= lim [u (@' ) PO, ¢)d0
h C'p—00 L= 4

und u (g’ (€)= lim ue (¢’ (')

fast tiberall. Es ist also fast diberall auf I’
u (@ €)= c.

Ahnlicherweise beweist man die umgekehrte Ungleichung und also ist
u (@ (€%)=c

fast iiberall auf M’', was den ersten Teil des Satzes beweist.

Wir nehmen jetzt an, dass
u(@ (€")=c
fast diberall auf I’ ist. Da
Ue- ()= u ), ¢
ist, so ist auch
ue (g (€7)) >0
fast iberall auf N’ und
ue (¢ (€9)) = ¢’
fast iiberall auf . Daraus folgt
U (@' ) —¢'=(c—c) o (¢ (), M, R
und
ue(2)—¢'=2c—cwz M, R).
Aus der Definition von Z folgt unmittelbar

U (2)—¢'>(c—¢)Ew(z, M', R)=(c—¢') o (z, M, B).
Es ist also
Ue- (@ (e“’)))c

fast iiberall auf M und deshalb ist, gerade wie oben
u(p(E®)=c

fast iiberall auf 3. Ahnlicherweise erhilt man die umgekehrte Ungleichung und also ist
u(p(e)=c

fast iiberall auf M, was zu beweisen war.
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6. Es sei ©(R) eine Familie von quasibeschrinkten harmonischen Funktionen
auf R. Im allgemeinen schreiben wir & anstatt S(R).

DeriNiTiON. [1) Eine Menge von Punkien des idealen Randes M heisst S-un-
teilbar, wenn sie messbar und von positivem Masse ist, und wenn fir jedes u(z) €S,
u(p(t) fast dberall auf dem Bild IR von M denselben Winkelgrenzwert ¢, hat. Eine
Riemannsche Fliche gehért der Klasse Ug an, wenn ihr idealer Rand, wenigstens eine
S-unteilbare Menge enthiilt.

Die Riemannschen Flichen aus der Klasse O; haben keine S.unteilbaren Mengen

in ihrem Rande und damit ist

OG n U@ = ¢.
Es ist offenbar

O@_OGE U@;

wo Og die Klasse jener Riemannschen Flichen R ist, fiir welche & (R) nur konstante
Funktionen enthdlt. Wir werden uns mit den Familien H, K, B, D* (—1<a<1) und
ihren Durchschnitten beschiftigen. Hier ist K die Familie der harmonischen Funk-
tionen, filr welche die konjugierte harmonische Funktion anf jeder Jordankurve, welche
die Fliche zerlegt, verschwindende Perioden hat, B die Familie der beschrankten Funk-

tionen und D* die Familie der Funktionen u(z), fiir welche das Integral
ff[gradu(z) g% (z,2) dxdy
B

endlich ist; ¢{(z,z,) ist die Greensche Funktion der Fliche R. Fir o«=0 geht das
Integral in das Dirichletsche Integral iiber. Man sieht leicht, dass die Konvergenz des
Integrals unabhingig von z, ist.

Es sei HM, (x> 1) die von Parreau [10] und Nevanlinna [8] eingefithrte Familie:
u (2) €EHM,, wenn die subharmonische Funktion [u(z)[* eine harmonische Majorante
besitzt.

HILFSSATZ 3. Es st
HM,=HD

Beweis: Sei u{z) € HD' und

I(z)=£f|gradu<c)lzg<c, 2)dEdy.

AI(z)=—2xn|gradu(z)}?
und
Av?(2)=2|grad u (2) |*
ist, so ist
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9 1
v(z)=u (z)+7—ZI(z)

eine harmonische Funktion. Sie ist grésser als u?(z), da I(z) positiv ist, und somit
w(z)EHM,.

Umgekehrt, sei u(z) € HM,, und {R,} sei eine Ausschépfung von R. Wir werden
mit g, (2, 2,) die Greensche Funktion von R,, mit v,(2) die in R, harmonische Funk-

tion, welche auf dem Rande 9, von R, gleich u*(2) ist, und mit I,(z) die Funktion
I(z)=[[ lgrad u(0) [ ga ((, 2) d € dy
B
bezeichnen. I,(z) verschwindet auf dem Rande von R, wie leicht zu beweisen ist,
und deshalb ist
1
v (2)=u? (2) +— I, (2).
7
Weil u(z) € HM,, existiert eine auf R harmonische Funktion, »(z), so dass

v(z) = ul(2)
ist, und daher ist

v(z) = 1;,,'(2)271z I, (2)

in R,. Daraus folgert man

I(z)=[[lgradu@ g (z 2) dzdy
"
= lim f“gradu(z)lzg(z, z)dxdy
n—>o0 -

= lim lim [[|grad «(2){ gm (z, 2)) dz dy < lim [[|grad u @) [2 g (2, 20) da dy
Ra m—')OORm

Ne>rC0 M—>00

= lim I, (z)) <7 v (2y) < 00
m-»o0

und % (z) € HD', was zu beweisen war.
Es ist offenbar auch
KM,= KD
Parreau hat bewiesen ([11], 143), dass die Funktionen « € HM, quasibeschrinkt
sind; aus dem Hilfssats 3 folgt, dass die Funktionen u € HD* (¢ <1) auch quasibe-
schrinkt sind. Aus dem Hilfssatz 3 und Satz 2 aus [1] folgt

Onp = Ogp S Ogpx < Ogpe = Oxp S Oppv
filr &’ <O0<x<1.
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Gerade wie in [1] beweist man, dass fiir jede Familie &, die die harmonische
Masse der Portionen enthilt, die ©-unteilbaren Mengen auf einer idealen Randkompo-
nente, mit Ausnahme einer Menge von Masse null, liegen.

Die Familien HB und HD=HD’ enthalten, wie bekannt, die harmonischen Masse
der Portionen. Wir wollen dasselbe auch fiir die Familien HD*, — 1<« <1, beweisen.
Es sei y eine geschlossene Jordankurve, welche die Fliche R in zwei Teile R', R”
teilt, p’, 8 die von R', R"” bestimmten Portionen, {R,} eine Ausschépfung von R, y,

der Rand von R,, der aus endlich vielen analytischen Jordankurven besteht und

rs
yn =ya NR".
Es ist, wie oben bewiesen wurde,

o (2 B, B)= lim o (2, ys, Bn),

N—»00
wo B’ die Menge der Punkte des idealen Randes ist, welche auf den idealen Rand-
komponenten aus ' liegen. Es sei
m = inf g (z, z,) > 0.
zey

Dann ist in B, N R"
g (Z, 20) Zme (Z, y;l’ Rn) =mawy (Z)

und, fir —1<a<O,

ff |grad w, (2)|? 9% (2, zy) d = dy<m°‘ff lgrad w, (2) > i () dxdy

RanR” Ry -
1 1
a n\% '3 o 3 n (%
=m"‘f1:“(f|grad wn(z)|2|dz|/%z(~))dr=m f‘r (faa)—n() |dz|)d1:
0 c;n) 0 C;n)

1
=m* Dg, (w,) f *d1=m" Dp, (wn)/(1 + ),
]

wo O™ die Niveaulinie
wn(2)=7
und

Dg(u)=ff |grad w (z) P dxdy
[of
ist. Dieselbe Abschitzung findet man fiir das Integral iiber B, N R’, so dass
H | grad w, (2) |? 9% (2, zo) dx dy < 2 m* Da, (w,)/(1 + )
Rn

gilt. Nun ist
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” |grad o (2)|* ¢* (2, 2y) dx dy = lim H |grad w (2) |2 g% (2, zp) dz dy
R m—)DOE”.

= lim lim ” |grad w, (2) [ 9* (2, 2) dx dy < lim H | grad w, (2) [> 9% (2, 29) dx d y
m—>00 N->00 Bom n—>00 Bn
2m* . 2m”~
< _zm
1+ocrlalf<l»DR”(w") 1+

Dg(w) < oo

und also (2, B, RY€ED*, —1<a<0. Fir 0<a<1 folgt w (2, B', R) € D* von D°< D",

7. Es sei B’ ein Ende einer Riemannschen Fliche R. Wir wollen untersuchen,
wie sich die S-unteilbaren Mengen in Bezug auf die Operatoren E* und I* verhalten.
Fir welche Familien © ist eine Menge M, aus dem gemeinsamen Teil des idealen
Randes von R und R’, gleichzeitig ©-unteilbar auf B und R'? Néchstfolgende Para-
graphen sind diesem Problem gewidmet.

Sarz 2. Es set M’ eine S-unteilbare Menge auf dem idealen Rande von R', M' <= B'.
Ist jede Funktion u(z) € S(R) als Funktion auf R in S (R') enthallen, so ist M = E*M’

eine S-unteilbare Menge auf dem idealen Rande von R.
Es sei u(z) ES(R). Da u(z) ES(R') und M’ eine S.unteilbare Menge ist, so ist

u(p () =c
fast iiberall auf I'. Nach dem Hilfssatz 4 ist

u(p(e?)=c
fast iiberall auf IR, und M =E*M’ ist somit eine S.unteilbare Menge.

FoLGoESATZ 1. Ist M’ eine XY-unteilbare Menge (X=H, K; Y=B, D*, —1<a<1)
auf dem idealen Rande von R', M'SB', so ist M =E*M’' ebenfalls eine XY-unieilbare
Menge.

Es ist nur zu zeigen, dass fiir jedes u(2) € XY (R), u(z) € XY (R') ist. Das ist
offenbar fir H, K und B. Es sei u(z) € D*(R) und g (2, ), bzw. ¢ (2, 2,), die Greensche
Funktion von R, bzw. R'. Es ist

9" (z,20) <9 (2, 2)

auf R’ und daraus folgt, fir x>0,
” | grad « (2) | ' (2, 7,) dxdy<ff | grad  (2) | g% (2, 2,) dz dy
R ®

<[[lgrad w(z) | g% (2, 2) da dy < oo
R
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und also ist u(z) € D*(R’). Es sei 9’ eine Jordansche Kurve auf R’, welche y von g’
trennt, B, das Gebiet zwischen y und ', und
M = sup g (z, zp) < o0
zey

’

m'= inf ¢ (2, 2,) >0,
zey

dann ist auf BR— R,

g (2,2) _ g2 2)
m, = _M .

Deshalb ist fiir -1<a<0,

” lgrad u(2) 2 g'* (2, 2,) dz dy < (m' /M)* U | grad v (2) |2 9% (2, 2,) dx dy <

R'-R, R'-R,

S(m'/M)“H|gradu(z)|2 9% (2, z5) dxdy < oo,
Wir stellen *
w(z)=w(z, 7', R,
und C; sei die Niveaulinie
w(z)=A.
Auf B, ist
w (2)<g' (2, 29)/m’

und deshalb ist fiir —1<a<0,

ff|grad u (@) P9 (z, zo)dar:dy<m'°‘ff|g1'a.du(z)|2 w*(z)dxdy =

R, R,
1 " 1
— re '3 2 a_a)(_z_))_ ) ’“f -4 =gmif oo
m fl (f]gradu(z)| ( on |dz|)dA<Cm'™ | 2*d 2 I
9 & 0

wo

- 2 (00 @)
C_OZI}EI flgrad u(z)| ( o |dz]|< oo
C

ist. Daher ist u(z) € D*(R'). Der Folgesatz folgt sofort aus dem Satz 2.

8. Es sei M, M < B, eine S-unteilbare Menge. Wir wollen hinreichende Bedin-
gungen dafiir angeben, dass M'=I*M auch eine ©-unteilbare Menge ist. Dafiir be-
nutzen wir die Methode des Linearoperators von Sario [12]. Es sei s(z) eine auf y
harmonische Funktion und L ein Operator, der der Funktion s(z) eine auf R’ harmo-

nische Funktion Ls(2) anschliesst. Wir nehmen an, dass L ein Linearoperator ist:

L(cy8y+cy8,)=c, L3 +¢, Ls,,

5 — 593804, Acta mathematica. 102. Imprimé le 26 septembre 1959
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WO ¢y, ¢, reelle Zahlen und s, s, auf y harmonische Funktionen sind. L wird normal

genannt [12], wenn er folgende Bedingungen erfiillt:

L, : Ls(z)=s(z) auf y

oLs(2)
Lzlj‘a—nld,?’.l=0

k4
Ly: L1=1

L, :inf s({)< Ls(z)< sup s({).
fey Cey

Wir sagen, dass der Operator L fiir die Familie © geeignet ist, wenn er noch fol-
gende Bedingungen erfiillt:

L,: Ls(z) €S (R)

Ly: L@’ (") = £, (a)
fast iiberall auf A’. Hier ist a’ eine ideale Randkomponente aus ', A4’ die Menge der
Punkte des idealen Randes von R’, welche auf a’ liegen; U’ ist das Bild von 4’ und

£g(a’) eine beliebige reelle Zahl, die von s(z) und @’ abhingt. Also muss Ls(¢’ (')
fast uiberall auf A’ einen konstanten Winkelgrenzwert haben.

Sarz 3. Es sei © eine Familie von quasibeschrinkien harmonischen Funktionen,
welche folgende Bedingungen erfiillt:

1° Aus u€S(R) folgt w€S(R') fiir jedes R und jedes Ende R’ auf R.

2° Ist w harmonisch auf R und u€S(R'), u€S(R—R'), so ist auch u €S (R)
fiir jedes Ende R'.

3° I1(z)€S(R') fiir jedes Ende R’ oder & (R')< K.(1)

4° & ist ein linearer Raum.

5° Es gibt einen Linearoperator, der fiir die Familiec & geeignet ist.

Ist R ein Ende auf B und M eine S-unteilbare Menge auf dem idealen Rande
von R, welche auf einer idealen Randkomponenie liegt, M < B, so ist I* M eine S-unteil-

bare Menge auf dem idealen Rande von R'.

[0 84,

Es sei ' €S (R'). Wir notieren

on
s@)=u'(2)— LT 1 (2).

oI1()
[zl
Y

(1) I1(z) ist die inextremisierte Funktion der Funktion u (z) =1; sie ist gleich o (z, B/, R’).
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I1(z) ist nicht identisch null, denn B2 M'=I*M und I*M hat positives Mass. Da
%' (z) und I1(z) harmonisch auf y sind, so ist auch s(z) harmonisch auf y. Nach 3°
ist 11(z) €S (R') oder S(R')<S K. Im ersten Fall ist wegen 4° s(z) € S (R’'). Im zweiten

Fall ist
v’ ({) -~
284210
¥
und
sz)=u'(z) ES(R').
Da

252), , |
fa—nwz]_o

k4

ist, so kann man mittels der Methode des Linearoperators von Sario ([12] Satz 1)
eine auf R harmonische Funktion konstruieren, welche auf R’ die Gleichheit

% (2) =8 (2)+ L(u(z) —s(2)

und auf R— R’ die Gleichheit

u{z)=Lu(z)
erfiillb. Nach Ly ist L{u(2)—s(2)) ES(R') und u(2)=Lu(z) ES(R—R’). Aus 4° folgt
% (z) €S (R') und nach 2°, %(2) E&(R). Da M eine S-unteilbare Menge ist, so ist

u(p(e®)=c
fast tiberall auf M. Aus dem Hilfssatz 2 folgt dann

u (@' (€)=c
fast iiberall auf IR', M’'=I*M. Die ideale Randkomponente a gehort der Portion S
an, welche von R’ bestimmt ist, so dass sie gleichzeitig eine ideale Randkomponente
aus dem idealen Rande von R’ ist. Als solche werden wir sie mit o’ bezeichnen. Es

sei A’ die Menge der Punkte des idealen Randes von R’, welche auf a’ liegen, und
A’ das Bild von A’. Nach der Bedingung L, ist

L(u (@ ()~ s (¢' (%)) =Eu—s (@)
fast iiberall auf A’ und da M'S A’ ist, so gilt dieselbe Gleichheit auch fast iiberall
auf M. Daraus folgt
s(@ (€M) =c—&us (@)
fast iiberall auf IM'. Da
I1(¢' (¢%))=1
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fast iiberall auf B'2 M’ ist, so folgt daher

ou’ (£)
[ hacl

u' (q#' (€))=c,=c—&,_s(a)+ T@Idbci
on

14
fast iiberall auf IR'. Die Menge M’ ist somit S-unteilbar.

FoLcEsaTz 2. Es sei © eine Familie von Funktionen, welche die Bedingungen
des Satzes 3 erfiilll, R eine Riemannsche Fliche, welche eine S-unieilbare Menge auf
einer idealen Randkomponente besilzt und Q eine kompakie Menge auf R. Wenigstens
eine Komponenite der offenen Menge R —Q gehirt der Klasse Ug an.

Es sei M eine S-unteilbare Menge, welche auf einer idealen Randkomponente «
von R liegt und R"” sei jene Komponente der offenen Menge R — @, welche o auf
dem idealen Rand enthilt. Man kann immer ein Ende R’ finden, B'S R”, das o auf
dem idealen Rand enthidlt. Bezeichnen wir mit I den Inextremisierungsoperator in
Bezug auf das Paar (B, R) und E’ den Extremisierungsoperator in Bezug auf das
Paar (R’, R”), so ist nach dem Satze 3 I* M eine S-unteilbare Menge auf dem ide-
alen Rande von R’ und nach dem Satze 2 E'* I* M eine ©-unteilbare Menge auf dem

idealen Rande von R". Es ist also R €Ug, was zu beweisen war.

9. Wir konstruieren jetzt einen Operator I, welcher fir die von uns betrach-
teten Familien geeignet ist. Es sei s(2) eine auf ¢ harmonische Funktion. Mit H s (z)
werden wir die auf R’ normierte Losung bezeichnen ([9], 320). Diese wird folgender-
‘massen konstruiert: H, s (z) sei die auf R, (B,=R, N R') harmonische Funktion fiir die

s (z) auf y

H,s(z)=
»o @) { 0 » yo=y,NR

ist. Die Folge {H,s(z)} ist konvergent ([9] 320-325), und wir bezeichnen

Hs(z)=lim H,s (2).

Es ist e
H,:Hs(z)=s(z) auf y.
Autf R, ist
m(l—L1R)<H,s(z)<M(1-1,1{z)),

wo

m = inf s (2)

25}’
M = sup s (2).

zey
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Daraus folgt
m(l-I1@)<Hs()<M(1-11(2),

und daher folgert man
H,:Hs (¢ (£9)=0

fast tiberall auf B’. Wir benotigen folgenden Hilfssatz:

HiLrssaTz 4. Es sei {G,} eine Folge von (nicht unbedingt kompakien) Gebieten
auf R,
Gngarwl

G= G Gm
n=1

u, etne harmonische Funktion auf G, mit
De, (u,) <d < o0 n=12,..)

und v eine auf G harmonische Funktion mit endlichem Dirichlet-Integral. Konvergiert
u, gleichmdssig auf jeder kompakten Menge aus G gegen eine harmonische Funktion u,
s0 hat u endliches Dirichlet-Integral auf G und es gilt:

DG (u! 1)): lim DGn (um 'U).

Es sei @ eine kompakte Menge in @; dann kann man ein so grosses m finden.

so dass
Qs Gy
ist. Es ist
Dy (u)= ’}im Dy (u,) < lim sup Dg, (u,) <d < oo
~>00 n—->00

und daraus
Dg (u)= sup Dy (u) <d< oo.

% hat somit endliches Dirichlet-Integral auf G.
Es sei {Q,} eine Folge von kompakten Mengen

Qvg Qv+1
G Qv= G.
y=1

Nach der Schwarzschen Ungleichung ist

| De.-q, (s, ©) [2< Doy-aq, () Doy-a, (v) <d Dy_q, (v).
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Daraus und aus

Dcn (tn, ©)= DG»n Q, (Un, v) + -DGn—Q,, (Un; )

De,n Q, (Un, ¥) —[d Dg-q, (U)]* < Dg, (4q, v) < Degun a, (Un, v)+[d DG—Qv (o)1t

Fir ein geniigend grosses n ist
QsG,
und fiir n—>oo erhilt man
Dq, (u, v)—[d Dg_q, (v)]} < lim inf Da, (u,, v) <
n—>o0

< lim sup Da, (un, v) < Do, (#, ) +[d De-o, (v)]t.

NnN—»00
Wir lassen jetzt » gegen unendlich streben und erhalten

D¢ (u, v) < lim inf Dg, (4,, v) < lim sup Deg, (45, v) < Dg (u, v),

nN—>00 V=>00

das heisst, dass die Folge {Dq, (u,, v)} konvergiert gegen Dy (u, v), was zu beweisen war.
Wir filhren jetzt folgende Bezeichnungen ein: mit {yu}1<i<n: notieren wir die

Jordankurven, aus denen y; besteht:
’ Nk
V= U Vi
i=1

und nehmen an, dass jede die Fliche R’ zerlegt, und es sei Rj; jene Komponente
der Menge R’ — R, welche y4; als relativen Rand hat. Bri sei die Portion des idealen
Randes von R’, die von Rj; bestimmt wird, und fiir n>k stellen wir

Y (Bii) = yn N Ry (1<i<Ny)

o (@)= (2, yn (Brs), Rn).
Es sei

Ng
LP s (2)=Hns (2) + 2 &R of? (2),
j=1

wo &% reelle Zahlen sind, und zwar so gewihlt, dass
8 L¥P s(2)
f ow 1421=0
Ya (ﬁ ‘lci)

ist fir 1<i<N, Die &® hingen auch von s(z) ab; da wir aber diese be-

sondere Bezeichnung nicht bendtigen werden, lassen wir den Index s(z) weg. Wie
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bekannt ist ([9], 278-280), ist es immer moglich, solche reellen Zahlen £5? zu finden,
und sie sind eindeutig bestimmt. L{’ s (z) ist ein Linearoperator, der folgende Eigen-
schaften besitzt:

Li: LY s (z) =5 (2) auf y

, [0LPs(2)
Y

Li: I¥1=1
Li: inf s ()< LY s (z) < sup s (€).
fey ey
Die letzte Ungleichung wird folgendermassen bewiesen. L{s(z) ist eine harmo-

nische Funktion auf R, und laut dem Maximum- und Minimumprinzip erreicht sie
ihr Maximum und Minimum auf dem Rande vom R,. Auf y ist L s(z) gleich s(z),
und auf p§? ist LY s(z) gleich &57, da H,s(z) auf y, gleich null ist. Es ist also nur
zu beweisen, dass

inf s (0)< inf &R< sup &< sup s(0).
Cey

zey 1<i<N, 1<i<Ny
Es sei ¢, dasjenige 7 (1 <i<N,), fiir welches

&R = sup &P

1IN
ist. Falls
ER> sup s({)
tey
ist, so gilt

LP s (2) <&,
iiberall auf R, und da
LiP s (2) =&,
auf %) ist, so ist auch
@
oLy s(z)< 0
on

auf p4?, und das Gleichheitszeichen kann nur in isolierten Punkten vorkommen. Das

widerspricht aber obiger Bedingung

LY s(z)
fT““'—O

£5
7'7(11,::

Es ist also
sup &5 < sup s(0).

1IN ey
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Ahnlicherweise wird der Beweis fiir

inf £ > inf 5()
1IN Ley
durchgefiihrt.
L® ist also ein Normaloperator in Bezug auf R,. Es sei v(z) eine harmonische

Funktion auf R,, fir die

ov .
f ﬂldz|=0 (1<i<Ny)
7, Bre)
ist. Dann ist

Dg., (v, LY s)= fL;k’s(z)a—%ldzl—fL"" s(z ) z)ld |=

Vo L4
) d g
zg(k) f %wz[—fs(z) ;Lz)|dz|=—f8(z)“;‘%|dz|
P87 v ¥

(mit Normalableitungen in der Richtung des idealen Randes). Fir v (z)=L{ s(2) er-

hilt man
LY
-DE,',l(L(nk)s) fs()a S(z)ld I
?

Aus der Eigenschaft L; ist zu ersehen, dass die Folge {L{ s (z)} normal ist. Wir
konnen also eine Teilfolge {Ls (2)}1<,<c finden, welche auf jeder kompakten Menge
aus R’ gleichmissig gegen die harmonische Funktion L*® s(z) konvergiert:

L® 5 (2)= lim L 5 (2).
P=>00
Fir n>k haben wir

® LY s(z OLP s(z
f Mld |——11m J‘ __(_)|dz|—11m f i ()|dz|=0,

a on y—o0 on
¥, B ¥, (B3 r,(ﬂ;d)

da auf R;'w Yn (ﬁ,'d) und ya, (,8;1) homolog sind. In der obigen Formel koénnen wir

also v (2)= L% s(2) stellen; dann erhalten wir

D, (L(k)s’L%k)8)=~fs(z)aL 8@ | 4.

Y
Wir bemerken, dass

dLP s(z @
lim Dpg, (Lg" 8) = lim [— s(z)—"——(——) dz| = — s(z)-a—L—S(z) dz|< o0,
y—>00 ‘ v y—>00 1 671, on

4 Y
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Aus dem Hilfssatz 4 mit u,=L{?s, v=L"s folgt dann

&
Dy (L% 8)= D (L% 3, L 5) = lim De;, (LPs, L®s)= — fs( )8_)3_:_(2)1 z|.

»—>00

Y

Wir nehmen an, dass man aus der Folge {L{”s(2)}i<n<e eine andere Teilfolge
{L(ﬂ’ic:, 8 (z)}1<v<oo

herauspehmen kann, welche auf jeder kompakten Menge aus R’ gegen die harmonische
Funktion L® s(z) konvergiert. Aus dem Hilfssatz 4 folgt

Ds (L(k)s’ L(k)8)= lim Dk'n, (L(k)s, L(nk: §)= — fs( )3L 8 Z)IdZI—D (L(k) s).

b4
Indem man die Rollen von L% s, L* s vertauscht, erhilt man

Dy (L% s, L™ s)= Dy (L s)
und also

Dy (L® s~ L® 8)=Dp (L% §) ~ 2 Dg. (L™ 3, L 8) + D (L 5) =0,
was
Lgys(z)= Ly 8 (2)

bedeutet. Die Folge {LP s (2)}1<ncw ist also konvergent und

lim L¥ s (z) = L™ 5 (2).

n—>0

Aus den Eigenschaften der Operatoren L$° folgen die shnlichen Eigenschaften des

Operators L®. Dieser ist ein Linearoperator, fiir welchen
LY : L% s(z)=s(z) auf y
. dL®g
Ly f —‘i)ld [=

k4

Ly :L®1=1

Ly: 2nf s{8)<LP s (2) < sup s (Z).
€y

fey
L® ist also ein Normaloperator auf R’. Es sei v(2) eine auf R’ harmonische
Funktion mit endlichem Dirichlet-Integral, fiir welche

ooz} _
f 228 | 42)=0

7,80
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fiir jedes n>%k und 1<i< N, gilt. Mittels des Hilfssatzes 4 erhilt man

D (v, L% s)=lim Dg (v, LI s) = — fs (2) Q—;(Tz)‘dzl

n—00
Nimmt man v=L® s, so ist

oL®
Dy (L® )= — fs(z)———a;—(z)ldzl.

k4

Aus L folgt
inf s () <& < sup s(0).
tey tey

Die Folgen {E®}icneoe (i=1, 2, ..., N,) enthalten somit konvergente Teilfolgen
{ggl’:)i}lgv<eo

lim 5%’?1 = &P,
y->00

Da
hm o® (2)=w (2, Bu, R')

ist, wo B die Menge der Punkte ist, die auf topologischen Komponenten aus By
liegen, so folgt
L®s(2)=lim L s (z)= lim H, s(2) + Z lim &52 4% (2)

>0 y—>00 i=1 p—>o0
S0+ 3 60 (s Bu B
Aus dieser Gleichheit und H, folgt
L L s (gf (€)= 4

fast iiberall auf Bj;. Daraus sieht man ebenfalls, dass die Folgen {£5’}i1<n<co kon-
vergent sind.

Aus L{ ist zu ersehen, dass die Folge {L®s(2)} normal ist. Sie enthilt also
eine Teilfolge {L® 5(2)}1<y<co, Welche auf jeder kompakten Menge aus R’ gleichmissig
gegen eine harmonische Funktion Ls(z) konvergiert. Fir jedes k, n(n>k) und ¢
(A <i<Ny) ist

f 8Lsz)|d | - lim J' oL v)sz)ld |-o.

>0 a

(A 7830

Anderseits ist

DR’(LSKHmDR,(L(k,)S):_fs( )BLs(z \dz|<
rd
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und also, wenn man in der obigen Gleichheit v=Ls stellt, so findet man

Dy (Ls, I®s)= — fs(z)%z—’ldzl.

v
Aus dem Hilfssatz 4 folgt

Dy (L s)= lim Dg (Ls, L) s)= — fs(z) al;;(z)wzl.
¥

Ist {L% s (2)}1<v<o €ine andere Teilfolge von {L™s(z)}, die gegen Ls(z) konvergiert,
so findet man genau wie oben
Dy (Ls, Ls)= Dy (Ls)=Dg (Ls),

was
DR' (LS—L8)=0

Ls(z)=Ls(2)
als Folge hat. Die Folge {L*s(z)} ist somit konvergent:

lim L® s (z) = L s (2).

k—>o0

L ist ein Normaloperator, wie aus L;' —L; leicht zu ersehen ist. Er erfiillt noch
die Bedingung
Ly:Ls(z)€EK BD* 0<a<l)

Aus L, folgt nimlich Ls(z)€B. Wir haben gesehen, dass L s(z) ein endliches Di-
richlet-Integral hat. Es ist also Ls(z)€D<S D* fir «>0. Da

oLs(z), , |
f 2|42~

7, By

fir jedes k, n(n>k) und ¢ (1<i<Ny), und da y,(B%) eine Homologiebasis auf R’
bildet ([9], 311-313), so folgt Ls(z)€EK. Es sei a’ eine ideale Randkomponente von
R, 4" die Menge der Punkte, welche auf o' liegen. Wir nehmen an, dass 4’ ein
positives harmonisches Mass hat. Es sei ¢ jenes i, 1 <i<N,, fiir welches a' €8y, .
Aus
m=inf s ({)<EP < sup s(C)=M
Cey Ley

ist zu ersehen, dass man eine Teilfolge {52::)}1@@0 finden kann, die konvergent ist

& (@)= lim &,
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Aus L, folgt
5(::)0) (Z, A’, R’)+mw (Z, F’_A” Rl)gL(ky)s(z)gfgf:)w(z, AI, R,)+MO)(Z, F:__Al, Rr)

Fiir y—»co erhilt man
E@w(@E A, R)+mw(z F—A,R)<Ls(z)<é @)ooz A, )+ Mo (z, F'— A", R')
und also
Ly:Ls (@' (€))=£;(a))
fast iiberall auf 4’. Der Operator L ist somit fiir die betrachteten Familien
H,K,B,D* (0<axl)
und ihre Durchschnitte geeignet.

10. SatTz 4. Es sei B eine Riemannsche Fliche und a eine ideale Randkompo-
nente von B, auf welcher eine X Y-unteilbare Menge liegt (X=H, K; Y= B, D*, BD*,
0<a<]1). Jede zusammenhingende Umgebung von a gehdrt der Klasse Uxy an.

Es ist nur zu beweisen, dass X Y die Bedingungen des Satzes 3 erfiillt. Im
vorangehenden Absatz wurde das fiir die Bedingung 5° gezeigt. Im Laufe der Arbeit
hat man auch gesehen, dass XY die Bedingungen 1° und 3° erfiillt. Es sei jetzt
% (2) harmonisch auf B. Da jede Jordankurve, die die Fliche R zerlegt, einer linearen
Kombination von Jordankurven auf R’ und R — R’, welche diese Gebiete zerlegen,
homolog ist, so folgt aus u (2) EK (R’) und % (z) EK (R—R'), u (2) €K (R). Es ist auch
offenbar, dass aus u () €EB(R’), u (2)EB(R—R') auch u(z) €B (R) folgt. Es bleibt nur
die Familie D% Es sei A ein Gebiet, dass y enthilt und g (z, 2o)s 9 (2 20), 9" (2, %)
seien die Greenschen Funktionen von R, R, R—R’. Ist 2,€A, so kann man zwei

positive Zahlen ¢/, ¢’ finden, derart, dass

gz, 25) < ¢ (2,2, firz€R — A

g(2,20)<¢" ¢ (2,2) firz€R—-R —A.
Daraus folgt

ngrad u(2) > 9% (2, zo)dxdy=”|grad u ()2 9* (2, z) dwdy
B A
+ ” | grad u (2) |2 ¢ (2, 2,) dxdy + H | grad u (2) [P g* (2, 2,) dx dy
R-A R-F'-A
<ff | grad u (2) [* g% (2, z) dx dy + ¢ H | grad » (2) 2 g'* (2, 2) dx dy
A R'-A
+e'® H | grad « (2) 29" (2, zo)dxdy<” | grad u (2) 2 g* (2, 2,) dx dy
R-F-A a

-I-c'“”[grad u(2)?9'% (2, z)) dxdy +c”’'* ” |grad u (2) [2g"'“ (2, 2o) dwdy < oo.
R R-R
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Die Familie erfiillt also auch die Bedingung 2°. Es bleibt nur zu beweisen, dass
XY ein Linearraum ist. Das ist offenbar fir H, K, B. Fir D* folgt das, wie ge-

wohnlich, mittels der Schwarzsehen Ungléichung. Damit ist der Satz 4 bewiesen.

ForecEsarz 3. Durch Entfernung einer kompakien Menge aus einer Riemannschen
Fléiche der Klasse Ugxy (X=H, K; Y=B, D*, BD*, 0<a<1), welche eine X Y-unteil-
bare Menge auf einer idealen Randkomponente hat (was immer der Fall fir X =H,
Y =B, D*, BD% 0<a< ist), gehort wenigstens eine Komponente der gebliebenen offenen
Menge der Klasse Uxy an.

Wenn wir X=H und Y =B, D in diesem Folgesatz nehmen und die in [1] ge-
fundenen Relationen

Oup—0cS Upp S 04— 0
Onp—0cE UppSE04p— 0
betrachten, so folgt der

Sarz vox KuramocHI ([5] Satz 1) Wenn man eine kompakie Menge aus einer
Riemannschen Fliche R €Oy —Og (bzw. R €Oy, — Oy) entfernt, derarl, dass die gebliebene

offene Menge zusammenhiingend ist, so gehért sie der Klasse O4p (bzw. Oyp) an.
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