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Einleitung

Die nicht-holonome Geometrie der Punktriume wurde in den Arbeiten von J. A,
Schouten, G. Vranceanu, J. L. Synge und anderen eingehend untersucht und entwickelt
(vgl. die. Fussnote des Aufsatzes [6](1)). Im folgenden wollen wir eine nicht-holonome
Geometrie in einem Linienelementraum entwickeln, dessen Grundelement (2, +') also
ein Punkt 2! mit einer zugeordneten Richtung ' ist. Eine nicht-holonome Geometrie
in einem Finslerschen Raum — der nach Cartans Auffassung auch als ein Linien-
elementraum betrachtet werden kann — wurde von H. Rund in seiner Arbeit [5]
studiert und fiir die Losung dynamischer Probleme angewandt.

Unser Linienelementraum, in dem wir eine nicht-holonome Geometrie entwickeln
werden, ist allgemeiner, als der von H. Rund beniitzte Finslersche Raum (vgl. [4]
und [1]). In diesen allgemeineren Linienelementriumen, die wir im folgenden als &,-
Réume bezeichnen werden, existieren drei verschiedene Typen von Kurven, und zwar
die Extremalen, die autoparallelen Linien und die quasi-autoparallelen Linien. In der
nicht-holonomen Geometrie existieren neben diesen Kurven noch zwei Arten von Kur-
ven, die wir Bahnen bzw. relative Bahnen der nicht-holonomen Geometrie nennen
wollen. Die geometrische Bedeutung der Bahnen ist auch in den &,-Ridumen dieselbe,
wie in dem von H. Rund untersuchten Finslerschen Fall (vgl. [5], §3), die Bahnen

sind also diejenigen Kurven, deren Hauptnormalen auf einer gewissen (n—m)-dimen-

() Siehe das Schriftenverzeichnis am Ende unsres Artikels. Die Zahlen in eckigen Klammern
beziehen sich immer auf das Schriftenverzeichnis.
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sionale Tangentialmannigfaltigkeit M,_,, die von den Bedingungsgleichungen bestimmt
ist, senkrecht stehen. Die relativen Bahnen sind durch gewisse Differentialgleichungen
definierte Kurven, fiir die die Richtung des Tangentenvektors &' im allgemeinen nicht
mit der Richtung +' des Linienelementes (a', ¢') iibereinstimmdt.

Im ersten Teil unserer Arbeit werden wir bedingen, dass die Richtung der
Tangente einer Kurve der nicht-holonomen Geometrie mit der Richtung derjenigen
Linienelemente iibereinstimme, die die nicht-holonome Kurve (1) bilden. Analytisch ist
das durch o' =da'/dt ausgedriickt. Diese Auffassung wurde auch von H. Rund im Fins-
lerschen Fall beniitzt (vgl. {5]). Nach den sog. Bindungsgleichungen (vgl. die Gleichungen
{2.1)) bedeutet die Relation »'=d«'/dt, dass in jedem Punkt ' nur gewisse Rich-

tungen o' in Betracht kommen kénnen.

Die Bindungsgleichungen bestimmen somit in dem durch v' =1' gekennzeichneten Fall

eine Richtungsanholonomie.

Im zweiten Teil werden wir die nicht-holonome Geometrie beziiglich eines vor-
gegebenen, aber frei wihlbaren Richtungsfeldes ¢'(s) entwickeln. Dies wire somit eine
Verallgemeinerung des ersten Teiles, doch wollen wir die nicht-holonome Ubertragungs-
theorie in einer etwas verschiedenartigen Weise entwickeln; somit wird die im §3 be-
handelte nicht-holonome Ubertragung nicht ein Spezialfall von §7. Die ausgezeichneten
Kurven beziiglich des vorgegebenen Richtungsfeldes v'(s) wollen wir relative Bahnen
nennen. Die Bahnen und die relativen Bahnen sind die Analoga der autoparallelen und
quasiautoparallelen Linien (vgl. (4] §5).

In §1 werden wir die Grundformeln der ¥,-Ridume — soweit diese im folgenden
gebraucht werden — kurz zusammenstellen. In §2 bestimmen wir die Gleichung der
Bahnen, und dann beweisen wir das Analogon eines Satzes von J. L. Synge. In §3
definieren wir die nicht-holonome Ubertragung fiir Vektoren, die vom Grundelement
(¢, v") abhingig sind. Diese Ubertragung wird auf diese Weise allgemeiner, als jene,
die von H. Rund in der Arbeit [5] bestimmt wurde, da die Rundsche Ubertragung
nur fiir allein von den & abhiingige Vektorenfelder entwickelt ist.

In §4 und §5 wird die Kriimmung des Raumes behandelt. Wir betrachten die
nicht-holonome Ubertragung bei der Bestimmung der Kriimmungstensoren als eine af-
fine Ubertragung des Raumes (vgl. [7]) im Sinne von O. Varga.

Die Paragraphen 6-8 enthalten die Untersuchungen von analogen Problemen im
Falle, wenn &' besteht.

(*) Unter einer nicht-holonomen Kurve ist eine Kurve z' =4 (£) zu verstehen, deren Tangenten-
vektoren den Bindungsgleichungen geniigen.
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Beziiglich der Bezeichnungen bemerken wir noch, dass falls die ¢* mit der Rich-
tung # einer Kurve 2! (f) iibereinstimmen, dann werden wir statt (2, ¢’) die Bezeichnung
(', &') beniitzen. Ist der Parameter die Bogenlinge: s, so beniitzen wir statt &' die
Bezeichnung 2",

Erster TEIL

§1. Grundformeln der ,-Riiume

Unter einem &,-Raum verstehen wir im folgenden eine metrische Mannigfaltigkeit
It der Linienelemente (x,%'), falls in I die Metrik durch einen metrischen Grund-
tensor gy (x, v) festgelegt ist, und die Raume eine metrische Ubertragung der Vektoren
existiert. Die Geometrie der ,-Riume findet der Leser in unserer Arbeit [4] voll-
stindig entwickelt; hier werden wir nur die Fundamentalformeln dieser Geometrie
zusammenstellen, soweit sie ndmlich von uns im folgenden gebraucht werden.

Das invariante Differential eines Vektors &' ist durch die Formel
DE=dE+ M5 E o (d)+ L} Eda” 1)

bestimmt, wo @&*(d) das invariante Differential des Einheitsvektors l"d;fv"/F, d. h.
@ ()€ DI bedeutet. Die explizite Form von &*(d) erhilt man aus der Formel (1.1),
wenn in (1.1) &=1 gesetzt, und dann auf *(d) gelost wird. Man bekommt fiir @* (d)
die folgende Formel (vgl. [4], Formel (5.2), die auch fiir einen beliebigen Parameter
t besteht):

O (d) (0% + M) @V + LY, d ). (1.1a)

Die Formel (1.1) kann man noch in der Form (vgl. [4], § 2, insbesondere Gleichungen
(2.4) und (2.5)):

D& =g, da* + & o* (d) (1.2)
schreiben, wo
=08 — £, Lane + L&, 9 U [ 72 (1.3)
7 /0 rk » K a xk ) r a ?}r >
e Vau (2, v) v o, (1.3a)
£ (0 — MEn) + MY (14)

die beiden kovarianten Ableitungen sind, der Index ,,0¢ die Kontraktion mit dem
Einheitsvektor I' und F die Grundfunktion des ¥,-Raumes bedeutet. @ (d) ist in den
Formeln (1.1) und (1.2) das invariante Differential des Einheitsvektors I*. Die Formel
des invarianten Differentials des Einheitsvektors I¢ ist lings einer Kurve 2'(s) falls
x''=1' besteht, nach (1.1a) die folgende:
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L] 2 i
- ey (G ), v

ds

- (1.5)

Ist I'=2", so werden wir im folgenden statt &* die Bezeichnung «® beniitzen, wih-
rend &*(d) immer ein von #™ unabhingiges invariantes Differential von ¥ bedeuten wird.
Die expliziten Formeln der Ubertragungsparameter MY und L}% sind durch die

Relationen
M= A} Ok — (A4t pl) T+ pfe A= 3 (1.5a)

7 k_P Aiirno'otlc""o'j‘k (1'5 b)

‘bestimmt (vgl. die Gleichungen (2.16) und (2.24) von [4]), wo der Tensor I} durch

das Gleichungssystem
(07 + 4%) Li=0o;

festgelegt ist und uiy und oy in (4, §) schiefsymmetrische Tensoren bedeuten; der
Tensor py soll noch die Relationen
M50 =0, (Aot pote) (A + uo's) 15 =0
befriedigen (vgl. die Formel (2.16b) von [4]). Abgesehen von diesen Bedingungen sind
uie und oy frei wihlbar. I'fy, in (1.5b) ist die Losung des Gleichungssystems
T =% Gegu + 095 — 8 9u) — A Do — Ape 0"+ Aia T3 (1.5¢)
Fiir M} bestehen die Relationen (vgl. (2.13) und (2.3b) von [4]):
My = Ay, (0% — M3T%) + pae (1.6)
o M3E.=0.(%) (L.7)

Die durch die Formeln (1.2), (1.3) und (1.4) angegebene Ubertragungstheorie im
&,-Raum ist also durch die Grundtensoren g, ux und oy bestimmt.

Aus der Bedingung, dass die durch (1.2) bestimmte Ubertragung metrisch sei,
folgen nach (1.3) und (1.4) die Relationen:

Gyx=2 Ay, 0% — M3") — Mty — M5 =0, (1.8)
Gil=0x9s— 2 Ayj, L3 — L — L =0; (1.9)

wir haben eben aus diesen Relationen die explizite Form (1.5a) und (1.5b) von M7
und Ly bestimmt (vgl. [4] §2).

(1) Die Gleichung (1.7) stimmt mit der Gleichung (2.3b) von [4] iiberein, da Mgh=Mx
besteht.
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Fir den Einheitsvektor ¥, der die Richtung seines Stiitzelementes v' hat, bestehen
die wichtigen Relationen:
l‘||1 = 6: =Vl + Aoos)s (1.10)
V=0, + 1" (L3os + Aoor L3")=0. (1.11)
Die Gleichuing (1.10) kann man unmittelbar aus der Definitionsgleichung von I' be-
rechnen; fiir den Beweis der Formel (1.11) vgl. die Gleichungen (2.26) und (2.28) der
Arbeit [4].
Von den Kriimmungstensoren des ,-Raumes werden wir nur den Hauptkriim-

mungstensor Ry, beniitzen. Es ist :

3 Rim

def *t

=8 mLii iy — L3t in Lt kg + L7 (m Lt . (1.12)

§ 2. Die Bindungen und die Bahnkurven des Raumes
Es seien in unserem &,-Raum m Funktionen G, (z,%) gegeben, die in den

4 a2
Tdt

homogen von erster Dimension sind. Wir werden im folgenden nur diejenigen Rich-

tungen & in Betracht ziehen, fiir die die Relationen
G(m(.’t, a':)=0, Iu=1, 2, ey M (2.1)
erfiillt sind. H. Rund hat in seinem Aufsatz [5] aus den Skalaren G, m Vektoren

A(,,),dﬁf Gy,

__6_2.:_“, ,u=1)2; ey M (2'2)

gebildet, die in der Theorie der nicht-holonomen Riume eine fundamentale Rolle

13d_°:f (3 G(M))

o

spielten. Die Matrix

die aus m Zeilen und n Kolonnen besteht, soll den Rang m haben. In unserem %,-
Raum ist es zweckmaissig, statt (2.2) die Vektoren A, durch die Formeln

def 0 G(I‘)

Ay = Gpyu= 23 (0T —M3) (Y (2.3)

(*) Vgl. [4], Gleichung (2.9). Wir haben jetzt die Operation : ik auf einen Skalar angewandt,
der in den & homogen von erster Dimension ist. Somit miissen wir nicht mit F' multiplizieren, damit
die Ay in den & homogen von nullter Dimension seien.
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zu bestimmen. Selbstverstindlich soll der Rang der Matrix
def
P= (Gona),

dhnlich wie im Aufsatz [5] der Rang von P, gleich m sein. Auf Grund der Annahme
iiber den Rang der Matrix P kann man durch die Gleichungen (1) (vgl. [2] S. 201)

A(:)i = Cup Ay = Cpy Qi (2.4)
statt der Vektoren A, solche orthonormierte Vektoren Af,y einfithren, die also

1, fir p=v

2.5
0, fir p=+v (2:5)

9" Ay Agy =04 = {
geniigen, und dieselbe lineare Mannigfaltigkeit aufspannen, wie die Ay (vgl. [5] S.
64). Auf Grund der Relation (vgl. [4], Gleichungen (2.1a) und (2.6a)):

M?jo =0
folgt nach (2.3), dass
w_@ x

Ay (, x)xt = Gy (x, v'), x %

(2.6)
besteht, da G, nach unserer Annahme in den z"* homogen von erster Dimension ist.
Die A,y und die A spielen also im €,-Raum dieselbe Rolle, wie die entsprechenden
Vektoren im Finslerschen Fall (vgl. [5] §2).

Der Tensor CyZ AL AL, @.7)

ist von der Wahl des orthonormierten Systems Ag, unabhingig (vgl. [5] S. 65).

Nach diesen Vorbereitungen konnen die Bahnen der nicht-holonomen Geometrie
in den QnQRSa',umen ebenso abgeleitet und geometrisch interpretiert werden, wie im
Finslerschen Fall (vgl. [5] §3), nur bedeutet im £,-Raum das Symbol D/Ds die durch
(1.1) bestimmte Operation. Die Definition der Bahnkurven lautet also:

DeriNiTioN 1. Die Bahnen der nichi-holonomen Geometrie in den L,-Réumen sind
diejenigen Kurven
x'=1'(s), s: Bogenlinge,

die die Qleichungen (2.1) befriedigen und fiir die eine Relation von der Form

(*) Im folgenden soll auf zweimal vorkommende griechische Indizes eine Summation von 1 bis
m durchgefithrt werden.
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Dg' ,  dx
Gij ——— Ds - =g (X, &) Agyi (x, 2), 2'=—— (2.8)

besteht. (Fiir die Grossen m, vgl. die Formel (2.13).)

Die skalaren Faktoren 7, (x, #') hingen im allgemeinen von den Vektoren A
ab. Diese Faktoren sollen jetzt bestimmt werden. Bestehen lings einer Kurve a*(s)
die Bedingungsgleichungen (2.1),' so bestehen nach (2.4) und (2.6) oifenbar auch die

Relationen :
A(Z)i (x, x,) x’i =0. (2.9)

Differenziert man diese Gleichung nach s, so wird:

DA*i 1 Dx'i
—-D‘;Q—) x4 A(:)rm— = 0. (210)
Jetzt und im folgenden wollen wir immer annehmen, dass die Richtung +' der
Linienelemente (z, v) lings einer Bahn der nicht-holonomen Geometrie immer mit der
Richtung des Tangentenvektors a"' = da'/ds der Bahn iibereinstimmt. Analytisch
bedeutet das auf Grund der Formel (1.5):
dx Dx" o'(d)

ri=——=[

ds Ds ds °

Beniitzen wir fiir die Formel des invarianten Differentials die Relation (1.2), so be-
kommt man aus (2.10)
o* (d)

liw (d)
ds

ds

A(:)i|k l‘ lk + A(Z)i ik + A(Q)k = 0
Beachten wir jetzt die Identitdt (1.11), so bekommt man auf Grund der Gleichung
(2.4) und (2.6) aus unserer letzten Gleichung:

o (d) ; of (d) w* (d)
(Gm| +G@k s ) Ad Ty d( + Ay 25 =0 (2.11)

Wir berechnen jetzt Ii;. Nach (1.4) und (1.10) bekommt man:
= 672 ~F (lk + Aook) +0 (lr + Aaor) M:rk

Die Gleichung (1.6) geht aber nach einer Uberschiebung mit I’/ wegen der schiefen

Symmetrie vonr uy; in (4, j) in die Formel:

(lr + Aaar) M:rk = Aook
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iiber. (Y} Somit wird:
: Le=0L—011. (2.12)

Substituiert man nun den Wert von I, aus dieser Gleichung in (2.11) und be-
achtet man, dass wegen Dg,;=0 die Relation w®=0 besteht, so bekommt man aus
(2.11) im Hinblick auf (2.4):

o’ (d)
Cor G(,,)]a + A(:)k _78—- = 0.
Nun ist nach (2.8)
w*(d) Da'*
( )E =g"*n0 A(t),-,

ds Ds
somit erhélt man aus den beiden letzten Formeln wegen der Relationen (2.5):
T (&, &) = — € Qo (2.13)
Aus der Gleichung (2.8) wird somit nach (2.13)

Dot

ﬁ + G”,, gik G(y)lo A(z)i = 0. (2.14)
(Offenbar ist im allgemeinen @,,)|,==0 auch lings der Mannigfaltigkeit (2.1)). Wir wer-
den jetzt noch (2.14) etwas umformen. Nach einer kovarianten Ableitung der Defini-
tionsgleichung (2.7) nach 2*, und nach einer darauffolgenden Kontraktion mit ¥

wird wegen (1.11), (2.3), (2.4) und (2.6) lings der Bahnen

Cilo¥ = € G| A it (2.15)
bestehen. Vergleichen wir dies mit (2.14), so ergibt sich, dass die Gleichung der Bah-
nen durch

D Tk i i do’
oy T Cul V=0, V=—r (2.16)

bestimmt ist, falls noch (2.1) bzw. die mit (2.1) dquivalente Relation (2.9) besteht.
Beachten wir noch (2.7) und (2.9), so bekommt man die mit (2.16) dquivalente Glei-

chung der Bahnen:

Da'* 2
st +¢"™ gy Al ¥ =0, lf=%;.(2) (2.16%)

Die Gleichung (2.8) der Bahnen k&énnen wir auch in einer anderen Form be-
stimmen, fiir deren allgemeine Losungen, die also (2.1) nicht unbedingt erfiillen, das

() Da der &,-Raum metrisch ist, besteht offenbar M:okEM:ok. Die Stellung von 0 ist in
metrischen Linienclementriumen beliebig, d.h. der Index ,,0' bedeutet in kovarianter bzw. in kontra-
varianter Stellung dasselbe.

(3) Offenbar ist im allgemeinen Az‘)j,a P +0, da (2.9) nur im nicht-holonomen Raum giiltig ist.



NICHT-HOLONOME ALLGEMEINE METRISCHE LINIENELEMENTRAUME 209

folgende gilt: ist die Relation (2.1) in einem Anfangslinienelement (2, %) erfiillt, so be-
© ©

steht (2.1) lings der ganzen Lésungskurve. Da der Tangentenvektor z* die Gleichungen
(2.1), bzw. die mit (2.1) dquivalenten Gleichungen (2.9) befriedigt, so besteht lings
einer Bahn auch (2.10), da ja (2.10) aus (2.9) durch eine Differentiation nach s ent-
standen ist. Eine Kontraktion von (2.8) mit g% ergibt wegen g;;g™ =06%:

Dux'®*

i *
——=x Ay,
Des wd b

Setzen wir diesen Wert von Da*/Ds in die Gleichung (2.10) ein und beachten wir
dann die Relation (2.5), so ergibt sich, dass lings der Bahnen

*
D A(”)i xli

o=~ "], (2.17)
besteht. Auf Grund von (2.17) kann somit die Gleichung (2.8) in der Form
D' DA
D +9”A(’:,,——;)k:c"=0 (2.18)

bestimmt werden.

Das Differentialgleichungssystem (2.18) ist die gewiinschie Form des charakteristischen
Differentialgleichungssystems der Bahnen.

Im Fall der Punktriume bewies J. L. Synge in seinem Aufsatz [6], dass dieje-
nigen Kurven, lings der Agyx'' =konst. besteht, ein Integral der entsprechenden Glei-
chungen (2.18) sind (vgl. [6], Theorem II. S. 744). Auch in unserem £,-Raum ist das
Analogon dieses Satzes giiltig; es besteht nidmlich der folgende

Satz 1. Befriedigt eine Kurve x'=2a'(s) das Differentialgleichungssystem (2.18), so

st langs dieser Kurve
Agy (x, &)z =konst. (2.19)

Der Satz 1 driickt die schon im vorigen erwihnte wichtige Tatsache aus, dass,

falls eine Losungskurve z!=2'(s) von (2.18) in dem Anfangslinienelement (z', ") die

© ©
Relation (2.1) bzw. (2.9) befriedigt, dann iiberhaupt diesen Relationen geniigen wird.

Beweis des Satzes 1. Es ist

d W DAL,
%(Aé:)i“”): D;Q)fxi_{_A(z)‘

D't
Ds~

Substituiert man Dx"/Ds aus (2.18) in die letzte Formel, so wird im Hinblick auf (2.5):

d .
25 (Ada) =0 (2.20)
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und das beweist eben die Formel (2.19). Aus dem Beweis folgt auch, dass (2.19) fir
jede Losungskurve von (2.18) bestehen muss.
Ubrigens kann man den Satz 1 auch auf Grund der Formel (2.16%) leicht be-

weisen, wenn die aus (2.1) bzw. aus (2.9) folgende Relation
Agux =0 (2.21)

beniitzt wird. Es ist dann nach (2,21)

d , , dat Dz

P (Aen ") = Aeylo . Agi 4
Driicken wir jetzt Dx™/Ds aus der Formel (2.16%) aus, substituieren wir diesen Wert
in die letzte Gleichung und beachten wir dann (2.5), so bekommen wir eben (2.20),

w.z. b.w.

Wir werden jetzt beweisen, dass fiir eine Kurve z'(s), die (2.1) bzw. (2.9) be-
friedigt, (2.21) immer erfillt ist. Es ist nidmlich nach der Gleichung (2.12)

(A By = A U+ Ay (01 — L ). (2.22)

Nun ist aber auch fir G4,=0 auf Grund der Homogenitdt erster Dimension von G,
in den &':
(A(Z)i li):k = (cgv G(v):i li):k = (Cgv G(v)):k =Cov G(r):lc = A(Z)k- (2.23)

Aus (2.22) und (2.23) folgt schon nach (2.9) die gewiinschte Relation (2.21). In der
nicht-holonomen Geometrie, deren Kurven also (2.1), bzw. die aus (2.1) folgende Re-
lation (2.21) befriedigen, stimmt (2.16%*) mit der Qleichung (2.18) der Bahnen iiberein.

Wir wollen aber bemerken, dass fiir die allgemeinen Lésungen von (2.16%), die
also- nicht notwendigerweise Kurven unserer nicht-holonomen Geometrie sind, der
Satz 1 im allgemeinen nicht giiltig ist. Die Differentialgleichungen (2.16%) und (2.18)
sind aber auf Grund von (1.2) identisch, falls die Relationen (2.21) bestehen. Das folgt

wegen
DAL d " " (d)
D;ﬂ)l = A(;)i!k ds + A(:)i:k ds

unmittelbar. Z.B. in der nicht-holonomen Geometrie. deren Kurven der Gleichungen
(2.1) geniigen, ist (2.21) immer giiltig. Die Relationen (2.21) kénnen aber auch ausser
dem nicht-holonomen Raum giiltig sein; in diesem Falle besteht (2.19) auch fiir die
allgemeinen Losungen von (2.16%). Vgl. z.B. den Fall des Finslerschen Raumes; hier
ist (2.21) immer erfiillt, falls (9 Ag/09") =0 ist.
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Im folgenden wollen wir uns wieder auf den nicht-holonomen Raum beschrinken,
wo also (2.1) bzw. (2.21) immer giltig sind; die Gleichung (2.18) der Bahnen kann
also auch dureh (2.18) bzw. (2.16*) definiert werden.

§ 3. Die nicht-holonome Ubertragung

Mit Hilfe des durch (2.7) bestimmten Tensors (; kann man eine nicht-holonome
Ubertragung in den &,-Raum einfithren (vgl. [6] §5 und [5] §3). Um die Ubertra-
gungsparameter dieser nicht-holonomen Ubertragung zu erhalten, werden wir die Glei-
chung (2.16) der Bahnen in eine etwas verinderte Form umschreiben. Aus der Formel
(1.1) bekommt man nach der Substitution &=F wegen (1.7):

Dz'® (u (@) v )(d ! LY dx’ dx) 3.1)
ds )

Ds  ds "tds ds

(Vgl. auch die Formel (5.2) von [4].) Setzt man diesen Wert von Dx*/Ds in die
Gleichung (2.16) der Bahnen ein, so wird nach einer Kontraktion mit (8; — M%) auf

Grund von (1.7) die Relation (2.16) in eine Gleichung von der Form

d2 dx\ da’ do*
2
ds® + @7 ( ) ds ds =0 (3.2)
iibergehen, wo * Ly gt (6‘ ) Coilee (3.3)

die Ubertragungsparameter der nicht-holonomen Ubertragung bedeuten. In der Glei-
chung (3.2) kommt selbstverstindlich nur der in (j, k) symmetrische Teil von Q7
vor. Aus (3.3) folgt noch unmittelbar, dass Q% dieselbe Transformationsformel hat,
wie L7, da die anderen Gréssen in (3.3) Tensoren sind (vgl. [4] §3).

Nun kénnen wir die nicht-holonome Ubertragung eines vom Linienelement (2%, v'}
abhingigen Vektors &' (z,v) d.h. das nicht-holonome invariante Differential von &

definieren.
DeriNITION 2. Das nicht-holonome invariante Differential eines Vekiors & (z, v) ist:
DES AL+ M & & (d)+ QFh& da, (3.4)
wo die Gréssen &° in tmpliziter Form durch die Relation

& ()= DI (3.4a)
bestimmt sind.
Um den expliziten Wert von &*(d) zu erhalten, setzen wir in (3.4) & =0, so wird:
@ (d) (0 — M3y = dl' + Q5L d o (3.5)
14 — 593802. Acta mathematica. 101. Imprimé le 17 juin 1959.
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und nach einer Kontraktion mit (§]+ M3,) wird nach (1.7):
@' (d) = (81 + MY) @1+ Q3 d o). (3.6)

Die Relationen (3.4) und (3.6) bestimmen das nicht-holonome invariante Differential.
Die durch (3.4) und (3.6) bestimmte Ubertragung kann als eine affine Ubertra-
gung im &,-Raum aufgefasst werden (vgl. [7] Gleichung (1.10)). Die Bahnkurven

=0 \ 3.7)

dieser Ubertragung, fir die G (z, )=0 in einem Anfangslinienelement ist, sind auf
Grund des Satzes 1 eben mit den Bahnen (3.2) der nichi-holonomen Geomelrie identisch.
Aus der Form der Differentialgleichung (3.2) folgt noch, dass beziiglich der affinen
Ubertragung (3.4) der Parameter s, der die Bogenlange bedeutet, ein affiner Parameter
ist (vgl. [7], Gleichung (2.5)).

Ein wichtiges Problem 'der nicht-holonomen Riume ist die Bestimmung derjenigen
Bedingungen,] die notwendig und hinreichend sind dafiir, dass die Bahnkurven des
nicht-holonomen Raumes mit den Extremalen des durch die Grundfunktion (1.3a)
und durch die Bindungsgleichungen (2.9) definierten Lagrangeschen Problems iiber-

einstimmen. Fiithrt man die Bezeichnung
H@, o', doo @ &) ZF (5, 2') + Ao A" (3:8)

ein, so konnen die Extremalen bekanntlich aus dem Differentialgleichungssystem
— %= _Y_90 (3.9

bestimmt werden (vgl. etwa [5] §4). Die Bedingung (2.9) ist iibrigens mit (2.1) iden-
tisch, falls in der Formel (2.4)
Det || =0

ist. Diese Relation wollen wir aber immer bedingen.
Wir berechnen erstens

aetd 0F oOF

0= 75 27 5 (3.10)

Da der Parameter die Bogenlinge ist, hat man lings z'=2'(s)

F(z, o) Vgy(w, )2 a7 =1, F=2a"
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Auf Grund der Definition von g folgt unmittelbar:
d .
0= (b + Aoo) — 3 B gy " 2. (3.11)
Aus den Relationen (1.5b) und (1.5¢) kann die Relation
Yougyata = (Ll + Ay, It o+ Ay, Tan) x't '
leicht verifiziert werden; beachten wir noch die Formel

D(lk+Aook) .Dlt
Ds (l +Aoor)+M t(l +Aoor)D8:

d
E:; (lk + Aook) =

80 bekommt man aus der Gleichung (3.11)

Dx DA
=95 Ds (5 +M*Oj+AoorM*ﬂ) + DWk + 2L[Olollt] + Agor (Iro'nlc + I't L:rk) (8.12)

(fiir die ausfilhrlichen Rechnungen vgl. [4] 8. 98-100).
Nun kehren wir zur Gleichung (3.9) zuriick. Auf Grund von (2.9)(}) bekommt
man aus (3.9) die Gleichung:

(0 AL 2 Ag; , .
1@( w ’+Aw) Aoy 5 — i, (3.13)

Jetzt wollen wir noch die 'Ubertragungsparameter des Raumes &, durch die Annahme
M3y = (3.14)

spezialisieren. Auf Grund der Gleichung (3.14), (2.3) und (2.4) wird dann im Hinblick

auf die Homogenitit erster Dimension der Gy, (z, ) in den z:

0Ag
(/‘)1xlj

gz =0

bestehen, und hiernach wird (3.13) in die Gleichung

d Ay DAy 0AG\ ;A o
Qi‘l'T:‘A(:)i‘l'l(m{( axl; - ax’; x’-l— Py ;u, 1 =0 (315)

iibergehen.
Die Formel (3.12) von p, wird aber wegen (3.14) eine einfachere Form haben.
Aus (1.6) und (3.14) folgt nimlich, dass

Aoak =0

(1) Aus (2.9) folgt nsmlich — wie das schon bemerkt wurde — die Relation (2.1).
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ist, da gy in ¢, schiefsymmetrisch ist. Somit bekommt man aus (3.12)
Dx,i j *0f * *
ek=guﬁ(6k+Mk ) +2 Legjo a9 (3.12%)

Aus der Gleichung (3.15) kann jetzt dA,/ds leicht eliminiert werden. Nach einer
Kontraktion mit g* A}, wird auf Grund von (2.5)

Ly
7‘;—) =0 A(:)t - }*(M) 0(!41’)
. def gy Ay 0Ags\ ,;  0AGy:
mit 0(,4,.) A(y) {( 6x’ 81‘ x4+ 396" X .

Substituieren wir nun diy,/ds in (3.15), so wird nach (2.7):

0AG: 0Ag)\ ,, At .,
(8~ ) {etﬂ@ [( 5w " x‘f”)x’+ 5o ’]} = 0. (3.16)

Diese Gleichung ist im wesentlichen das Anélogon der Gleichung (4.5) von [5].
In dem von H. Rund betrachteten Fall war aber

Dyt
0t =it Ds ’ (3.17)

und somit konnte er Cjg, in geeigneter Weise verindern. In unserem &,-Raum ist
aber im allgemeinen (3.17) nicht giiltig. In einem speziellen Fall wollen wir aber hin-
reichende Bedingungen angeben dafiir, dass (3.16) eben mit den Bahnen iibereinstimme,

Dafiir nehmen wir an, dass lings einer Kurve z'=2'(s):

A. * * *
(aa;j)t _ a;x(f)i) x" + 3ali(lgj)t xuj =0 (318)
besteht. Aus (3.16) wird dann nach (3.12%)
Dz’ * t ar* ¢ 8T %
Ds (gir - Oir + Mior - Oi Mtor) +2 (51 - Ci ) L[o|o[t] =0. (3-19)

Es kann nun unmittelbar gezeigt werden, dass

Da'™
Ds (91— Ci)=0 (3.20)

eben die Gleichung der Bahnen des nicht-holonomen Raumes ist. Nach (2.7) und (2.9)
ist ndmlich
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Dz’ Dy
Ds 0”E_D? Ay A= —

D A
Ds

* n
A(u)i X .

Aus (3.20) wird also nach einer Kontraktion mit g¥

Da'?
Ds

%*
+ g% Ay ___D;:,), z"=0.

Diese Gleichung ist aber mit der Gleichung (2.18) der Bahnen identisch (vgl. auch
(2.8) und (2.17)). Ist also (3.19) die Gleichung der Bahnen, so muss

D" . .
—D% (81— ) M¥or + 2 (3 — OF) Lo =0 (3.21)

lings der Bahnkurve z’(s) bestehen. Wir konnen also den folgenden Satz aussprechen:

Sarz 2. Besteht in einem L,-Raum (3.14), und sind lings einer Extremalkurve
r=a'(s) (3.18) und (3.21) erfiillt, so ist die Extremalkurve gleichzeitig etne Bahnkurve
des nichi-holonomen L,-Raumes.

Bemerkung: Die Gleichung (3.21) ist immer erfiillt, falls M%,, =0, und 6,4 =0
ist. Das folgt leicht aus (1.5b), da T}y bzw. oy, in (j, k) symmetrisch, bzw. schief-
symmetrisch sind. ‘

Ein Raum, in dem
£
M“,k:O, M:ik=0, Goik=0

erfiillt sind, kann am einfachsten dadurch realisiert werden, dass man in einem Fins-
lerraum mit dem metrischen Grundtensor

o F?
oviov

[N

Gi=
die Ubertragung der Vektoren durch die Ubertragungsparameter (1.5a) und (1.5b)
definiert und fiir u;; und oy die Bedingungen

#oii =0, Goii =0

stellt. Die Gleichung (3.21) ist jetzt eine Identitdt, und (3.18) bedeutet, dass fiir die
Tangentenvektoren z'! die Bindungen schwach-holonom sind (vgl. [5] Formel (4.6)).
Wir werden jetzt die Formel (3.4) des nicht-holonomen invarianten Differentials in

einer anderen Form bestimmen. Schreiben wir in (3.4)

A& =8 dak + £\ dl
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und substituieren wir dann 4 aus (3.5), so wird:
DE=E,da +Eyd* (), (3.22)
wo &, durch .08 — ), Qi+ QL E (3.23)

und &, durch {1.4) bestimmt ist. Die Formel (3.23) ergibt die nicht-holonome kova-
riante Ableitung des Vektorfeldes & (z, v).
Wir kehren nun zur Untersuchung der Bahnen zuriick. Wir beweisen den folgenden

Sarz 3. Eine Differentialgleichung von der Form

e L dz\ do’ d=*
E—t? ik (x, Et—) 'd—t‘ Tt- =0 (324)

kann dann und nur dann eine Lésungskurve *(t) haben, die die Bedingung

dx\ da* d2*
Gike (x, ’(‘i“t) E —dT =konst. (3.25)
befriedigt, falls lings a*(f) AZolo Agyo =0 {3.26)

besteht.

Bemerkungen zu Sotz 3. Das Analogon des Satzes im Riemannschen Raum be-
findet sich in einer Bemerkung von J. L. Synge (vgl. [6] Gleichungen (3.6)—(3.63)).
Der Parameter ¢ in unserer Gleichung (3.24) bedeutet einen beliebigen Parameter; ist
t=s, so ist die durch (3.24) bestimmte Kurve nach (3.2) eine Bahn der nicht-holo-
nomen Geometrie falls noch (2.1) besteht. Die Bedingung (3.26), die wegen

o1 ;
1 =7 % = {3.27)
von der Wahl des Parameters unabhingig ist, ist lings einer Bahn B der nicht-
holonomen Geometrie befriedigt. Lings B ist nimlich nach (2.1), (2.3) und (2.4) die

Relation A, =0 erfiillt.

Beweis des Satzes 3. Da das invariante Differential des metrischen Grundtensors

ga identisch verschwindet (vgl. §1), so bekommt man

dz*
5 L
&, & TR (3.28)

d g _D e Dt
dt(gilcx xk)—Dt (gar & xk)—'2gik Dt

Aus den Formeln (1.1) und (1.1a) bekommt man nach der Substitution

My R

g =, =
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wegen M3, =0, und nach
av _dFt ., 14

it at “trae

. . D# wi\ (B2 4 A dF
die Relation Di = (6p + M5') T + L ¥ g7 E;) . (3.29)
Beachten wir jetzt fir d®2"/d#* (3.24), so wird nach (3.3) und (1.7):
Dd w da? d oF
TR TIF TS
Aus (3.28) wird dann nach (3.27) und (1.11)
d da* da*
7y (gik ar E?) = —2 F®C,pp. (3.30)
Nach (2.7) ist aber Coolo =2 Adyolo Ao

und das beweist nach {3.26) und (3.30) eben den Satz 3.

§ 4. Kriimmung des Raumes lings der Bahnen

Wir betrachten die Ubertragung (3.4) als eine affine Ubertragung im £,-Raum.
Die Krimmung kénnen wir mit der Cartanschen Methode (vgl. [1] und [7]) durch

Bildung der Formel . 5
(AD-DA)¢

bestimmen ; wir wollen aber die Kriimmung nur lings der Bahnen der nicht-holonomen
Geometrie betrachten, d.h. wir werden bei der Berechnung der Kriimmung die Formel
(3.7) bedingen.

Aus der Formel (3.4) bekommt man unter Beachtung von (3.7) die folgende
Relation :

AD-DA)&=4 B} & [da*dall+ MY, & (@& @) ) (¢.1)

wo 3 B Z 0 Qi — OF @ik + Q¥ 6 @fim (4.2)
den nicht-holonomen Hauptkriimmungstensor, und (& (d))’ wegen (3.7) den Ausdruck
(@ (d))

bedeutet.
Wir werden jetzt beweisen, dass lings der Bahnen (3.7), d.h. lings (3.2)

3 BSin=00nQ5 i~ Q0 in @il (4.4)

g def

d&" (d) —d @' (8) = (0t + M3") (0 m@5'n— @3 m@io'ully) [d2* da™  (4.3)
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besteht. Aus der Gleichung (1.11) hat man:
Om V=-V (L:om + Aoor L:rm)- (45)

Aus der Formel (3.3) ist LY,, durch @7, und C/|, ausdriickbar. Beachtet man die

Relation
M:om =Aoor (6;1—M:rm), (46)

die aus (1.6) wegen der schiefen Symmetrie von wu;, in (4, §) unmittelbar folgt, so
erhilt man aus (4.5), wenn LJ,, bzw. L}", mittels (3.3) durch Q*/, ausgedriickt wird,

die Formel:
am V=-V (Q:am + Aaor Qarm - Ooo]m)- (47)

Nach unserem Satz 1 ist aber auf Grund der Definitionsformel (2.7) lings einer Bahn
Coo|m=0;

da aber, wie wir das bewiesen haben, die durch (2.16) bestimmten Kurven nach (3.1)
mit (3.2) identisch sind, folgt aus (4.7), dass lings (3.2)

Om P=-V (Q:om + Aoor Q:Tm) (48)

ist. Nach einer Kontraktion mit I der Formel (4.2) bekommt man
3 Boon=01nQ2'0— Q7 1edm V' — Q' @5 alk + Q5 1n @i iy Ve + @5 0@t ma-

Unter Beachtung von (4.8) und (1.10) bekommt man eben die Formel (4.4).
Nach (4.3) und (4.4) konnen wir (4.1) in der Form

(AD—DA) & =3 Rjin & [da* d2™] (4.9)

* -~
bestimmen, wo Rion ™ B + M2 (85 + M%) R o (4.10)

den vollstindigen nicht-holonomen Kriimmungstensor bedeutet.
Die Torsion des nicht-holonomen Raumes bekommt man auf Grund von (3.7)

lings der Bahnen in der Form:

(AD—DA)at =g}, [da' d 2],
i def o
wo 2= Q' (4.11)
der nicht-holonome Tensionstensor ist. Dieser Tensor kommt in den Bianchischen
Identititen des nicht-holonomen Hauptkriimmungstensors vor, wie wir im folgenden

sehen werden.
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Wir wollen noch zum Schluss dieses Paragraphen die Bianchischen Identititen
fiir den nicht-holonomen Hauptkriimmungstensor bestimmen. Durch unmittelbare Be-
rechnung, auf Grund der Formel (4.2) des nicht-holonomen Hauptkriimmungstensors

kann man die erste Gruppe der Identititen von Ii,’k, bestimmen. Sie ist:
3 Rfion— @m+ 2 ¢l qlm + {ZYRL }em = 0, (4.12)

wo das Symbol {zykl.};, die zyklische Permutation des vorigen Ausdrucks auf die
Indizes (j, k, m) bedeutet.
Vor der Bestimmung der Bianchischen Identitdten, werden wir zwei Vertauschungs-

formeln fiir einen kovarianten Vektor &; angeben. Die Ydentitdten von Ricei sind:

28 5= —& jéisjk — &s Ry —2 &5 e (4.13)

Diese Formel erhiilt man auf Grund von (4.2) und (4.4) wieder durch eine unmittel-

bare Rechnung. Die zweite Vertauschungsformel ist:

Eiile— Elhes= — & QT — &L QT V. (4.14)

Bei der Herleitung von (4.14) miissen (1.10) und die leicht beweisbare Relation F,=0
(vgl. [4] Formel (2.29)), d.h.

O F = F!’r L*ork =F(+ Aaor) *ork
beachtet werden, die auf Grund von (4.6) lings einer Bahn (3.2) die Form
O F = F (I + Aoot) Q0% (4.15)

hat. (Vgl. die Rechnungen, die von (4.5) zur Formel (4.8) fithrten.) Die Formel (4.14)
ist also nur lings der Bahnen giltig.

Jetzt konnen wir schon die Bianchischen Identitiaten bestimmen. Die Formel

Ervaar T {2y o = & jen + {2yK).} (4.16)

ist eine Identitit. Differenziert man die Formel (4.13) kovariant(!) nach !, so erhilt
man die Grossen &;p,q,,. Substituieren wir diese Gréssen in (4.16), eliminieren wir dann
Eismn mit Hilfe der Identititen von Ricei, beachten wir noch (4.14) und (4.12), so
bekommen wir eine Formel, in der nur £, und &j|; vorkommen. Diese Formel hat die

Form:
E TP+ &l Uspa=0.

{!) Es soll auf beiden Seiten von (4.13) die durch (3.23) bestimmte Operation gebildet werden.



220 ARTHUR MOOR

Da £, einen beliebigen Vektor bedeuten kann, muss 7'%;,=0 bestehen. Explizit aus-
gerechnet ergibt das die Bianchischen Identitéten

Rislk.l + Q*lsj!?tRatkl +2 q::'fon + {zykl.}4, = 0. (4.17)

Die Relation U’,=0 gibt keine neue Relation, da die Berechnung von Uy

wegen I';, =0 die Formel
Tom=Upa

ergibt. Wir bemerken noch, dass die Formel
I,=0 (4.18)

nur lings der Bahnen giltig ist, wie man nach (4.15) und (1.10) leicht beweisen kann.

§ 5. Gleichung der nicht-holonomen Abweichung

Wir nehmen an, dass C und € zwei unendlich benachbarte Bahnen bedeuten,
die einen gemeinsamen Punkt © haben. Die Bogenlinge vom Punkte © aus gerechnet,
auf C, bzw. aui C wollen wir mit s, bzw. ¢ bezeichnen. Die Gleichungen dieser

Kurven seien:

C: £ =2'(s), C: 2 =v'(0).

Die Punkte von C und C seien durch die Relationen

¥ (o) = (s) + & (s), (5.1)
do
2.=1+46) (5.2)

zueinander geordnet, wo &'(s) einen infinitesimalen Vektor, A(s) aber einen infinite-
simalen Skalar bedeutet, deren erste und zweite Ableitungen auch von erster Ordnung
infinitesimal sind, wie &'(s) bzw. A(s). Die Richtung der Linienelemente lings C' soll

mit der Tangentenrichtung von C iibereinstimmen. Analytisch ist das durch

dz
1 — 5.3
F(x,v) ds (5.3)
ausgedriickt.
Die Gleichung von C bzw. € ist nach (3.2):

2t . (. dx\da’d* Ey [ dp)dy dyf (5.4)
ﬁ'*‘Q/k(Z,E)E—d;—O, d—oz‘*'Q/k(w,;z—;)————O- :
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Nach (5.1) und (5.2) hat man im Hinblick auf (3.7):

dy! ! dz*
(208 nrtt)oon

Differenzieren wir diese Gleichung wieder nach ¢ unter Beachtung von (5.1), (5.2) und
(5.4), so wird nach Vernachlissigung der Glieder héherer Ordnung in &, A

Byt o dotdi D¢ . D do*
pr il Gkl ol paly el 2Q”‘D ds
. da® dz™
— (0n @~ QO — QUL QN — QRO 2T O (55)

Substituieren wir jetzt (5.5) und (5.6) in die zweite Gleichung von (5.4), beachten
wir noch (4.18), (5.1)~(5.3), so bekommt man unter Vernachlidssigung der Glieder hg-
herer Ordnung in &, 4

b2 & da'di

Ds&* dsd

+ (Q H lklm + 2QO r) . + (Eo or +2 Q;im”t lkl'nQotr + QQOir,o) Er =0, (57)

Die Gleichung (5.7) ist die Qleichung der nicht-holonomen Abweichung.

Die Formel (5.7) ist eine Verallgemeinerung des von J. L. Synge untersuchten
Riemannschen Falles mit linearen Bindungsgleichungen (vgl. [6] Gleichung (6.37)).
Das folgt unmittelbar nach unseren Formeln (4.11) und (3.3), wenn wir in (3.3) fir
die Ubertragungsparameter L%, die Christoffelklammern zweiter Art {} wihlen, und
noch annehmen, dass unsere Grossen nur von den 2! abhingig sind. In der Gleichung
(5.7) entspricht der Koeffizient von & dem Tensor F7,,A" A" von [6].

Die Wichtigkeit der Gleichung (5.7) besteht von der Seite der Geometrie darin,
dass die Nullstellen & =0 der Losung & =& (s) die zum Punkte O konjugierten Punkte
bestimmen, Haben die aus dem Punkte £ ausgehenden Bahnen eine Enveloppe, so
ist der zum Punkt © konjugierte Punkt derjenige Punkt, in welchem eine durch ©
gehende Bahn die Enveloppe der durch © gehenden Bahnen zum erstenmal beriihrt.

Auch beziiglich der Mechanik spielt die Gleichung (5.7) eine wichtige Rolle. Wir
verweisen auf die Arbeit von H. Rund [5] S. 78. Die Losung £'(s) von (5.7) bestimmt
die relative Stabilitit der Bahnkurven.
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II. TE1L

§ 6. Die Bindungen und die relativen Bahnkurven des Ranmes

Nehmen wir an, dass im Raume &, paarweise orthogonale und normierte Vek-

toren B, (x,v), p=1, ..., m vorgegeben sind, fiir die also
9" Bigyi Beyi=0pa (6.1)

besteht. Die B, sollen in den ¢' homogen von nullter Dimension sein, und der Rang
der Matrix P

def

P= (B(Q)i)

soll m sein. Die nicht-holonome (% — m)-dimensionale Mannigfaltigkeit M, _, wird be-
ziiglich eines Richtungsfeldes ¢*(s) durch die Gleichungen

B(e)i(x3 Q))dxi::(), Q=1s 21 ey M (6.2)

bestimmt. Wir wollen noch voraussetzen, dass fiir ein beliebig vorgegebenes Richtungs-
feld v*(s) solche Kurven z’=2z'(s) existieren, die — obgleich das Differentialgleichungs-
system (6.2) nicht vollstindig integrierbar ist — die Bindungsgleichungen (6.2) be-
friedigen. Die Richtung z'!(s) dieser Kurven ist aber im allgemeinen von der durch
die v'(s) bestimmte Richtung verschieden.

Ist speziell v'=x"%, so geht (6.2) in die Gleichung (2.1) iiber, wo jetzt
G(M) (x, &) = By (2, %) &
ist. Im allgemeinen besteht die folgende

DEFINITION 3. Die Kurven z'=x'(s) der nichi-holonomen Geometrie sind dieje-
nigen Linien, die beziiglich eines Richlungsfeldes v'(s) die Bindungsgleichungen (6.2) be-
friedigen.

Da das Richtungsfeld v'(s) von dem Richtungsfeld »''=dz’/ds unabhingig ist,
sind die Kurven der nicht-holonomen Geometrie nach der Definition 3, und auf Grund
der Gleichungen (6.2) dem Fall des Punktraumes mehr dhnlich, als die Kurven des
im §2 durch v'=2'" charakterisierten Falles. (Vgl. auch [6] §2.)

Wir geben jetzt die Definition der relativen Bahnkurven der nicht-holonomen

Geometrie an.
DEFINITION 4. Die relativen Bahnkurven z'=2z'(s) der nichi-holonomen Geometrie

beziiglich eines vorgegebenen Richtungsfeldes v'(s) sind diejenigen Linien, die die Bindungs-

gleichungen (6.2) und ein Differentialgleichungssystem wvon der Form
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2
Pﬁgazi =7 (%, «') 9" By (6.3)
befriedigen. (Fir sy vgl. die Formel (6.4) oder (6.4%).)

Dabei bedeutet das Symbol ,,D* das durch (1.1) bestimmte invariante Differential
und der Parameter s die Bogenlinge. Ist v'(s)=2"t(s), so geht unsere Definition 5 in
die vorige Definition 1. iiber.

Jetzt wollen wir die in der Formel (6.3) vorkommenden Gréssen 7, bestimmen.
Differenzieren wir die Relation (6.2) nach der Bogenlinge s, so wird wegen

i _po
ds Ds
. . D& da* o* (d)) da'
die Relation D3t Bort (B@“’ﬂ + B dfs )) ds

bestehen, wo @* durch (1.1a) bestimmt ist. (Ist speziell I*=x", so geht &* in die
durch (1.5) angegebene Formel von w” iiber.) Setzen wir in diese Formel den Wert von
D*2*/Ds* von (6.3) ein, beachten wir dann noch die Relation (6.1), so wird

, d & (d)\ da
T (2, ') = — (B(Q)Ilk ds ——+ By dg )) ds’ (6.4)
die wegen (1.2) auch in der einfacheren Form
, DB da
T (@, 7)) = ~~——D;Q" e (6.4%)

bestimmt werden kann. Offenbar sind auf Grund der Formeln (6.4) und (6.4*) die
Grossen 7, (2, 2’) nur lings gewissen vorgegebenen Linienelementfolgen v'(s) bestimmt.

Da in den Gleichungen (6.3) die +'(s) angegeben sind, bestimmen diese Glei-
chungen im Hinblick auf die Formeln (6.4) ein Differentialgleichungssystem fiir 2’ (s).

Die relativen Bahnkurven der nicht-holonomen Geometrie entsprechen den quasi-
autoparallelen Linien des £,-Raumes (vgl. [4] §5). Unter gewissen Bedingungen sind
die relativen Bahnkurven mit gewissen speziellen quasiautoparallelen Kurven identisch.
Es besteht der folgende

Sarz 4. Ist lings einer gewissen quasiautoparallelen Kurve ' =z (s)

d o* o (d)\ da’
( Tj’k 8 +01']k d )ds 0, B(q); (x v)x _0 : (6.5)

wo der Tensor Cyy = By By (6.6)
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bedeutet, so ist diese quasiautoparallele Kurve z*(s) gleichzeitig eine relative Bahn der
durch (6.2) charakterisierten nicht-holonomen Geometrie (1).

Beweis. Die Gleichung der Bahnen ist nach den Formeln (6.3) und (6.4) in ex-
pliziter Form durch das Differentialgleichungssystem

D dz* (d)) da’
d

D& + 9" By (B<a)l|k ds + Bk s =0 (6.7)

bestimmt. Da lings der Bahnen (6.2) giiltig ist, bekommt man aus (6.6), dass lings

einer Bahn

da’ dx’ do’ dx’
Cﬂ;k E; = B(a)r B(a)i‘k —d_g’ c riik E = B(a)r B(a)/:k a;

besteht. Aus (6.7) wird somit

D da* w*(d)
Dsz+g ( k= ds +0r;k—ds )-——~0 (6.8)
Die Formel (6.8) mit den Bindungsgleichungen (6.2) wollen wir als die endgiiltige
Formel der relativen Bahnkurven betrachten.

Ist nun z*(s) eine quasiautoparallele Kurve, fiir die also

.k
Dol _&a! |y 42 0Hd) w42 dT_ (6.9)

D& ds® ds ds Tk ds ds

besteht, so folgt aus (6.8), dass diese quasiautoparallele Kurve dann und nur dann
gleichzeitig eine relative Babn sein kann, wenn langs 2!(s) auch (6.5) giiltig ist. Das
beweist aber eben den Satz 4.

Das Analogon des Satzes 1 kann wan auf Grund von (6.3), (6.4*) und (6.2)
ebenso beweisen, wie das in §2 durchgefiihrt wurde. Es ist also Lings der Kurven
(6.3) Bz =konst.

§7. Die allgemeine nicht-holonome Ubertragung

Ebenso wie im §3 konnen wir auch in dieser allgemeineren nicht-holonomen
Geometrie von der Gleichung der Bahnkurven eine sog. nicht-holonome Ubertragung
ableiten. Doch entsteht in diesem Falle dem Paragraphen 3 gegeniiber ein wesentlicher
prinzipieller Unterschied. Durch die Gleichung (3.1) war ndmlich «*(d) allein mit
Hilfe der Grossen 2'(s) bzw. durch deren Ableitungen bestimmt, wihrend ©®(d) in
der Gleichung (6.8) der relativen Bahnen ausser den a', dz' auch von ¢' und dv' ab-

hiingig ist. Die explizite Formel von &*(d) ist durch (1.1a) angegeben, wo jetzt

1 Bei diesemn Satz miissen wir selbstverstandlich bedingen, dass die Bindungen derart beschaffen
sind, dass eine Schar von nicht-holonomen Unterriumen existiert, die quasi-autoparallele Kurven enthalt.
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1

s s

F (2, v)

bedeutet. Das hat zur Folge, dass sich jetzt nicht nur die Ubertragungsparameter
. sondern auch die M7} verindern werden.
Die Gleichung (6.8) der relativen Bahnkurven kénnen wir auf Grund de_r Rela-
tion Da'=dz' und nach der Formel (1.1) in der Form:

d? 2 dx’ d* , 4z’ &*(d)
Frl + Q% - a5 ds lec% ds (7.1)
bestimmen, wo i = Y+ O4les (7.2)
NAE M+ 0 (7.3)

bedeuten (wegen (1.8) und (1.9) ist némlich ¢¥|,=0, g,,=0). Die Grossen @, und
N/, sind die Ubertragungsparameter der nicht-holonomen Geometrie. Die nicht-holo-
nome Ubertragung selbst ist durch die Formel

DE 48+ QN Ea + N i @) () 7.4

festgelegt, wo aber &% (d) die Grosse DI® bedeutet. Offenbar ergibt (7.4) die Gleichung
(7.1) der relativen Bahnen, falls in (7.4) &'=da'/ds gesetzt wird.

Das invariante Differential welches durch (7.4) bestimmt ist, kann noch nicht
als eine spezielle affine Ubertragung betrachtet werden, da in der Formel (7.4) &*(d)
nicht DI* bedeutet, d.h. D& npur mit Hilfe des metrischen invarianten Differentials
»D* von U' bestimmt ist. Um aus der Formel (7.4) das invariante Differential einer
speziellen affinen Ubertragung zu bekommen, muss man & (d) mit Hilfe von DI =" (d)
ausdriicken.

Aus (7.4) bekommt man fiir &=10:

DU o d)=dl + Q. d ok + N b &o* (d). (7.5)
Auf Grund von (1.1) wird fiir £ =10' wegen DI'=p'(d):
dl = &" (d) (0t — M3) — L¥ d . (7.5a)
Substituiert man das in (7.5), so wird:

&' (d) = " (@) (0 + N — M3') + (@' — L) d o, (7.6)

() Das durch (7.4) bestimmte nicht-holonome invariante Differential ist von dem durch (3.4)
definierten verschieden. Eben deshalb bezeichneten wir dies mit ,,D.
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Betrachten wir jetzt das Gleichungssystem
H 6k + N5 — M3h) = 6i. 1.7)
Man kann sich leicht iiberzeugen, dass im allgemeinen
Det |85 + N — M3 |+0 (7.7a)
ist. Nach (7.3) und (6.6) ist namlich

Det |65 + N, — M3'| = Det | 6 + (Bl Bips)u V|-

¢ def

Nun ist T)' = (B B

eine in »' homogene Funktion von nullter Dimension. Wir kénnen also in 7'/ (z, v)
statt der Verdinderlichen v' den Einheitsvektor I' substituieren, da

Tiik (Z‘, ’l)) = Tlik (x, l)
ist. Es wird aber

Det |8+ N — MY | = Det |0k + T V| =1+ TV + -,
wo die weiteren Glieder in I/ homogene Funktionen von mindestens zweiter Ordnung
sind. (7.7a) ist also im allgemecinen giiltig. Moglicherweise kann auch T/, =0 sein,
(7.7a) besteht aber auch in diesem Falle.

(7.7) ist also im allgemeinen auf H/ eindeutig losbar; somit bekommt man aus

(7.6) nach einer Kontraktion mit H/:
& @)=H & (d)—H(Q, . — Li)d*. (7.8)
Setzt man diesen Wert in (7.4) ein, so wird:
DE=d& + (@~ N/ H} (@ — LiW) & do* + Hy NJ, & 6 (d). - (7.9)

(Aus (7.9) bekommt man selbstverstindlich eine Identitit, falls & =1 gesetzt wird.
Das kann auf Grund von (7.5a), (7.8) und (7.7) leicht gezeigt werden.)
Die Formel (7.9) kann schon als Fall einer speziellen affinen Ubertragung be-

trachtet werden, in der die Ubertragungsparameter nach (7.2):
0. Q5 —NAH Clh RN/ HY (7.10)
sind. Die Gleichung (7.9) kann somit in der Form:

DE =4 + Q) Edd+ N E 6k (d) (7.11)
dargestellt werden.
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Die Gleichung (7.1) der relativen Bahnkurven kann nach (7.8), (7.2) und (7.10)
durch die Gleichungen

d2 ¢ da! d o dz! &*(d
Qik—‘—+Njk 73 dfs)

0 (7.12)

charakterisiert werden. Diese Gleichung driickt aus, dass der Tangentenvektor da'/ds
einer Bahnkurve in Bezug auf das invariante Differential (7.9) lings der Bahnkurve

parallel verschoben ist.

§8. Die Gleichung der nicht-holonomen Abweichung im allgemeinen Fall

Im Paragraphen 5 haben wir die Gleichung der nicht-holonomen Abweichung
unter der Bedingung bestimmt, dass das Linienelementfeld /'(s) eben mit dem Feld
dx'/ds der Tangentenvektoren iibereinstimmt. Wir wollen jetzt — wie wir das im IL
Teil durchwegs gemacht haben — annehmen, dass das Richtungsfeld I(s) beliebig
vorgegeben ist.

Die Gleichung der relativen Bahnkurve C' ist durch (7.12) angegeben. Die Glei-

chung einer zur relativen Bahn C unendlich benachbarten relativen Bahn ' soll

&y’ A I L

—— 1
P —+ Qe (v d do_"‘N}k( l) do =0 (8.1)
sein, wo 9'(o) und ¢ durch (5.1) und (5.2) mit den 2'(s) und s verkniipft sind,
wihrend

F(o)=E(s)+ 7t (s) (8-2)

bedeutet. (Offenbar kann statt »* wegen der Homogenitét nullter Dimension I gesetat
werden.) 7* ist eine von &' und d&'/ds abhingige infinitesimale Grosse, die so gewshlt

werden soll, dass die Gleichung der nicht-holonomen Abweichung von tensoriellem

Charakter sei. Im Falle I'=da'/ds, i‘=dzp’/¢lo’ ist nach (5.5)
7= —H+D -Q w%—? (8.3)

A, & und 2 und ihre Ableitungen sollen infinitesimale Grossen bedeuten. Fir den
‘ allgemeinen Fall kénnte z. B. die Formel (8.13) gesetzt werden.

Wenn wir in (8.1) 3' mittels ' und & nach der Formel (5.1) berechnen, und
;‘, @*(d)/do mittels I und &*(d)/ds ausdriicken und die Glieder héherer Ordnung in
4, & und 7' vernachlissigen, so bekommen wir die Gleichung der nicht-holonomen

Abweichung. Auf Grund von (5.1) und (8.2) wird also:
15 — 593802. Acta mathematica. 101. Imprimé le 18 juin 1959,
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dﬁwz‘ d2 i dx‘d/'l d2§i
PP FACRE LA P ML Pl
A s dy dy* 4, do’ d o
Q' (v, )da— ‘—G—Qlk(x, l)d——“(l 23)
A, detd
+2Qu'n 5 Ja d£ @.Q/ &
Vor der Berechnung von &%(d)/d¢ driicken wir &*(d)/ds

Aus der Formel (7.11) bekommt man fiir &=10

, 42

g .
°" ds

ar

(d) or)—_'l'

ds

(8

Da im allgemeinen Det | 6% — N |+0
ist, bekommt man aus (8.6) fir &*(d) die Form:

dat
ds

" (d)
ds

ar
_Kk ( Qo 3

@)

wo der Tensor K% durch das Gleichungssystem :
(6:' - ﬁoir) K,ic = 6’:

definiert ist. Wenn (8.7) nicht giltig wére, so konnte man @
Fiir @*(d)/do bekommt man

&*(d)
do

&* (d)

_ %

(1
WO

da*
5 5) € K+ K

+Kk ( +Qot“—+§mamQat

bedeutet. Nun kann schon auch das dritte Glied von (8.1)

Da auch ¢* eine infinitesimale Grésse ist, bekommt man

dy’ &

N do da

L, 1) D Ffta, l)d’”“"d’a —21)

df’ 3" (d)

8 D) nou Bt B

(8.4)

da’ da*

i " T
+Qdey ds ds (8.5)
durch @/, und N}, aus.

(8.8)

¥ (d) durch (7.6) berechnen,

(8.9)

+Qo S ) (8.9a)

leicht berechnet werden.

da’ & (d)

)ds ds =0.

(8.10)
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Aus den Relationen (8.4), (8.5) und (8.10) bekommt man nach (7.12) die Glei-

chung der nicht-holonomen Abweichung in der Form:

B datdd A, dal dEF da! do*
d_fz—*di: ds Q(.ik) i i"‘ E 0. Q5+ QN d—xjs—
da’ 5’ o (d . d d
+ N ( L g di )) & 0, N+ Bl 22 “’d(s) 0. (8.11)

Unter Beachtung von (7.11) kinnte man in dieser Gleichung d&'/ds, d*&'/ds?
durch D&/Ds und D?*E/Ds* ausdriicken; das wollen wir aber nur in dem durch

@ (d)
ds

=0 (8.12)

charakterisierten Spezialfall durchfiithren. Dadurch bekommen wir eine elegantere Form
fiir die Gleichung der nicht-holonomen Abweichung. Ubrigens ist der durch (8.12) charak-
terisierte Fall die unmittelbare Verallgemeinerung des in §5 behandelten Falles, da im
Falle I'=da’/ds die Bahnen der nicht-holonomen Geometrie eben durch (3.7) charak-
terisiert werden konnen, und (3.7) der Gleichung (8.12) entspricht.

Fiir #* soll

1
77 = _lt)'_l_bé _Qrkgr _ri (lk 8) & (813)

gesetzt werden. Offenbar bekommt man fiir = =17 eben (8.3). Statt der Formel (8.4)
bekommen wir auf Grund von (8.12) und (7.12), bzw. (8.6)

dzip‘__dzxi datda Dzéi DE' da*
T TG Gt o 2 T
da* d
@40t Qlin— om0+ QO E S I 14)
. f,oondy dyt _—
Die Berechnung von Q,,c(y;, l)_d? G0 ergibt im Hinblick auf (8.2) und (8.13):
d dx"
Ohp H W 01w 28 gy

_(2Q(tk)Qrm+2ka”tQ[r}]d —8,Qu'n+ Qi Q) x

o d da2t\ do! D&
x& Is dxs (2Q<“°’+Q"‘“’° ds) ds Di’ (8.15)
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Aus (8.1), (8.14), (8.15) erhilt man fiir die Gleichung der nicht-holonomen Abweichung
im Hinblick auf (7.12) und (8.12)
D& datdd (A, 88 A, \DEda"
D dsds (sz”k;l;—2Qmm1) Ds de
| Aok da™

~ . da!
+ (Kkimr + 20l Ot E—s—) £ s ds 0, (8.16)

; def Py N ~ -
wo 3 Ky = 05Q0'n — Qo 1 Qulnll + Qo imy @r's

den nicht-holonomen Kriimmungstensor bedeutet.

Ist I'=da'/ds, so geht (8.18) in (5.7) iiber, wie das leicht bestitigt werden kann;

da* dx™ |
man muss aber beachten, dass der entsprechende Tensor von Kki""% 22 in der

- ds
Formel (5.7) der Tensor (R, +24q,,) ist.

Bemerkung: Im Punktraum geht K,',, in den Tensor F',, von [6] iber (Vgl.
Gleichung (6.39) von [6]).

§9. Uber das Problem von Lagrange im allgemeinen Fall

In diesem Paragraphen werden wir eine Kurve a’=2z'(s) immer in Bezug auf
ein Richtungsfeld o'=+'(z(s), 2'(s)) der Linienelemente betrachten. Das vorgegebene
Richtungsfeld v'(s) hingt also von dem Grundelement (z, z') der Kurve 2'(s) ab. Wir

wollen jetzt diejenigen Extremalen des Variationsproblems

8
5[F(x,x')ds=0

8o
mit Pz, 2) S Vgp(z vz, ) 2 2 (9.1)
bestimmen, fiir die die Bindungsgleichungen
By (2, v (=, «')) z"=0 (9.2)

bestehen, und dann werden wir einige Bedingungen bestimmen dafiir, dass diese
Extremalen mit den relativen Bahnkurven identisch seien.
Bezeichnen wir wieder mit H (x, ') die Funktion:

H (2, ') S F (2, &)+ Ao Byt (2, v (z, @) ", (9.3)

so werden die gesuchten Extremalen das Differentialgleichungssystem

4 oH oH (9.4)
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befriedigen. Nach (9.1) ist nun wegen der Wahl des Parameters

(d oF 9F _d ov" ., B
@kde ds axlk aZ‘k ds (.A.Hra ,kx xj—i-gk,x’)—(%8kgi,+AU,3kv')x'xf.

Ebenso, wie in §3 konnen wir 10,¢,a" 2" durch Li;z’'2"/ ausdriicken, und dann
wird wegen (vgl. auch [4] (5.7)—(5.10)):

(% 957" =g %;‘j + Ly a2’ + My ' (z);Lj)
fiir g, die Relation:
0= Jik l;)x,i +{2 Lk — Ay Ti oo+ T3+ 0v")} 2/ 2
ow'(d) d

+ M:ij x"

e 2 (Ai, P a”r) (9.5)
ds " ds T ox'*
bestehen.

Aus der Gleichung (9.4) wird somit nach (9.3) und (9.5):

@By , 2By ,
A(M)( @k "+B(,m) Aw "‘”“ k=0, (9.6)

Wir wollen jetzt fiir das Richtungsfeld ¢'(z, z') bzw. fir die Vektoren By (x, v (x, «'))
und z" zwei Bedingungen stellen:

0B
o et =0 0.7)

~ 0B
und (0 Bt = &1 Boow) 2+~ Ut gtk = 0, (9.8)

Die Bedingung (9.8) bedeutet die schwache Holonomitdt der Vektoren z'* in Bezug
auf die By, (vgl. [5] Formel (4.6)).
Aus (9.6) wird dann nach der Berechnung von (d/d s) (A, B,i) nach (9.7) und (9.8):

d A
et ds

Byyi= 0. (9.9)

Eine Kontraktion dieser Gleichung mit B, ergibt wegen (6.1)

dAy
d—;)_ ~0; By

und somit kann (9.9) nach (9.5) in der Form:

Dax'*
e Ds ((S B(/:)zB<u))+T:(5 B(u)quo) 0 : (9-10)
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bestimmt werden, wo

def Dax'®
7= 0= g Ds (9.11)

auf Grund von (9.5) leicht in' expliziter Form bestimmt werden kann.
Die charakteristischen Gleichungen der relativen Bahnkurven sind nach (6.3) und

(6.4%):
D x” DB(O-)k

_)F-*- Des z'* B,t=0. {9.12)
Nach (6.2) ist aber
DBey _n_ _B Da'™*
Ds @D
und somit bekommt man aus (9.12):
Dz’
5o (8 = Buye Bus') = 0. 9.13)

Zieht man in (9.13) den Index ,,i* herunter, so kann (9.13) in der Form:

Dz’
9% s (6!~ By By) =0 (9.14)

angegeben werden. Aus dieser Form der Gleichung der relativen Bahnen kann un-
mittelbar verifiziert werden, dass (9.14) mit (9.10) nur dann identisch ist, falls

73 (0l — By Buw') =0 (9.15)

besteht.
9.7), (9.8) und (9.15) sind also hinreichende Bedingungen dafiir, dass die Extre-
malen des Problems won Lagrange, mit den relativen Bahnen des nicht-holonomen Raumes

iibereinstimmen.

Bemerkung 1. Offenbar ist (9.15) fiir 7,=0 befriedigt. Aus (9.15) folgt aber noch
nicht, dass 7,=0 ist. Es ist nimlich

Det |8} — By B’ | =0. (9.16)
Das folgt leicht aus der Formel
B' (8! — By Bo/) =0, (9.17)

die wegen (6.1) offenbar giltig ist. Da aber die B, nicht identisch verschwinden,
muss (9.16) bestehen,
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Bemerkung 2. (9.7), (9.8) und (9.15) sind selbstverstindlich nicht in allen £,-Réu-
men erfiillbar. Diese Gleichungen bilden aber ein Gleichungssystem, in dem die Ten-

soren oy, mip und das Richtungsfeld +(x, 2') als Unbekannte betrachtet werden
kénnen.
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