UBER DIE ABSOLUTEN BETRAGE DER WURZELN
ALGEBRAISCHER GLEICHUNGEN.
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EDUARD BATSCHELET

in BASEL.

1. In einer Arbeit unter dem Titel »Recherches sur la méthode de Graeffe
et les zéros des polyndomes et des séries de Laurent» bat Herr A. OsTROWSKI den
folgenden Satz bewiesen':

Set
onn+ Alwn-l+"‘+An—lx'*' Aﬂ, Ao#o,
ein Polynom n-ten Grades mit beliebigen reellen oder komplexen Koeffizienten, dessen
Wurzeln x,, ..., @, nach steigenden absoluten Betrdgen geordnet sein migen. Es
gelte also

Variiert man die Argumente der Koeffizienten A, . . ., Aa, halt aber thre ab-
soluten Betrige fest, so bleibt |xi| fiir festes k in einem Intervall, dessen relative
Breite hochstens gleich einer nur von n abhdingigen Schranke Cn ist, fiir die

(1) Cn=0,73"(n+1)
gesetzt werden darf.

Unter der relativen Breite eines Intervalls {a,b), 0 <a =b, ist dabei das
Yerhiiltnis ‘—Z: zu verstehen.

Im Folgenden bezeichnen wir mit c, die (offenbar vorhandene) kleinste Schranke,
fiir welche die Bedingungen des Satzes zutreffen. Dafiir gilt 1< cn = Ca.

! Acta math., Bd. 72(1940), p. 145.
7-632047 Acta mathematica. 76: 3-4
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Herr Ostrowski hat weiterhin gezeigt, dass ¢, fiir wachsende 7 beliebig gross
wird, indem er die Beziehung

. e
11m-11_>_i=1,273...

—n x
herleitete!. In meiner Dissertation® habe ich die etwas schirfere Beziehung

lim 2=

=1,442 . . .
— n

a’q“_
N

bewiesen.

In der vorliegenden Mitteilung leiten wir die Ungleichung
(2) tn> 2
T4

her, woraus sich wegen (1) ergibt, dass ¢a die Grissenordnung von n® besttzt.
Dieses Ergebnis ist insofern bemerkenswert, als Herr Ostrowski bei der Herleitung

der oberen Schranke (1) fiir ¢, scheinbar sehr starke Vernachlissigungen ge-
macht hat®.

2. Dem Beweis von (2) schicken wir zwei Hilfssiitze voraus.

Hilfssatz I. Es se; k eine positive ganze Zahl und F(&,, ... &) ein multi-
lineares Polynom der Variabeln &, ..., &, das also in Bezug auf jede Variable
linear ist. Das konstante Glied sei gleich o, die #ibrigen Koeffizienten aber irgend-
welche reelle Zahlen, die nicht samtlich verschwinden.

Dann kann man jeder der Variabeln &, ... & die Werte +1 oder —1 so

beilegen, dass

. F(§l,...,§k)<o
gelt.

! 1. e., p. 146, Ungleichung (26, 1).

* » Untersuchungen iber die absoluten Betrige der Wurzeln algebraischer, insbesondere kubischer
@leichungen», Verh. d. Naturf. Ges. in Bagel, Bd. LV (1944).

? Es moge cg’) fiir festes k, 1 £k < n, die kleinste, nur von n und k abhiéngige Schranke fiir
die relative Breite des Intervalls bezeichnen, in dem lmkl variiert. Aus den Untersuchungen von
Herrn Ostrowski, 1. ¢. Formel (25, 3) auf p. 145, folgt cﬂ‘)éz,gz-k(n—k+l).

In einer Arbeit, die an anderer Stelle veroffentlicht wird, erhalten wir durch Abschiitzang nach
unten ci,")>k(n—k+l). Die Herleitung dieses Ergebnisses, von dem die obige Ungleichung (2) ein

Spezialfall ist, geschieht auf einem &hnlichen Wege wie in der vorliegenden Arbeit, erfordert aber
eine mehr in das Einzelne gehende Diskussion.
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Beweis. Die Behauptung ist fiir k=1 offenbar richtig, da sich dann F aunf
R §, reduziert, wo R irgend eine reelle Zahl £ o ist. Fir 2>1 fithren wir den
Beweis durch vollstindige Induktion. Wir konnen F(§, .. ., &) in der Gestalt

§E'F1(§1y CEET §b—1) + Fs(gh Y] §k—1)

schreiben, wo F, und F, multilineare Polynome der Variabeln §,, . . ., & sind,
die nicht beide identisch verschwinden. Bei F, fehlt ausserdem das konstante
Glied. _

Der Hilfssatz moge bereits fiir den Index % —1 bewiesen sein. Wenn Fy=0
ist, so erfiillt F; die Bedingungen des Hilfssatzes, und wir konnen daher den
Variablen &, ..., §—1 die Werte 1 so beilegen, dass Fy<o wird. Setzen wir
dann £.=+ 1, wenn bei der getroffenen Wahl der Variabeln F) =< o ist, oder
£ =— 1, wenn F;>o0 ist, so folgt unmittelbar F(£,, .. ., &) <o. '

Ist aber Fy=o0, so legen wir den Variabeln §,, . . ., §i—1 die Werte t 1 derart
bei, dass F, > o wird, und geben & wiederum das zu demjenigen von F; ent-
gegengesetzte Vorzeichen. Dann folgt die Behauptung auch fiir diesen Fall un-
mittelbar.

8. Hilfssatz II. Es sei #> 0 eine ungerade Zahl und m=‘ﬁ——:—l gesetet.
Dann gibt es stets eine algebraische Gleichung n-ten Grades
(3) Aoz™ + 4 2" + -+ An =0,
deren Koeffizienten reell sind und den Bedingungen
(4) A, =1 A4A,, ¥y=0,...,m—I,

gentigen, und die eine m-fache Wurzel x =1 besitet, welche positiv ist und die Un-
gleichung

(5) t>m
erfillt.

Beweis. Eine Gleichung n-ten Grades mit einer m-fachen Wurzel ¢ kann
wegen n=2m—1 in der Gestalt
(@ =t (@ 2™ 1+ agz™ 2 + --- + anp) =0

angesetzt werden. Der Abkiirzang halber setze man

(6) T,L=(—1)"(:’:)t“, g=o0,1,...m
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So erhiilt die Gleichung die Gestalt
(Toxm + Tlxm-l + -4+ Tm)'(al xm_l + a’xm—2 +---+ am) =
= Toa, 2?1+ (Tya, + Tya))x*™ 2+ + Tpam=0o.
Der Koeffizient der Potenz 2" = «®™—1—* lautet
m
4,= 2 -Tv—y.+1 Qyu,
p=1
wobei T,—.+1 =0 zu setzen ist, wenn der Index negativ oder grosser als m ist.

Mit den so dargestellten Koeffizienten erfiille man jetzt die Bedingungen (4)
durch den Ansatz

(7) Ayt 5 A, 2 Tomymptr@u+ & D Tvoprrgu=0, »=o0,...,m—1I,

u=1 =1
wo &, &, ..., §n— Grossen bezeichnen, die nur der Werte +1 oder —1 fihig
sind. Der Hilfssatz IT ist bewiesen, wenn es gelingt, fiir a,, . . ., am reelle Zahlen
zu finden derart, dass die Gleichungen (7) fiir geeignete §, =t 1, u=o0, ..., m—1,
und fiir einen geeigneten Wert ¢ >m erfiillt sind.
~ Nun lauten die Gleichungen (7), nach den Unbekannten a,, . . ., am geordnet,
=
Z(T,.._._,‘+1+§.T,_y+1)ay=o, y=0,....m—1,
p=1

oder, wenn man sie, mit v=m —1 beginnend, ausfiihrlich schreibt:

(Tm+ Enet Tret) @y + (Tt + Ems Tro)ag + -
+ (T2 + §m—1 1’1) aAm—1 + (Tl + §m_1 To) Am = QO

gm—-ﬂ Tm—Qal +(Tm+§m—2 Tm—3)02+"'+ (T8+ §m—2To) am—1 + Tg'am=o

gm—STm—8a1+ §m—3-Tm—4 agt+---+ T‘ * am—1 + Ts'am':

& -1, - a; + & Ty -.a, + Twm © am—1t Tpe1:aGm=0

S - Tp + Tm-am=o0
Dies sind m homogene lineare Gleichungen fiir die m Unbekannten a,, .. ., am

Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer nicht trivialen Losung ist das
Verschwinden der Determinante des Systems. Wenn diese mit D(f) bezeichnet

wird, so hat man demnach
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Tm+&nalmay Tna+Enaa T . . Totbnaa Ty Ti+Ena Ty
EvsTm—e Tt EnoTws... Tot+EnaT, T,
En—s Tn—s S Ty ... T, T,
(8) D(t)= =0
& T, 5T, ... Ty T
£ T, o - T

Die Matrix der Determinante (8) ist die Summe der beiden Matrizen

Tm Tm—-l Tm—‘.! ... Tg: T] §m—l Tm—l §m—1 Tm—2 EEPS §m—l T] \ §1n-1 To

(6] Tm Tm—l e T_; -Tg gm—'_) 7'm—'l §m—'_’ Tm—:l e §m—‘.’ -To (e}

o ¢ -Tm ECE -T.; T3 §m—3 :['111—3 §m——:¢ Tm—l R o 0o
und '

0 0 o o T Thny § T, § T, ... o© 0

0o o o ... 0Ty & T, o} ... 0 0

Von o verschiedene Elemente kommen nur auf einer Seite der Haupt-, resp. der
Nebendiagonalen vor.

Wegen (6) ist D(t) ein Polynom vom Grade m? in {. Die Entwicklung nach
fallenden Potenzen von ¢ beginnt mit zwei Gliedern, die sich aus den Elementen
der Hauptdiagonalen ergeben:

D(t) = T:: + §m——] 1';:_1 Tyt = 0O,
woraus sich

D¥*(ty=(—1"-D{t) = t" — mEp M1t ... =0
ergibt. Man wiihle von vornherein &.-,=1, womit (8) in die Gleichung
(9) D¥(t) =t —mt™ '+ R(f) =0
iibergeht. R(t) fasst hier die Glieder vom Grade <m®—2 zusammen. Offenbar gilt

(10) D*(m) = R(m).
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Man beachte weiter, dass bei der Berechnung der Determinante durch Bildung
von Produkten aus m Elementen, von denen keine zwei in der gleichen Zeile
oder in der gleichen Kolonne vorkommen, nur ein einziges Produkt entsteht, das
keinen der Faktoren &, enthilt, nimlich 77, und ebenso nur ein einziges, welches
bloss den Faktor Em—1 enthilt, niimlich &u— T'"~! T'n—1. Das sind gerade die beiden
Anfangsglieder der Entwickhlng, die zu (9) gefithrt hat. Alle iibrigen Produkte
und daher auch siimtliche Glieder von R(f) sind mit einem oder mit mehreren
der Faktoren &,, &, ..., &m—a behaftet.

Da &, fiir jedes feste u nur in einer Zeile der Determinante (8) auftritt, so
ist R(f) somit ein maultilineares Polynom der Grossen §,, . . ., §u—2 ohne konstantes
Glied. Anderseits konnen nicht simtliche Glieder verschwinden, da das Produkt
58 ... Ew—1 offenbar den (von f unabhiingigen) Koeffizienten 7'" = 1 besitzt.

R(f) erfilllt damit die Bedingungen des Hilfssatzes I. Hs gelingt folglich,
fir jedes einzelne &,, u=o0, ..., m~—2 die Werte +1 oder —1 so zu bestimmen,
dass R(m)<o, oder dass vermoge (10)

(11) D*(m) < o

wird. Bei dieser Wahl der &, folgt, dass D*(t) eine positive Wurzel t >m besitzt,
da in (9) das Glied hochsten Grades in ¢ einen positiven Koeffizienten besitzt.

Die Existenz der Gleichung (3) mit den Bedingungen (4) und (5) ist damit
gesichert, womit der Hilfssatz I1 bewiesen ist.

4. Wir konnen nunmebr die Ungleichung (2) beweisen. Es mége n > o zu-

niichst ungerade sein. Die Gleichung

(12) Agx® + Ay '+ -+ Ay=o0

geniige den Bedingungen des Hilfssatzes 1I.. Sie besitzt also eine m-fache Wurzel
t>m, wo m= "zi gesetzt ist.

Die Wurzeln z,, . . ., x, seien wie in Abschnitt 1. nach steigenden absoluten
+1

Betrigen geordnet. Wegen m = “ kénnen wir x, die mittlere Wurzel von (12)

nennen. Die Gleichung kann hochstens m —1 Wurzeln besitzen, deren absoluter
Betrag >|xm|, und ebenso nur m —1 Wurzeln, deren absoluter Betrag < |zm| ist.
Da nun t m-fache Wurzel ist, so muss

Tm=1
gelten.
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Die aus (12) durch die Transformation x =4 hervorgehende Gleichung

(13) An x* + An"l L S AOZ (o)

besitzt offenbar die m-fache Wurzel 2! <m~'. Zugleich ist 27 der Wert der
mittleren Wurzel der Gleichung (13).

Wegen (4) gehort die Gleichung (13) zu der Schar der Gleichungen, die aus
(12) entstehen, wenn man die Argumente der Koeffizienten beliebig variiert. Der

absolute Betrag der mittleren Wurzel schwankt somit in einem Intervall, dessen

. - m 9 .
relative Breite > o m* ist.

Nach Definition von ¢, gewinnen wir daraus die Ungleichung

(14) ey > mit = (-t 1)?

woraus (2) fir ungerade » unmittelbar folgt.
Es sei endlich » gerade und gleich n, + 1 gesetzt. Bezeichnen wir mit
€p, €1, - - -, €x, komplexe Variable vom absoluten Betrage 1, so existiert nach dem

eben Bewiesenen eine Schar von Gleichungen
oo+ e A+ e Ay, =0

mit festen A., welche die folgende Eigénschaft besitzt: Unter den nach steigenden
absoluten Betriigen geordneten Wurzeln gibt es wenigstens eine, deren absoluter
e+ 1)* 1,

Betrag in einem Intervall schwaunkt, das eine relative Breite > T4 2 T

hat. Dasselbe muss offenbar von der Schar der Gleichungen n-ten Grades gelten,
die man aus der vorigen durch Multiplikation mit x erhiilt, nimlich von der
Gleichungsschar e, doa™ + ¢, A; 2" '+ - + ¢y, Ay, = 0. Damit ist (2) auch fiir
gerade » bewiesen.

5. Zum Schluss moge noch das Beispiel # = 3 betrachtet werden. Die
Gleichung (g) lautet hier fiir die in Abschnitt 3. erklirte Wahl von &, und §,

tt—2t*—2t+1=0.
Sie ist reziprok und besitzt die positive Wurzel

thy= 2,296 . .. .
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Es existiert also eine Schar von kubischen Gleichungen, die sich nur in
den Argumenten der Koeffizienten unterscheiden, fiir welche der absolute Be-
trag der mittleren Wurzel in einem Intervall variiert, dessen relative Breite

v

S . . . .
= ?_%= t; ist. Es folgt daraus ¢; = ¢;. An anderer Stelle! habe ich gezeigt, dass
auch ¢, =t und somit

Cy=1t,=75,274 ...
gilt.

! S. meine in Fussnote 2 auf Seite 254 zitierte Arbeit.



